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 1 

 

 Ь   

1.   . З    є  

є       ,     ;   

   є   .   є 

 

 = ;   = ; . 

 

З      ( є ),   ,  

  ( ).     

 .      .  

     ;  є  

    є   � ;  ,   

,    � , , ,   � ;  

 є є     ; ,   = ; ,  ; ∈ ,      �   = ;   = � .   ⊂ �     

 є     . З ,  

        , 

  . 

,  є  ,    . 

 ,      ,  . с ь, 

    , є  .    

      ,   с ь є  

 [4, . 284-285]. 
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є    = ;    ; =   

 ,     є   = . 

   = ; ;  є   ; ; = ,     є   = . 

 

2.      . Ч с  

   = ;      є  

 

 �� = lim△ → � +∆ ; − � ;∆ =  ′ ; , 

 

 є    .  

є    ′ ,   ′,    �� ,    
��� . 

Ч с     є   

 �� = lim△ → � ; +∆ − � ;∆ =  ′ ; , 

 

 є    .  

    ′ ,   ′,   �� ,   
��� . 

        

 Д3].  

 є       ���  ,    

с       ;      

  � ��      ′′ . 

 ,   � �� = �� ���       ′′ = ′ ′ . 
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 є     ���    ,   

   с      

 ;     � �� �       ′′ . 

,   

 � �� � = �� ���       ′′ = ′ ′ . 

 

    ;      

 : 

 � �� ,    � �� � ,    
� �� � ,   

� �� . 

 

        

,    с   ь   

 ; ,  . 

 

3.  .    = ;   

 � ;  є    

 △ = +△ , +△ −  ; , 

 

 △   △  –   . 

 = ;  є     ; , 

          

 △ = △ + △ +  △ ,△ △ +  △ ,△ △ , △ ,△ ⟶       △ ,△ →       △ → ,    △ → . 
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   = ;  є   

   △  ,     △   

  △ ,  = △ + △ . 

         

 = △ ,  = △ .   

 = ��  +  ��  . 

 

  є      

 = ; ; : 

 = ��  +  ��  +  ��  . 

 

    √△ +△     

 = ;     [3, . 211]: 

 △ ≈ ; +△ , +△ ≈ ; + . 

 

4.   .  = ;   –   

     ,   ,   , є є   

 : = ,    = , 

 

  ;  є  є    .  с  

 = ,  є   : 

 �� = �� ∙ �� + �� ∙ �� . 
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 = ; ,  = � ,        

є    

 �� = �� + �� ∙ �� . 

 

5.   . є  .                = ;    � ;     = ��̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

 

 �� = lim|�� |→ � − �|�� | = lim�→ ∆� , 
 

 � = √∆ + ∆ . 

  ;  ,     

 є    

 ��� = �� cos + �� sin , 

 

  –  ,  є         . 

     = ; ;     

 є  .   є  

 ��� = �� cos + �� cos + �� cos , 

 

   cos ,  cos ,  cos  –     . 

є   = ;    � ;  є  , 

 є    �  є     

 : 
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��  =  �� + �� . 

 

є          ’  

 

  ��� = ��  . 

 

є  є       

.  ���     є  є  ,  

є 

 ��� н й . =  | ��  | =  √ �� + �� . 

 

  = ; ;  є   є [3, . 216] ��  =  �� + �� + �� . 

 

6.    .   

 = ,   ; = ,  ;  – 

        ,   : 

                                      ′ =  − ∂F∂∂F∂ ,                                                                 (1) 

 

  ∂F∂ ≠ . 

        

   (1),        

  . 
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, с      = � ;  

 ,    ; ; = ,  ; ;  

     ,  ,  ,     

 �� =  − ������ ,              
�� =  − ������ , 

 

  
∂F∂ ≠    [3, . 218]. 

 

7.    ь  .   

    � є  ,       

 ,    �    . 

З    .    

   �    �̅,    є 

: 

 Ϝ′ � − + Ϝ′ � − + Ϝ′ � − = . 

 

     �  ,   

  �       . 

     �  є   �̅ ,       : 

 −Ϝ′ � =  −Ϝ′ � =  −Ϝ′ �  . 
       = ; ,   ; ; =  ; −  = , є  
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Ϝ′ � =  ′ ; ,        Ϝ′ � =  ′ ; ,        Ϝ′ � =  −  

 

    є : 

 ′ ; ∙ − + ′ ; ∙ − − − = . 

 

     Д4, .310-311].: 

 −�′ ; =  −�′ ; =  −−  .    

 

8. ь   .  = ;  є 

 ( )   � ; ,       

 ( ),     -    � ;   

  � ,  ;  > ;  Д  ;  < ; ] 

 -   � ; ,    |� �| <   ,   – 

   . 

    є   с .  �  ,    є , є   с . 

   = ;  є   

 � ; ,          

 ,  

 � ; � = ,   � ; � =  

(   с ). 

,      ,  

с  .  -    є  

. 
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 � ;  –    = ; . 

 

 = � � ; � ,    = � � ; � � ,   =  � � ; � . 

 

    ∆ = − . : 

  ∆> ,    є    �  ,   <   –  

, >   –  ; 

  ∆< ,     �   є; 

  ∆= ,       Д3, . 221]. 

 

9. ь     .  = ;  

         є   

    .     

     = ;    , 

: 

1)    ,     , 

’    ′ ; = ,    ′ ; = ,   

    ; 

2)        ,  

  ; 

3)        . 
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    «  » 

Те : «Ф  ь  » 

1.  є ь      zyxfu ,, ?  

A.     zyxfu ,,  є     

  zyxM ,, ,      0,, zyxf .   

B.     zyxfu ,,  є     

  zyxM ,, ,      Сzyxf ,, ,  C  – 

 .  

C.     zyxfu ,,  є     

  zyxM ,, ,      0,, zyxf .   

D.     zyxfu ,,  є     

  CyxM ,, ,      0,, Cyxf ,  C  – 

 .    

 

2.  є ь  є     yxfz , ?  

A. є     yxfz ,  є     

 yxM ,    Oxy ,      0, yxf  

B. є     yxfz ,  є     

 yxM ,    Oxy ,      0, yxf  

C. є     yxfz ,  є     

 yxM ,    Oxy ,      Cyxf , , 

 C  –  .   

D. є     yxfz ,  є     

 CxM ,    Oxy ,      0, Cxf , 

 C  –  .  
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3.  є ь    du    zyxfu ,,   

    0000 ,, zyxM ?  

A.      000 MfMfMfdu zyx  .  

B.       zyxMfMfMfdu zyx  000 ,  zyx  ,,  –    

  0000 ,, zyxM .  

C.       zMfyMfxMfdu zyx  000 ,  zyx  ,,  –   

   0000 ,, zyxM .  

D.        zyxMfMfMfdu yx  000 ,  zyx  ,,  –  

    0000 ,, zyxM .  

 

4.  є   
x

z




  
x

y
arctgz      

 1,10М ?  

A. 21 .      B. 1 .      C. 1 .       D. 2 .  

 

5.  є   
y

z




  
y

x
arctgz      

 1,20М ?  

A. 54 .     B. 51 .     C. 52 .     D. 32 .  

 

6.  є   
x

z




    
2

2

arcsin
y

x
z     

 2,10М ? 

A. 151 .    B. 152 .    C. 153 .    D. 152 .    

7.  є   
y

z




  
2

2

arcsin
y

x
z      2,10М ? 

A. 151 .    B. 152 .    C. 153 .    D. 152 .    
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8.  є  
dt

dz
     tytxyxz

4
,,sin 22 

   

  10 t ?  

A. 
8

25
.     B. 

8

5
 .     C. 

4

2
 .     D. 

4

25
.  

 

9.  є  
dt

dz
     2,

6
, tytxyxtgz 


  

  
6

0


t  ?  

A. 2 .     B. 3 .     C. 6 .     D. 62 .  

 

10.  є  
dt

dz
    2cos yxz  , 

32 ,
2

tytx 


    10 t ? 

A. 3 .     B. 4 .     C. 3 .     D. 5 .  

 

11.  є  
dt

dz
    yxсtgz  , 

2

4
,

2
tytx





    10 t ?  

A. 4 .      B.  .      C. 0 .      D. 1 .  

 

12.  є   
x

z




   yxzz , ,   

    0144ln 232  xyzyx ,    2;1;40 М  ?  

A. 1 .      B. 2 .       C. 1 .     D. 4 .  
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13.  є   
y

z




   yxzz , ,   

    0144ln 232  xyzyx ,    2;1;40 М  ?  

A. 1 .      B. 1 .       C. 2 .       D. 4 .  

 

14.  є   
x

z




   yxzz , ,   

  012  zzxye zxy ,    1;1;10 М  ?  

A. 1 .      B. 3 .       C. 1 .       D. 2 .  

 

15.  є   
y

z




   yxzz , ,   

  012  zzxye zxy ,    1;1;10 М  ?  

A. 3 .      B. 1 .       C. 1 .       D. 2 .  

 

16.  є    
2

2

x

z




  22 yxez    

 1;10 М  ?   

A. 4 .       B. 6 .       C. 3 .       D. 2 .  

 

17.  є    
2

2

y

z




  22 yxez     

 1;10 М  ?   

A. 4 .       B. 3 .         C. 6 .       D. 2 .  

 

18.  є    
2

2

x

z




  yxez
2

    

 1;10 М  ? 

A. e2 .       B. 1 .        C. e6 .        D. 0 .  

 



19 

 

19.  є    
2

2

y

z




  yxyez     

 1;10 М  ? 

A. 4 .       B. 3 .        C. 3 .       D. 2 .  

 

20.  є    
2

2

x

z




   xyarctgz 4   

  1;10 М  ? 

A. 4 .        B. 3 .       C. 3 .        D. 2 .  

 

21.  є    
2

2

y

z




   yexz 2ln    

  0;10 М  ?  

A. 2 .        B. 2 .        C. 3 .        D. 1 .  

 

22.  є    
2

2

y

z




  12 yxez    

 1;10 М  ?  

A. 2 .       B. 1 .        C. 4 .         D. 2 .  

 

23.  є    
2

2

x

z




  122  yxez    

  1;10 М  ?  

A. 1 .        B. 2 .        C. 4 .         D. 2 .  

 

24.  є    
xy

z


2

  12  yxez    

  1;10М  ?  

A. 1 .         B. 2 .         C. 4 .          D. 6 .  



20 

 

25.  є    
yx

z


2

   22cos yxz     

  1;10М  ?  

A. 1 .        B. 6 .          C. 4 .            D. 2 .  

 

26.  є    
yx

z


2

  

 xyxz 32cos 32       1;10М  ?  

A. 2 .        B. 2 .         C. 4 .        D. 6 .  

 

27.  є    
yx

z


2

   yxyz 23cos    

   1;10М  ?  

A. 2 .         B. 6 .        C. 4 .         D. 2 .  

 

28.  є    
yx

z


2

   yxxz  2sin    

  2;10М  ?  

A. 2 .        B. 1 .         C. 0 .         D. 1 .  

 

29.  є    zyxfu ,,    0М    

 s
 ,     cos , cos , cos ?  

A. 
        



coscoscos 000

0 MfMfMf
s

Mf
zyx .  

B.  
        



coscoscos 000

0 MfMfMf
s

Mf
zyx .  

C.  
        


 2
0

2
0

2
0

0 coscoscos MfMfMf
s

Mf
zyx .  

D.  
        



coscoscos000

0 MfMfMf
s

Mf
zyx .   
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30. є   0Mfgrad    zyxfu ,,     0000 ,, zyxM  

є ь   

A.             kMfjMfiMfMfMfgrad zyx


00000

 .  

B.           kMfjMfiMfMfgrad zyx


0000

 .  

C.           0000 MfMfMfMfgrad zyx  .  

D.          0000 MfMfMfMfgrad zyx  .  

 

31.    є   0Mfgrad    zyxfu ,,  ?  

A.    0Mfgrad  є      0000 ,, zyxM   

    zyxfu ,, ,     .  

B.    0Mfgrad  є  60       

 0000 ,, zyxM       zyxfu ,, ,     

.  

C.    0Mfgrad  є  45       

 0000 ,, zyxM       zyxfu ,, ,     

.  

D.    0Mfgrad        

 0000 ,, zyxM       zyxfu ,, ,     

.  

 

32.  423 2 zxyzyxu  , )2;1;2( s


   1;1;00 M ,    

  
s

Mu


 0  є   

A. 2 .      B. 4 .      C. 3 .      D. 10 .  
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33.  
23

3

32 yx

z
u


 , )2;2;1( s


   2;1;10 M ,     

 
s

Mu


 0  є   

A. 2 .      B. 10 .      C. 6 .       D. 1 .  

 

34.  32

3 zyxeu  , )2;2;1( s


   1;1;10 M ,     

 
s

Mu


 0  є   

A. 2 .      B. 4 .       C. 1 .        D. 6 .  

 

35.   yzxzxyu 23sin3  , )2;2;1( s


   1;3;10M ,    

  
s

Mu


 0  є   

A. 2 .       B. 4 .        C. 1 .         D. 10 .  

 

36.  
z

yx
u

2

arcsin3


 , )2;1;2(s


   1;1;10 M ,     

 
s

Mu


 0  є   

A. 10 .        B. 2 .        C. 1 .         D. 6 .  

 

37.   1ln 2  xyz      1,20M ,   0Mzgrad  є   

A. ji


32  .   B. ji


4 .   C. ji


23  .   D. ji


42  .  

 

38.  22 xyyxz       3,10 M ,   0Mzgrad  є   

A. ji


53  .     B. ji


35  .     C. ji


53  .    D. ji


32  .   
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39.  
y

x
tgz 8      4,0 M ,   0Mzgrad  є  

A. ji

4 .     B. ji


24 .     C. ji


2 .     D. ji


4 .  

 

40.  
2

sin
y

x
z       1,0 M ,   0Mzgrad  є  

A. ji

 2 .     B. ji


2 .     C. ji


2 .     D. ji


24 .  

 

41.   1ln 32  zxyu    1;1;30 M ,   0Mugrad  є   

A. kji


362  .      B. kji


36  .      C. kji


4 .      D. kji


263  .  

 

42.  
32 2

2

zyx
u


    1;1;20 M ,   0Mugrad  є  

A. kji


33  .       B. kji


26  .        C. kji


334  .      D. kji


322  .  

 

43.  yzxxzyu 2322       1;3;10 M ,   0Mugrad  є   

A. kji


33  .       B. kji


334  .       C. kji


263  .       D. kji


322  .  

 

44.  ь    0,000 , zyxM    zyxfu ,, ?  

A.    0,000 , zyxM    zyxfu ,,  є    

,          

  00  Mf x ,   00  Mf y ,   00  Mf z  .  

B.    0,000 , zyxM    zyxfu ,,  є   

,          

  00  Mf x ,   00  Mf y ,   00  Mf z  .   

C.    0,000 , zyxM    zyxfu ,,  є  , 

           00  Mf x , 

  00  Mf y ,   00  Mf z  .  
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D.    0,000 , zyxM    zyxfu ,,  є  , 

             00  Mf x , 

  00  Mf y ,   00  Mf z .  

 

45.    535263 22  yxyxyxz     є   

A.  2,6111М .      B.  4,6191М .       C.    2,1,4,3 21 ММ .       D.  5,431 М .  

 

46.    33352 22  yxyxyxz     є   

A.  7,101 М .   B.  15,121 М .      C.    4,2,5,3 21 ММ  .       D.  11,131 М . 

 

47.    623 22  yxyxyxz     є   

A.  1,11 М .       B.  7,21 М .      C.    4,2,3,2 21  ММ .       D.  1,21 М .  

 

48.    8234 22  yxyxyxz     є   

A.  3,611М .    B.    2,52,13,2 21  ММ .     C.  5,431 М .       D.  2,271М .  

 

49.     3ln22  xxz     є   

A.  2
1 , eeМ  .      B.    eeММ 2,,2,1 21  .      C.  42

1 , eeМ .      D.  3,11 М .  

 

50.    22xxez      є   

A.    1,0,,1 2
21

1 МeМ  .                    B.    2
2

2
1 ,2,,2   eМeМ . 

C.    21
2

21
1 ,1,,1   eМeМ .              D.  1,01М .  

 

51.        

    yxfz , .  

A.   000 , yxM  –     yxfz ,    
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 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
,    yxfz ,  є   0M  

,  ,    00  Mf xx ,  ,  

  00  Mf xx .  

B.   000 , yxM  –     yxfz ,    

 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
,    yxfz ,  є   0M  

,  ,    00  Mf xx ,  ,  

  00  Mf xx .  

C.   000 , yxM  –     yxfz ,    

 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
,    yxfz ,  є   0M  

,  ,    00  Mf xx ,  ,  

  00  Mf xx .  

D.   000 , yxM  –     yxfz ,    

 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
,    yxfz ,  є   0M  

,  ,    00  Mf xx ,  ,  

  00  Mf xx .  
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     «  » 

Те : «Ф  ь  » 

 

 

 

 

№ . 

 

  № . 

 

  

 

 

A 

 

B C D  

 

A B C D 

1  +   26 
 

  + 

2   +  27 
 

 +  

3   +  28    + 

4 +    29 +    

5   +  30  +   

6 
 

  + 31 +    

7 +    32 +    

8 +    33   +  

9    + 34   +  

10  +   35    + 

11   +  36 
 

+   

12   +  37  +   

13 
 

+   38 
 

 +  

14 
 

  + 39    + 

15 +    40 +    

16 
 

+   41  +   

17    + 42    + 

18 +    43 
 

+   

19  +   44 
 

 +  

20    + 45  +   

21 +  
 

 46    + 

22 +    47 +    

23  +   48    + 

24   +  49 +    

25   +  50   +  

     51   +  
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 2 

 

Ь     

1. ь  . ь     

є    

 

                                     
,                                       (1) 

 

  –   ( );  –    

;  –    ( , , )x y y , 
dy

y
dx

  .  (1)  

’   . 

  

                                              
,                      (2) 

 

  −    , є  ь  

  , ’  с  . 

      

  : 

 

, 

 

 ,  –      . 

’  ь   (1)  (2)   l 

є     ,  є 

   ,  

 

0,, 







dx

dy
yxF

x )(xyy 

x  yyxF ,,

),( yxf
dx

dy


),( yxf

0),(),(  dyyxQdxyxP

),( yxP ),( yxQ x y

)(xy 
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 , . 

  є    (1)  

(2),    є ’    .  

 ’   є  ь   

 . 

Т  Т  ( ) є Т   ’ Т . 

 ’ ,  є  Т  ,   є . 

, ’   ,  ,   Т 

’  Т  Т ,    ’ , 

  . 

 Т  Т  Т   є  ’   

    ’  Т Т,   

       .  –   

 .        , 

  є  .     Т. 

, є  . 

 

2.  . З  ’  Т   

  

                                                ,                                          (3) 

 

 є   

 

                                                            ,                                              (4) 

 

 
0 0,x y  – Т Т Т . 

   Т Т. 

   
0,, 








dx

xd
xxF

   





  xxf

dx

xd 
,

)(
lx

  0, yxФ

 xy 

 xy 

( , )y f x y 

0 0( )y x y
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  –  ’  Т  (3),   

 ’ . ,  Т  Т Т є  

,    Т   Т  Т  

(3),     
0 0( , )x y  (  (4)). 

є ,   є      , Т 

 Т Т є ’  Т (3) – (4)?  Т  є Т Т  

 Т. 

 

 Т.  Т     Т  Т D 

 xOy  Т є  Т  Т   Т  ,  

   
0 0( , )x y  Т D  Т   Т  

 Т  (3). 

I   i є,  i   є i  

 ’ i   i , i   i     

i    
0 0( , )x y  ,    i . 

   ’ ,     

’ Т  Т  Т   . 

З ь  ’  Т  (2) є  Т  , 

  Т  Т    Т  Т  Т  є 

: 

a)  є ’  Т  (3)  Т   (   

 Т  Т); 

    ) Т  ’       

     . 

  ’   (3)    Т  

,  Т  є    Т  

Т  (3). 
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№ . 
 

  № . 
 

  

 A B C D  A B C D 

1  +   21 +    

2   +  22  +   

3 +    23   +  

4  +   24 +    

5   +  25 +    

6 +    26    + 

7  +   27 +    

8 +    28  +   

9 +    29   +  

10  +   30 +    

11   +  31 +    

12  +   32   +  

13 +    33  +   

14   +  34 +    

15    + 35  +   

16 +    36   +  

17   +  37  +   

18   +  38  +   

19 +    39 +    

20    + 40 +    

41   +  53 +    

42  +   54 +    

43   +  55   +  

44  +   56  +   

45 +    57    + 

46  +   58  +   

47 +    59   +  

48 +    60   +  

49   +  61 +    

50 +    62   +  

51  +   63   +  

52  +   64    + 
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