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Показано, що модель похибок безплатформної інерціальної навігаційної системи (БІНС) дозволяє 
оцінити загальну похибку БІНС за заданими похибками акселерометрів та гіроскопів або розв’язати 
зворотну задачу — висунути вимоги до інерціальних сенсорів за умови заданої точності БІНС. Отри-
мано модель похибок БІНС, яка складається з рівнянь похибок для визначення швидкості та коорди-
нат місцезнаходження об’єкта. Модель похибок БІНС необхідна при розробці структури фільтра Ка-
лмана для розв’язання задач комплексування БІНС з іншими навігаційними пристроями. Наведено 
узагальнену блок-схему формування похибок БІНС під час визначення параметрів руху об’єкта, згідно 
з якою на точність визначення лінійних швидкостей та координат місцезнаходження об’єкта впли-
вають похибки орієнтації, а величина похибок БІНС залежить від динаміки руху об’єкта. 

Ключові слова: безплатформна інерціальна навігаційна система, акселерометр, модель похибок, 
прискорення, швидкість, система координат. 

Вступ та постановка задачі 

Ідеальним режимом (алгоритмом) роботи безплатформної інерціальної навігаційної системи 
(БІНС) є такий режим, в якому всі її елементи та пристрої ідеальні, тобто не мають інструменталь-
них похибок, а початкові умови функціонування системи точно відповідають початковим умовам 
переміщення об’єкта. Дослідження такого режиму роботи доцільно проводити під час реалізації 
алгоритмів функціонування БІНС, які зв’язують показання ідеальних сенсорів (акселерометрів та 
гіроскопів) на вході системи з навігаційними параметрами на виході. В реальних умовах інерці-
альні сенсори мають похибки різного роду, а зазначені вище умови виконуються тільки з деяким 
наближенням [1]. Збуреним режимом (алгоритмом) роботи БІНС є такий режим, за якого її елементи 
функціонують з похибками, а початкові умови функціонування системи не відповідають почат-

ковим умовам переміщення об’єкта. Такий 
режим роботи БІНС відрізняється від алгорит-
му ідеальної роботи, тому навігаційні парамет-
ри визначаються системою з похибками. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Структурні схеми:  а — формування моделі  
похибок БІНС; б — оцінки похибок БІНС 

Рівняннями похибок (або рівняннями по-
милок) є рівняння для відхилення змінних, що 
описують стан БІНС, від їх значень, що ви-
значаються рівняннями ідеального режиму 
роботи, а їх властивості визначають точність 
роботи системи. Дані рівняння визначають 
стійкість роботи системи в цілому та встано-
влюють взаємозв’язок між похибками еле-
ментів системи та неточностями задавання 
початкових умов і похибками визначення на-
вігаційних параметрів. 

На рис. 1а показана структурна схема фор-
мування моделі похибок БІНС. Збурений алго-
ритм роботи БІНС відрізняється від ідеального 
наявністю таких додаткових дій: похибок гіро-
скопів  та похибок акселерометрів .  ωΔ aδ
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V

Виходом алгоритму ідеальної роботи БІНС є вектори дійсної швидкості V та координат місцезна-
ходження об’єкта  S  в земній системі координат, а виходом збуреного алгоритму, відповідно, век-
тори ~  та S~  з наявними похибками. За результатами порівняння вихідних сигналів алгоритмів 
формуються похибки БІНС  та . VΔ SΔ

Для оцінювання (та моделювання) похибок БІНС використовується схема, показана на рис. 1б, 
на якій символами п та ω позначені вектори уявного прискорення та абсолютної кутової швидкості 
об’єкта, які подаються на «ідеальний» та «збурений» алгоритми роботи БІНС. 

Розв’язання рівнянь похибок дозволяє ставити вимоги до характеристик акселерометрів БІНС, 
якщо вона має забезпечити задану точність або розрахувати точність визначення навігаційних 
параметрів, якщо задані характеристики елементів. Дослідження рівнянь похибок дозволяє обґрун-
товано провести вибір алгоритму роботи БІНС та обґрунтувати допустимість тих або інших спро-
щень. Крім того, тільки за результатами вивчення властивостей рівнянь похибок можна робити 
висновки про ефективність роботи БІНС та необхідність корегування її параметрів [2]. 

До складу БІНС, як правило, входить велика кількість різних елементів та пристроїв, кожний з 
яких вносить похибку в роботу системи. Однак, складаючи рівняння похибок, намагаються не 
вводити до їх складу якомога більшу кількість похибок окремих елементів, а звести (за можливіс-
тю) похибки всіх елементів до декількох найхарактерніших. Такими характерними інструменталь-
ними похибками в БІНС є інструментальні похибки її сенсорів — акселерометрів та гіроскопів. 
Якщо структура БІНС незмінна, то похибки інших її елементів і пристроїв можна звести до деяких 
еквівалентних похибок первинної інформації, тобто до похибок чутливих елементів (сенсорів). 

Акселерометри, що використовуються в БІНС, є сенсорами інерційного класу, вибираючи ха-
рактеристики яких, необхідно враховувати вимоги до точнісних характеристик системи. 

Аналіз похибок БІНС базується на розв’язанні рівнянь похибок, часто записаних у формі рів-
нянь у варіаціях [3], що є лінеаризованими рівняннями першого наближення відносно збурень, які 
діють на систему. Такі рівняння виводять або формальною варіацією алгоритмів ідеальної роботи 
БІНС, або підстановкою до алгоритмів замість незалежних змінних суми самої змінної та її приро-
сту. З отриманих співвідношень віднімають алгоритм ідеальної роботи (рис. 1) та нехтують квад-
ратами приростів та їх добутками (як величинами другого порядку малості). 

В загальному випадку отримують неоднорідні лінійні диференціальні рівняння дев’ятого по-
рядку зі змінними коефіцієнтами, тому що в результаті розв’язання навігаційної задачі має бути 
визначений розширений вектор стану мобільного об’єкта П, який в інерціальній геоцентричній 
системі координат можна представити у вигляді [4] 

,
T

x y zz t V V V= α β χП x y  

де , ,x y z  — координати мобільного об’єкта; , ,α β χ— кути курсу, тангажу та крену; , ,x y zV V V — 
складові вектора швидкості мобільного об’єкта; t — поточний час (в деякій часовій шкалі). 

Елементи вектора стану П не можна безпосередньо виміряти за допомогою радіоелектронних 
засобів. Якщо для навігації використовуються параметри радіосигналу (час затримки або допле-
рівський зсув частоти), то вимірюваний для навігації параметр сигналу носить назву радіонавіга-
ційного, а відповідний йому геометричний параметр — навігаційного [5]. 
Метою статті є розробка математичної моделі та узагальненої блок-схеми формування похи-

бок БІНС для визначення параметрів руху об’єкта з урахуванням чинників, що впливають на точ-
ність визначення параметрів руху. 

Для цього необхідно: 
1) отримати модель похибок БІНС на основі рівнянь похибок для визначення швидкості та ко-

ординат місцезнаходження об’єкта; 
2) розробити узагальнену блок-схему формування похибок БІНС для визначення параметрів 

руху об’єкта та виявити чинники, що впливають на точність визначення лінійних швидкостей та 
координат місцезнаходження об’єкта. 

Розв’язання поставленої задачі 

В інерціальній навігації використовуються такі системи координат: 
1. Інерціальна система координат і (inertial frame), початок якої збігається з центром Землі, а 

площина OiXiYi лежить в площині екватора Землі. Вісь OiXi спрямована до точки весняного рівно-
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дення, вісь OiZi спрямована до північного полюсу, а вісь OiYi доповнює дві попередні до правої 
системи координат. 

2. Земна система координат е, центр якої розташований в центрі Землі, а площина OеXеYе збіга-
ється з площиною екватора. Вісь OеXе спрямована в площині Гринвічського меридіану, вісь OеZе 
— вздовж осі обертання Землі до північного полюсу, а вісь OеYе доповнює дві попередні до правої 
системи координат. Система координат OеXеYеZе обертається відносно інерціальної системи 
OіXіYіZі з кутовою швидкістю добового обертання Землі. Проекції вектора кутової швидкості до-
бового обертання Землі на осі інерціальної земної системи координат визначаються таким чином: 

 .U Te
ie

i
ie 00=ω=ω  

У такій індексній формі запису векторів [6] верхній індекс позначає найменування системи ко-
ординат, в якій задані проекції цього вектора, а два нижніх, відповідно, визначають рух однієї сис-
теми координат (другий індекс) відносно другої (перший індекс). Символом  позначимо матри-
цю напрямних косинусів при переході від системи координат і до системи координат е. 

e
iC

3. Географічна система координат g (інша назва — нормальна система координат, в англомов-
ній літературі — Local Navigation Frame) OXgYgZg орієнтована таким чином: вісь OXg спрямована 
за дотичною до меридіану на північ, вісь OYg — вздовж дійсної вертикалі доверху, вісь OZg — за 
дотичною до паралелі на схід. Початок системи координат О збігається з центром мас мобільного 
об’єкта, тому таку систему координат ще називають супровідною. 

Матриця переходу від земної системи координат е до географічної g має вигляд 

 
sin cos sin sin cos

cos cos cos sin sin ,
sin cos 0

g
e

B L B L B
C B L B L

L L

− −
=

−
B  

де В та L — відповідно, широта та довгота.  
4. Зв’язана система координат OXYZ позначається символом b (від англійського терміну “body”) і є 

рухомою системою координат, осями якої є повздовжня вісь OX, нормальна вісь OY та поперечна вісь 
OZ, зафіксовані відносно мобільного об’єкта. Матрицю 
переходів від географічної системи координат до 
зв’язаної позначають символом . 

9 

b
gC

Схема переходів між розглянутими чотирма сис-
темами координат показана на рис. 2, за яким можна 

скласти такі співвідношення: 

 
Рис. 2. Схема переходів між системами координат 

  (1) ; ; ; ; ,gi e g e b b g b b g e b b g e b g b
ie ie ie e ie eg g eg ie g e ie ib g e ie g eg gbC C C C C C Cω = ω ω = ω ω = ω ω = ω ω = ω + ω + ω

при цьому останнє з цих рівнянь характеризує показання ідеальних гіроскопів [7]. 
Швидкості та координати в БІНС визначаються інтегруванням сигналів акселерометрів, пере-

рахованих до географічної системи координат g. Відповідно до теореми Кориоліса абсолютне 
прискорення об’єкта в географічній системі координат має вигляд 

,g g g g
ig ie ega a a c= + +  (2)  

де g g g
ie ie iga ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ω × ω ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

g
ie r  — переносне прискорення; g g g g

eg eg ega v veg ⎡ ⎤= + ω ×⎣ ⎦  — відносне приско-

рення; 2 gg g
ie egc ⎡ ⎤= ω ×⎣ ⎦v — кориолісове прискорення; g

egv — вектор лінійної швидкості географіч-

ної системи координат, заданий своїми проекціями в географічній системі координат; g
igr — ра-

діус-вектор вершини системи координат g; [ ]×ωg
ie

g
eg та ⎡ ⎤ω ×⎣ ⎦  — кососиметричні матриці, які 

відповідають проекціям векторів абсолютної кутової швидкості земної е та географічної g сис-
тем координат:  



ISSN 1997-9266. Вісник Вінницького політехнічного інституту. 2017. № 2 

 

, , , ,

, , ,

, , , ,

0 0

0 ; 0

0 0
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g g g g g g
ie ie z ie x eg eg z eg x

g g g g
ie y ie x eg y eg x

−ω ω −ω ω

ω = ω −ω ω = ω −ω

−ω ω −ω ω

, .    (3) 

Переносне прискорення  складається з прискоренням сили тяжіння Землі , в результаті 

чого утворюється вектор прискорення сили тяжіння . 

g
iea gg′

gag gg
ie

g ′+=
Якщо скласти вектори абсолютного прискорення та прискорення сили тяжіння, отримаємо век-

тор уявного прискорення в географічній системі координат: 

 2 .g gg g g g
ig eg eg eg ie egn v v v g⎡ ⎤⎡ ⎤= + ω × + ω × +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

g      (4) 

Напрямок відхилення чутливого елемента вертикального акселерометра під дією позитивно 
спрямованого доверху прискорення руху та прискорення сили тяжіння збігаються, тому й знаки 
абсолютного прискорення мобільного об’єкта та прискорення сили тяжіння однакові. Якщо знех-
тувати відхиленнями ліній схилу, то вектор прискорення сили тяжіння спрямований вздовж геоде-

зичної вертикалі, а його проекції визначаються співвідношенням .gg
Tg

y
g 00=  

Зі співвідношення (4) можна виразити лінійне прискорення (похідну за часом від лінійної шви-
дкості) переміщення вершини географічного тригранника g відносно земної системи координат е:  

 ( )2 ,g gg g b g g
eg eg ig eg ie egbn v C n v g⎡ ⎤⎡ ⎤= = − ω × + ω × −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

g     (5) 

де g
bC — матриця переходів від зв’язаної системи координат b до географічної системи координат g; 

;  g
eg

e
ie

g
e

b
ig nnCn += g

eC — матриця переходів від земної системи координат до географічної.  
Якщо взяти до уваги, що величини, які входять до рівняння (5), обчислюються з похибками, то 

це рівняння можна записати таким чином: 

 ( )2 .g gg g b g g g
eg eg ig eg ie egbn v C n v g⎡ ⎤⎡ ⎤= = − ω × + ω × −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (6) 

Якщо з рівняння (6) відняти рівняння ідеальної роботи (5), отримаємо: 

 ( ) ( )2 2 .g g g gg g b b g g g g g
eg eg ig ig eg ie eg eg ie egb bn v C n C n v v g⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = Δ = − − Δω × + Δω × − ω × + ω × Δ − Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (7) 

Положення системи координат  відносно g зада-
ється за допомогою кутів Ейлера  та матриці 

g~

χβα ,,

напрямних косинусів g~

 
Рис. 3. Взаємне розташування систем координат

gC  (рис. 3), звідки отримують 
матричне рівняння, що зв’язує матрицю перетворення 
в «ідеальному» режимі роботи з розрахунковою мат-
рицею, яка використовується в алгоритмах БІНС [1]: 

.gg b

10  

 g gbC C C=

,g g g g g g

 (8) 

Продиференціювавши співвідношення (8) за часом, отримаємо рівняння: 

g b b g g g g g g g g ig g g ig ig gb b ibC C C C C C C C C⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = Δω × − Δω × + ω × − ω ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

яке характеризує динаміку похибок алгоритму орієнтації БІНС за будь-яких значень похибок 
інерціальних чутливих елементів, у тому числі й мікромеханічних гіроскопів та акселерометрів. 

Якщо врахувати співвідношення (8), то з рівняння (6) отримаємо: 

( ) ,g gg g g g g
eg eg g ig g ign v C E n C n wΔ = Δ = − + Δ − Δ  (9)  
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де gwΔ — вектор похибок компенсації швидкісних членів та прискорення сили тяжіння; g
ignΔ — по-

хибки акселерометрів, перераховані до географічної системи координат; Е — діагональна одинич-
на матриця. 

Якщо кути  відхилення розрахункової системи координат χβα ,, g~  від дійсної системи коор-
динат g (кути Ейлера) мають малі значення (за використання інерціальних чутливих елементів на 
обмеженому інтервалі часу), різницю в дужках у співвідношенні (9) можна наближено представи-
ти такою кососиметричною матрицею: 

 [ ]
0

0 ,
0

g
gC E

−β α
− = − Ψ× = − β −χ

−α χ
 

а рівняння (9) записати таким чином: 

[ ] ,g gg g g g
eg eg ig g ign v n C n wΔ = Δ = − Ψ× + Δ − Δ  (10)  

де TΨ = χ α β  — вектор кінцевого повороту; .C g~
g

1
1

1

χ−α
χβ−
α−β

=  

Знехтувавши похибками компенсації швидкісних членів та прискорення сили тяжіння, отрима-
ємо векторне рівняння похибок БІНС для визначення швидкості та координат об’єкта: 

 ;g gg g g
eg eg ig g ign v n C nΔ = Δ = ×Ψ + Δ  ,g g

eg egr vΔ = Δ  

де g
egrΔ  — вектор похибок БІНС для обчислення координат. 

Блок-схема формування похибок БІНС для визначення параметрів руху об’єкта показана на 
рис. 4. Вона показує формування похибок БІНС в географічній системі координат і може бути 
трансформована у будь-яку іншу з розглянутих систем координат.  

 

Рис. 4. Блок-схема формування похибок БІНС при визначенні параметрів руху об’єкта 

На рис. 4 як  введена зміна вектора кінцевого повороту за наявності похибок Ψ−Ψ=ΔΨ ∫
Δ+ tt

t
dt

1

1

гіроскопів , виражених в проекціях на осі координат g, та похибки визначення кутової швид-g
ibωΔ

11 
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кості географічної системи координат , яка характеризує вплив похибок орієнтації на точ-
ність визначення лінійних швидкостей та координат місцезнаходження об’єкта, 

b
ibωΔ

де 

   — (11) g g g b
ig ibbCΨ = + Δω − ΔωigΨ×ω

векторне рівняння похибок побудови вертикалі та азимутальної похибки, що показує швидкість 
зміни вектора кінцевого повороту, який характеризує положення системи координат  відносно 
системи координат g. 

g~

Якщо похибки орієнтації розглядати відносно земної та інерційної систем координат, то рів-
няння (11) буде мати такий вигляд: 

  . (12) ;ge b
ibbCΨ = Ψ× Δωieω − b

ib
i
bC ωΔ−=Ψ

До першого рівняння (12) не включено член , тому що кутову швидкість обертання Землі 

можна врахувати без похибки. Наявність в блок-схемі вектора кутової швидкості  та матриці 

e
ieωΔ

g
igω

g
bC g

ign (в рівнянні зміни вектора кінцевого повороту), а також вектора уявного прискорення  гово-
рить про те, що величина похибок БІНС залежить від динаміки руху об’єкта.  

Висновки 

1. Знання моделі похибок БІНС дозволяє оцінити загальну похибку БІНС за заданими похибка-
ми акселерометрів та гіроскопів або розв’язати зворотну задачу — висунути вимоги до інерціаль-
них сенсорів за умови заданої точності БІНС. 

2. Отримано модель похибок БІНС, яка складається з рівнянь похибок для визначення швидко-
сті та координат місцезнаходження об’єкта і є необхідною під час розробки структури фільтра 
Калмана для розв’язання задач комплексування БІНС з іншими навігаційними пристроями. 

3. Наведена узагальнена блок-схема формування похибок БІНС для визначення параметрів ру-
ху об’єкта, з якої видно, що на точність визначення лінійних швидкостей та координат об’єкта 
впливають похибки орієнтації, а величина похибок БІНС залежить від динаміки руху об’єкта. 
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А. V. Rudyk1 

Mathematical Model of Accelerometer Errors Strapdown  
Inertial Navigation System 

1National Aviation University, Kyiv 
The article shows that the model errors of strapdown inertial navigation system (SINS) allows us to estimate the overall 

accuracy of SINS errors specified accelerometers and gyroscopes or solve the inverse problem — to formulate the require-
ments for inertial sensors, provided the specified accuracy SINS. There has been received SINS error model, which consists 
of equations of errors in determining the speed and coordinates of the object location. SINS error model is needed in the 
development of the Kalman filter to solve the problems of multi-SINS with other navigation devices. There has been shown 
the generalized block diagram form SINS errors in the determination of the object parameters, according to which the accu-
racy of determining the linear speed and coordinates of the location where the error affects the orientation and SINS error 
value depends on the dynamics of motion of the object. 

Keywords: strapdown inertial navigation system, accelerometer, model errors, acceleration, speed, coordinate system. 

Rudyk Andrii V. — Cand. Sc. (Eng.), Assistant Professor, Doctoral Candidate of the Chair of Computer-
Assisted Electrical Engineering Systems and Technologies, e-mail: andrey05011971@mail.ru 

 

 

 

А. В. Рудык1 

Математическая модель погрешностей  акселерометров  
бесплатформенной инерциальной навигационной системы  

1Национальный авиационный университет, Киев 
Показано, что модель погрешностей бесплатформенной инерциальной навигационной системы (БИНС) 

позволяет оценить общую погрешность БИНС по заданным погрешностям акселерометров и гироскопов 
или решить обратную задачу — сформулировать требования к инерциальным сенсорам при условии задан-
ной точности БИНС. Получена модель погрешностей БИНС, которая состоит из уравнений погрешностей 
при определении скорости и координат местоположения объекта. Модель погрешностей БИНС необходима 
при разработке фильтра Калмана для решения задач комплексирования БИНС с другими навигационными 
устройствами. Приведена обобщённая блок-схема формирования погрешностей БИНС при определении 
параметров движения объекта, согласно которой на точность определения линейных скоростей и коорди-
нат местоположения объекта влияют погрешности ориентации, а величина погрешностей БИНС зависит 
от динамики движения объекта. 

Ключевые слова: бесплатформенная инерциальная навигационная система, акселерометр, модель погрешно-
стей, ускорение, скорость, система координат. 

Рудык Андрей Викторович — канд. техн. наук, доцент, докторант кафедры компьютеризованных элек-
тротехнических систем и технологий, e-mail: andrey05011971@mail.ru 
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