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На основі узагальненого міждисциплінарного (інтердисциплінарного) методу математичного мо-
делювання, який ґрунтується на модифікації інтегрального варіаційного принципу Гамільтона-
Остроградського, запропоновано математичну модель електросистеми, ключовим елементом якої 
є довга лінія електропередач. Репрезентовано результати комп’ютерної симуляції перехідних проце-
сів у вигляді графіків, які аналізуються.  
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тона–Остроградського, рівняння Ейлера–Лагранжа, електроенергетична система, лінія електропередач 
з розподіленими параметрами. 

Вступ 

Будь-яку країну світу неможливо уявити без потужної електроенергетики — одної з основних 
галузей промисловості, до функцій якої входить: виробництво електроенергії, її передача, розподі-
лення та споживання. Для підвищення надійності та якості електропостачання, для зниження су-
марної потужності електростанцій та для економного використання енергоресурсів створюють 
об’єднані енергосистеми шляхом об’єднання окремих енергосистем з допомогою ліній електро-
передач високої та надвисокої напруги. Зазвичай згадані лінії мають велику протяжність і зі змі-
ною стану роботи лінії у ній відбуваються неусталені хвильові електромагнітні процеси [1], власне 
останні і входять у коло наукових досліджень авторів.  

У науковій літературі є велика кількість робіт, в яких аналізуються перехідні процеси в елект-
роенергетичних системах. Розглянемо деякі з них. 

У роботі [2] розглянуто математичну модель лінії електропередач у фазних координатах. За до-
помогою останньої аналізуються електромагнітні неусталені процеси в лінії. Також на підставі 
згаданої математичної моделі можна створити комп’ютерну модель ЛЕП для дослідження як не-
усталених, так і усталених станів з отриманням миттєвих значень реальних фізичних величин.  

У статті [3] обґрунтовується схема заміщення симетричної трифазної електричної мережі й ди-
ференціальні рівняння, що описують неусталені процеси, пояснюється метод перетворення мат-
риць поперечних та повздовжніх параметрів трифазної лінії електропередач до діагонального ви-
ду, що дозволяє розглядати процеси зміни напруг та струмів окремо для кожної із симетричних 
складових. 

У [4] розглянуто застосування частотного методу для розрахунку неусталеного процесу при не-
нульових початкових умовах у джерелі і нульових початкових умовах у лінії та навантаженні. Роз-
рахунок проводився для однієї фази при підключенні навантаженої лінії електропередач до джере-
ла синусоїдальної напруги. Методика враховує багаторазове проходження хвилями напруги і стру-
му по лінії, а також відбивання цих хвиль від навантаження і джерела. 

У статті [5] обговорюються проблеми розробки математичних моделей і макромоделей ліній 
електропередач. Розроблено дискретну макромодель лінії електропередач в однофазному вигляді з 
використанням «чорного ящика». Представлено опис моделі, порядок її створення та отримані ре-
зультати досліджень. 
Метою роботи є аналіз неусталених процесів у фрагменті електричної мережі електроенерге-

тичної системи, ключовими елементами якої є довга лінія електропередач з розподіленими пара-
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метрами та додаткові вітки ліній електропередач із зосередженими параметрами. 

Математична модель електроенергетичної системи 

Для побудови математичної моделі електроенергетичної системи використаємо розроблений у 
[6] інтердисциплінарний варіаційний метод, який ґрунтується на модифікації принципу Гамільто-
на–Остроградського.  

Схему досліджуваної електроенергетичної системи показано на рис. 1.  
 

Рис. 1. Схема досліджуваної електроенергетичної системи 

Ключовим елементом модифікованого прин-
ципу Гамільтона–Остроградського є розшире-
ний неконсервативний лагранжіан. Подамо 
його аналітичний вигляд [6, 7] 
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* * * *L T P D= − + Φ − * ,              (1) 

де L* — модифікована функція Лагранжа,  
— кінетична енергія, P* — потенціальна енер-
гія, Φ*

 — енергія дисипації, D* — енергія сто-
ронніх непотенціальних сил. 

*T

Елементами модифікованої функції Лагран-
жа будуть як енергетичні функції, так і відповідні їм густини [1, 9]. Функціонал дії за Гамільто-
ном–Остроградським буде виглядати так [6]: 

Рис. 2. Заступна схема лінії електропередач 
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де S — дія за Гамільтоном–Остроградським, Ll — лінійна густина модифікованої функції Лагран-
жа, I — енергетичний функціонал.  
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а також приймаємо 
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де індекс L — стосується лівої сторони системи, Ψ — потокощеплення, і — струми, i(x, t) — струм 
у лінії, R0, g0, C0, L0 — параметри лінії, Φl3 — зовнішня дисипація енергії, ΦlB — внутрішня диси-
пація енергії, Q(x,t) — функція заряду лінії.  

Варто зазначити, що в рівнянні (8) фігурує знак мінус! Це пов’язано з тим що функція внут-
рішньої дисипації залежить від струмів витоку, які протікають між проводами лінії. Очевидно, що 
лінія електропередач під час пересилання енергії від джерела до споживача споживає енергію, що 
розсіюється в просторі. Іншими словами, енергія передається виключно за допомогою електро-
магнітного поля, а проводи лінії лише вказують напрямок поширення електромагнітної хвилі [1]. 

Автори не наводять виведення рівнянь, оскільки подібна процедура була зроблена в працях  
[8, 9], а лише запишемо кінцеві рівняння Ейлера–Лагранжа: 
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Замінимо модель трансформатора Ψ-типу (11) на модель А-типу [6]: 

 ( ) ( )1
11 1 1 12 2 2VTL

L L TL TL L L TL TLA r i A u r i
dt

= − + −
di ; ( ) (2

21 1 1 22 1 2 2VTL
L L TL TL L TL TL

di A r i A u r i
dt

= − + − ) ;  (15) 

де АkmL — коефіцієнти, що залежать від обернених індуктивностей трансформатора [6]. 
Основна проблема під час розв’язання мішаної задачі зводиться до пошуку крайових умов до 

рівняння (10). У випадку, що розглядається, напруги на початку u(x,t)|x = 0 й вкінці u(x, t)|x = l. лінії є 
невідомими. Власне пошуком цих напруг і займемось. 

Запишемо за другим законом Кірхгофа рівняння для контуру заступної схеми довгої лінії з роз-
поділеними параметрами (рис. 2) 

 ( ) ( ) ( )
0 0

, ,
,

u x t i x t
R i x t L

x t
∂ ∂

− = +
∂ ∂

.           (16) 

Дискретизуючи рівняння (10) та (16) за методом скінчених різниць, отримаємо: 
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Аналізуючи рівняння (17) та (18), можна побачити, що для знаходження напруги на першому 
та останньому вузлах дискретизації є невідомі напруги у фіктивних вузлах u0 та uN+1, відповідно.  
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З рисунків 1 та 2 видно, що напругу першого вузла лінії можна знайти, використовуючи крайо-
ві умови І-го роду до рівняння (17) за допомогою першого рівняння у (14). Автори ж пропонують 
шукати згадану напругу, використовуючи крайові умови ІІ-го та ІІІ-го родів, оскільки такий під-
хід дає змогу уніфікувати пошук крайових умов за відсутності конденсатора в вузлі (див. рис. 1) 
та позбавляє додаткового втручання у внутрішні дискретні вузли лінії електропередач. Результати 
комп’ютерної симуляції показали повну ідентичність обох підходів.  

Запишемо рівняння стаціонарних зв’язків 
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Далі продиференціюємо рівняння (19) та (20) за часом 
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Тепер на підставі першого рівняння (18), рис. 1 та 2 запишемо 
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Підставивши в (21) третє рівняння з (12), перше та друге рівняння з (13), друге рівняння з (15), 
(22) та перше рівняння з (23) отримаємо: 
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Звідки отримаємо вираз для знаходження напруги у фіктивному вузлі з лівого боку лінії: 
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Прирівнявши між собою друге та третє рівняння з (23) отримаємо: 
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Звідси отримуємо напругу у фіктивному вузлі з правого боку лінії 
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Струм у лінії можна знайти, дискретизуючи рівняння (16) методом скінченних різниць, але те-
пер використовуючи праву похідну [6]: 
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Одночасному інтегруванню підлягає така система рівнянь: (12)—(15), (17), (18), (23), (28) з ура-
хуванням (20), (25), (27).  

Результати комп’ютерної симуляції 

Комп’ютерна симуляція проводилася для випадку запуску електроенергетичної системи, показа-
ної на рис. 1. Система живиться від двох джерел нескінченної потужності EL1 = 330 кВ та EL2 = 750 
кВ, марка трансформатора TL – АОДЦТН-333000/750/330, всі реактори марки РОДЦ-110000/750. 
Довжина лінії Рівненська АЕС — ПС «Західноукраїнська» — 280 км, а ПС «Західноукраїнська» — 
ПС «Вінницька» — 360, 5 км. Параметри навантаження RH = 500 Ом, LH = 0,95 Гн. 

 На рис. 3, 4 показано просторовий розподіл електромагнітної хвилі як функціональної залеж-
ності напруг (1) та струмів (2) в момент часу 0,003 та 0,006 с, відповідно. З рисунків видно фізичні 
засади електромагнітного перетворення в довгій лінії. Проаналізуємо ці процеси.  

 
Рис. 3. Просторовий розподіл напруги (1) та струму (2) 

у лінії в момент часу t = 0,003 с 
Рис. 4. Просторовий розподіл напруги (1) та струму (2) 

у лінії в момент часу t = 0,006 с 

 Аналізуючи рис. 3 легко бачити, що функції струму та напруги мають більші значення на по-
чатку лінії: 1600 А та 530 кВ, і зменшуються до 200 А та 480 кВ вкінці. А з рис. 4 видно, що в мо-
мент часу 0.006 с функції напруги та струму навпаки, мають більші значення в кінці лінії, ніж на 
початку: 610 кВ, 500 А та 655 кВ, 1200 А, відповідно. Варто зазначити, що всі рисунки побудовано 
в миттєвих значеннях струмів та напруг. 

На рисунках 5 і 6 показано перехідний процес функцій напруги та струму на початку лінії. З ри-
сунків випливає, що під час пуску відбувається кидок напруги до значення 780 кВ і приблизно через 
два періоди система виходить на усталений стан — напруга набуває значення 610 кВ. Щодо харак-
теру перебігу перехідного процесу функції струму, то тут можна сказати, що перехідний процес 
триває довше — приблизно три періоди. На початку симуляції струм збільшується до 1,7 кА і через 
0,06 с набуває значення в околі 1 кА.  

 

Рис. 5. Функція напруги на початку лінії Рис. 6. Функція струму на початку лінії 
 

67 



ISSN 1997-9266. Вісник Вінницького політехнічного інституту. 2017. № 2 

Рис. 7 і 8 репрезентують напругу та струм у лінії як функцію часової й просторової координат. 
Ці рисунки подані у 3D форматі. Варто зазначити досить високу інформативність цих рисунків, 
яка полягає в тому, що і просторовий, і часовий розподіли створюють тривимірний простір. Згада-
ні рисунки доцільно аналізувати у порівнянні з рис. 3—6. 

 

 

Рис. 7. Часово-просторовий розподіл функції напруги  
в момент часу t [0; 0.032] с 

Рис. 8. Часово-просторовий розподіл функції струму в 
момент часу t [0; 0.032] с 

  

На рис. 9. показано функцію перехідно-
го процесу струму в центральній точці 
лінії. З рисунка можна побачити перехід-
ний процес під час запуску системи та пе-
рехідний процес під час короткого зами-
кання у кінці лінії в момент часу t = 0,07 c. 
Проаналізувавши перехідний процес під 
час короткого замикання можемо сказати, 
що струм із усталеного 1 кА збільшився до 
6 кА і поступово зменшується до 4 кА.  

 
Рис. 9. Функція струму в центральній точці лінії 

 

Висновки 
Застосування інтердисциплінарного методу, який ґрунтується на модифікації інтегрального ва-

ріаційного принципу Гамільтона–Остроградського, дає можливість уникнути декомпозиції єдиної 
системи та досліджувати перехідні процеси в системах з розподіленими та зосередженими пара-
метрами. Просторовий розподіл функціональних залежностей лінії (рис. 3—9), підтверджує фізич-
ні засади електродинаміки стосовно хвильових процесів в довгих лініях електропостачання, а 
представлений у 3D форматі часово-просторовий розподіл функцій струму й напруги дає макси-
мальну інформацію про хвильові процеси в лінії. Функціональні залежності комп’ютерної симуля-
ції підтверджують теоретичні положення щодо перебігу перехідних процесів у довгих лініях, що 
говорить про високу адекватність математичної моделі.  

Матеріали цієї роботи будуть використовуватися в подальших дослідженнях, які стосувати-
муться аналізу перехідних процесів у довгих лініях електропередач з різними видами та типами 
навантажень. 
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