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У роботі розглянуто динаміку підресореної частини колісних транспортних засобів на базі уточнених 
нелінійних математичних моделей. 
 

ВСТУП 
Система підвіски транспортних засобів (ТЗ) призначена для захисту людей, вантажів, 

спорядження від надмірних перевантажень, які зумовлені рухом вздовж шляху із нерівностями. 
Визначальними динамічними її характеристиками є відновлювальна сила пружних амортизаторів та 
сила опору демпферних пристроїв [1–4]. Що до впливу сил, які діють на неї зі сторони амортизаторів, 
то у низці праць показано, що підвіска із лінійним законом зміни відновлювальної сили повною 
мірою не виконує вказаної функції [5–7]. Це особливо стосується транспортних засобів спеціального 
призначення (ТЗСП), які експлуатуються у складних умовах – русі вздовж шляху із значними 
нерівностями чи пересіченою місцевістю. В той же час, основні теоретичні дослідження динаміки 
підресореної частини ТЗ отримано на базі лінійних чи близьких до них (квазілінійних) математичних 
моделей [2, 3, 8]. Лише в деяких працях досліджувались окремі питання, які стосуються впливу 
нелінійної характеристики пружних амортизаторів [5–7] та демпферних пристроїв на коливання 
підресореної частини. Нелінійні характеристики системи надають динамічному процесу якісно нових 
властивостей які вдається описати аналітично тільки в окремих випадках. Чисельна симуляція 
нелінійних математичних моделей динаміки ПЧ не дає змоги зробити якісь узагальнені висновки. Це, 
в першу чергу, стосується реакції ПЧ на періодичні збурення. Розроблені теоретичні результати за 
лінійної характеристики пружної сили справедливі для дослідження динаміки та стійкості руху ТЗ за 
умови незначних деформацій пружних елементів. Для випадку значних деформацій останніх, виникає 
необхідність розробки і дослідження динаміки ТЗ на базі уточнених нелінійних математичних 
моделей. Останні повинні ураховувати не тільки нелінійну залежність відновлювальної сили від 
деформації, але й її швидкості. Це, в першу чергу, стосується так званих керованих амортизаторів [9]. 
Для них відновлювальна сила описується якісно новим співвідношенням – неконсервативною 
функцією. Деякі питання наведеної вище проблеми, а саме: розгляд коливань підресореної частини 
ТЗСП за умови, що відновлювальна сила амортизаторів носить нелінійний неконсервативний 
характер, є предметом досліджень цієї роботи.  
 

ОСНОВНА ЧАСТИНА 
У роботі розглядаються вертикальні коливання підресореної частини колісного ТЗСП. За 

фізичну модель його береться тверде тіло (підресорена частина – 1), яка за допомогою системи 
підвіски – 3, 4 з’єднана із ходовою частиною – 2 (рис. 1). 

Для вертикальних коливань підресореної частини за узагальнену координату достатньо вибрати 
переміщення її центра мас – т. О. Це переміщення фіксується відносно положення статичної 
рівноваги вказаної точки координатою ( )tz . Приймається, що нелінійні пружні сили амортизаторів 
та демпферних пристроїв описуються відповідно функціями: 

 

( )
1

2 1
1 2 ., ст

dz dzf z z
dt dt

ν
να α +    = + + ∆         

,                                           (1) 

s

dt
dz

dt
dzR 






=








3α                                                                (2) 

 
де s,,,,, 21321 ννααα  – сталі, які задовольняють певні умови на котрих зупинимось нижче, .ст∆  – 
статична деформація пружних амортизаторів.  
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Рисунок1 – Фізична модель колісного ТЗСП для дослідження динаміки підресореної частини 
 

В такому разі диференціальне рівняння коливань підресореної частини набуває вигляду: 
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де m  – маса підресореної частини.  

Примітка. Вказані сили замінюють з достатнім ступенем точності силові характеристики 
підвіски та шин, тобто виражають еквівалентну пружну силу та силу опору амортизаторів, 
демпферних пристроїв та гістерезису коліс. 

Для того, щоб рівняння (3) описувало коливальний процес підресореної частини, необхідно, 
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Нижче будемо розглядати випадок, так званої, малої сили опору, тобто випадок, коли 
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,maxmax 3α . Це дозволяє стверджувати, що параметри, які описують 

нелінійні сили, повинні набувати значень:
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= 0, 1, 2, …, i = 1, 2. Заміною змінних .ñòzz ∆+=∗  рівняння (3) трансформується до вигляду: 
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Покажемо, що за накладених вище умов, та v1 < 1 динамічний процес підресореної частини з 

достатнім ступенем точності можна описати аналітично. Для цього шляхом використання для нього 
основної ідеї методів збурень [10] знайдемо, перш за все, розв’язок незбуреного рівняння, яке 
відповідає (4), тобто 
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Можна показати, що динамічний процес механічних систем, математичною моделлю яких є 
рівняння (5) описується за допомогою періодичних Ateb-функцій [11,12 ] у вигляді: 
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У (6) θ,a  – сталі, а функція ( )aω  визначається співвідношенням 
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Що стосується впливу правої частини рівняння (3) на динамічний процес, то використовуючи 

основну ідею методу Ван-дер-Поля [13], можна стверджувати: динамічний процес підресореної 
частини описується у першому наближенні залежністю (6) у якій параметри a  та θ  є повільно 
змінними функціями часу. Таким чином, з достатнім ступенем точності розв’язок рівняння (3) можна 

представляти у вигляді ( ) ( ) 
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законів зміни в часі параметрів ( )ta  та ( )tθ . Шляхом диференціювання наведеного вище, отримуємо: 
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Зауважимо, що у виразі для 2
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ураховано той факт, що відповідно до ідеї методу Ван-дер-Поля: 
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Якщо підставити вище наведені вирази у диференціальне рівняння (4), отримаємо після не 

складних перетворень друге співвідношення, яке зв’язує похідні шуканих функцій: 

 

( ) ( ) =

















+

−−
+

+

















−

+
−

+

ψν
ν

ω
ν
νθψ

ν
ν

ν

ν

,1,
1

1
2
2),

1
1,1

2
2

2
11

2

1

1
2

1

2

saa
dt
da

dt
dcaa

( ) ( ),,,1,
1

1
2

2 1

2
1

2
1

1

ψψν
νω

ν ν
ν

aGsa
a

−



















+

−
+

−
 
(11) 

де ( ) ( )

s

saaa
m

caa
m

gaG


































+

−+
+








−

+−=
−

++
1

11
1

1

2
12

3

1
2

111 ,1,
1

1
2

2),
1

1,1,
ν

νν ψν
ν

ω
ν

α
ψ

ν
ν

α
ψ . 

24 



        ISSN 2415-3486. Вісник машинобудування та транспорту, 2016, № 1 

Система диференціальних рівнянь (10), (11) визначає закони зміни основних параметрів 

коливань підресореної частин у вигляді: 
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Беручи до уваги, що за один період коливань підресореної частини основні характеристики 

динамічного її процесу змінюються на незначну величину, систему диференціальних рівнянь можна 
замінити простішою – усередненою [14]: 
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Нижче, на рис. 2, представлено залежності амплітуди та частоти затухаючих коливань 

підресореної частини від часу за різних значень параметрів v1, v2. 
 

  
а) б) 

 
Рисунок 2 – Закони зміни затухаючих коливань за різних значень параметрів нелінійної 

 підвіски: а) – залежність амплітуди затухаючих коливань від часу; б) – залежність 
частоти затухаючих коливань від часу 

 
ВИСНОВКИ 

Отримані результати та представлені графічні залежності показують: 
- для прогресивної характеристики відновлювальної консервативної сили ( 0,0 21 >= νν ) 

більшим значенням амплітуди коливань підресореної частини відповідає більше значення її власної 
частоти. Вказані пружні характеристики підвіски можуть бути використані при модернізації та 
удосконаленні підвісок бойових колісних машинах,а також при проектуванні автомобілів підвищеної 
прохідності, що використовуються у народному господарстві, нафтовидобувній та лісовій галузях 
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для руху у важкодоступних місцях. Адекватність якісної картини зміни основних характеристик 
коливань підресореної частини підтверджена у ході натурного експерименту [15, 16]. 

- для регресивної характеристики відновлювальної сили амортизатора ( ,01 =ν 01 2 <<− ν ) – 
навпаки, більшим значенням амплітуди коливань відповідає менше значення частоти. Такі підвіски 
використовуються у висококомфортабельних повнопривідних легкових автомобілях. 

- для неконсервативної сили у випадку 21 νν −= , динамічний процес підресореної частини є 
ізохронним, що дозволяє за рахунок вибору параметрів m,2α  досягнути ергономічних вимог. 

Одночасно треба відзначити, що окремим випадком викладеного вище при 01 =ν  є результати, 
які стосуються нелінійної консервативної відновлювальної сили [5], а при 021 ==νν – квазілінійної 
моделі коливань підресореної частини. 
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ДИНАМІКА ПІДРЕСОРЕНОЇ ЧАСТИНИ ТРАНСПОРТНИХ ЗАСОБІВ ІЗ 
НЕКОНСЕРВАТИВНОЮ СИЛОВОЮ ХАРАКТЕРИСТИКОЮ ПІДВІСКИ 
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У роботі розглянуто динаміку підресореної частини колісних транспортних засобів на базі 
уточнених нелінійних математичних моделей. Зазначені математичні моделі враховують як нелінійну 
залежність відновлювальної сили від деформації, так і її швидкість. 

Запропонований математичний апарат дає змогу встановити вплив кінематичних, силових та 
інших чинників на динаміку підресореної частини. Отримані результати можуть бути базою для 
проектування нових типів підвісок автомобілів. 

Ключові слова: динаміка підресореної частини; відновлювальна сила пружних амортизаторів; 
статична деформація; нелінійна підвіска; амплітуда затухаючих коливань. 
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The paper considers the dynamics of the sprung part of wheeled vehicles on the basis of revised non-

linear mathematical models. These mathematical models take in to account the non-linear dependence of 
restoring force from deformation and its speed. Proposed mathematical apparatus enables to determine the 
effect of kinematic, force and other factors on the dynamics of the sprung part. Obtained results can be the 
basis of for designing the new types of suspensions. 
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В работе рассмотрено динамику подрессоренной части колесных транспортных средств на базе 

уточненных нелинейных математических моделей. Указанные математические модели учитывают, 
как нелинейную зависимость восстановительной силы от деформации, так и ее скорость. 
Предложенный математический аппарат дает возможность установить влияние кинематических, 
силовых и других факторов на динамику подрессоренной части. Полученные результаты могут быть 
базой для проектирования новых типов подвесок автомобилей. 

Ключевые слова: динамика подрессореной части; восстановительная сила упругих 
амортизаторов; статическая деформация; нелинейная подвеска; амплитуда затухающих колебаний. 
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