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Вступ 
Зображення, які представлені в цифровій формі, необхідно зберігати на 

носіях та передавати каналами зв’язку. Для економії пам’яті та більш 
ефективного використання ресурсів системи створюють спеціальні алгоритми 
кодування [1-4]. Зображення – це особливий вид даних, який має 
надлишковість у двох вимірах, що дає додаткові можливості для ущільнення 
[4]. Одним із перспективних методів ущільнення зображень є фрактальний 
метод [4]. Фрактальне кодування – це математичний процес для кодування 
растрів, які містять реальне зображення, в сукупність математичних даних, що 
описують фрактальні властивості зображення. Цей вид кодування заснований 
на тому, що усі природні та більшість штучних об’єктів містять надмірну 
інформацію у вигляді однакових блоків зображення, що повторюються. Вони 
отримали назву фракталів. Фрактал – це структура, яка складається з подібних 
форм і малюнків, що зустрічаються в різних розмірах.  

Актуальність 
Алгоритм фрактального ущільнення відомий тим, що в деяких випадках 

дозволяє отримати дуже високі коефіцієнти ущільнення (найкращі приклади – 
до 1000 разів при прийнятній візуальній якості) для реальних фотографій 
природних об’єктів, що неможливо для інших алгоритмів ущільнення 
зображень з втратами [1 – 2]. 

Основним недоліком фрактального методу є низька швидкість кодування, 
яка пов’язана  з  тим, що для отримання  високої  якості  зображення для 
кожного  рангового блоку необхідно виконати перебір усіх доменних блоків, і 
для кожного доменного блоку необхідно виконати не менше восьми афінних 
перетворень  [3 – 5]. Одна з можливих ефективних та швидких схем кодування 
зображень фрактальним методом, запропонована Арно Жакеном (Arnaud 
Jacquin) [2]. Але якщо порахувати кількість операцій множення для 
знаходження коефіцієнтів афінних перетворень одного рангового блоку в 
зображенні у градаціях сірого розміром 512х512 (44,5=512, k=4,5) пікселів при 
розмірі рангового блоку 4х4 (n=4), доменного 8х8 і кроці вибору доменних 
блоків 2, то навіть для алгоритму запропонованому Жакеном загальна кількість 
операцій множення буде досить великою і складе [1]: 

1 1 2 5,5 3,5 28 4 3 9 8 4 4 4 3 9 4 8193152.k+ kM = ( n (n )+ n )= ( ( )+ )=− − ⋅ ⋅ − ⋅  
 
Отже, задача підвищення швидкості ущільнення зображень фрактальним 

методом є досить актуальною. При покращенні показників швидкодії алгоритм 
фрактального ущільнення може стати одним з найефективніших алгоритмів 
ущільнення зображень [1]. 
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8.1. Математична модель кодування-декодування зображень 
фрактальним методом 

З фізичної точки зору фрактальне кодування ґрунтується на твердженні, що 
зображення містить афінну надлишковість. Математична модель, яка 
використовується при фрактальному стисненні зображень, називається 
системами ітеруючих функцій (Iterated Function Systems – ІFS). Системи 
ітеруючих функцій містять набір стискальних перетворень iw , які можливо 
задати так [4]: 

iW(S)  w  (S)= ,                                                       (1) 
де S – зображення.  
Відповідно до теореми Банаха, існує певний клас відображень, які 

називаються стискальними і для них справедливо таке твердження: якщо до 
якогось зображення f0 ми почнемо багаторазово застосовувати відображення W 
таким чином, що:  

1 0 i i -1f   W(f ), f   W(f )= =  ,                                             (2) 
то при «і», що прямує до нескінченності, ми отримаємо таке саме зображення 
незалежно від того, яке зображення ми взяли за 0f :  

 ii
f Lim f

→∞
=                                                            (3) 

Зображення f  називається нерухомою точкою перетворення W або 
атрактором.  

В якості перетворень iw  використовуються афінні відображення: 
0
0

0 0

i i

i i i

i i

x a b x dx
w y c d y dy

z S z O

      
      = +      
            

,    (4) 

де ai, bi, ci, di – афінні коефіцієнти деформації, стиснення, обертання; dx, dy 
– коефіцієнти переміщення; x, y – координати точки, що перетворюється; z – її 
інтенсивність. Параметр iS  керує контрастністю, а iO  – яскравістю зображення. 
Знаючи коефіцієнти цих перетворень, ми можемо відновити початкове зображення. 

Алгоритм фрактального кодування зображень можна описати так. Процес 
ущільнення починається з того, що зображення спочатку розділяється на блоки, 
що не перекриваються (рангові області), а потім на домені блоки, які можуть 
взаємно перекриватися, як це показано на рис. 1 [2].  

Домени повинні мати характерні фрагменти, які надалі використовуються 
для побудови декодованого зображення. Після цього починається кодування 
зображення шляхом підбору для кожної рангової області найбільш відповідного 
домена, за допомогою якого розподіл яскравості в ранговій області може бути 
апроксимований розподілом яскравості у домені. Для того, щоб отримати 
найкращу апроксимацію, домени піддаються афінним перетворенням, у 
результаті яких відбувається не лише їх геометрична деформація, а й зміни 
контрасту та яскравості. Якщо розподілом яскравості в перетвореному домені 
не вдається досягти задовільної апроксимації розподілу яскравості у ранговій 
області, рангова область ділиться на чотири частини і процес повторюється. 
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Рис. 1. Відбір блоків на зображенні: а – рангових, б – доменних 

 
Якість необхідної апроксимації задається у вигляді допустимого значення 
середнього квадрата помилки апроксимації (середнього квадрата 
невідповідності). Номери доменів, використаних при кодуванні кожної рангової 
області, а також коефіцієнти афінних перетворень записуються у файл. Файл 
ущільненого зображення містить заголовок з інформацією про розташування 
рангових областей і доменів, а також таблицю ефективно упакованих афінних 
коефіцієнтів для кожної рангової області. 

Одна з можливих схем кодування зображень фрактальним методом, 
запропонована Арно Жакеном (Arnaud Jacquin), містить такі етапи [4]:  

– Зображення розділяється на області, що примикають одна до одної 
розміром NxN (рангові області).  

– Задається набір доменних областей. Доменні області можуть 
перекриватись, вони не повинні обов’язково закривати всю поверхню 
зображення. Розміри доменних областей звичайно вибирають 2Nх2N.  

– Для кожної рангової області підбирається доменна область, яка після 
афінних перетворень найточніше апроксимує рангову область. На практиці 
застосовується вісім варіантів відображення одного квадрата в інший з 
використанням афінних перетворень. Це повороти зображення на кути 0, 90, 
180, 270 градусів відносно його центра і перетворення симетрії відносно 
ортогональних осей, які проходять через центр фрагменту перпендикулярно 
його сторонам.  

– Точність апроксимації F визначається за допомогою 
середньоквадратичного критерію: 

2
ij ij ij

i, j
F (Sd +O r )= −∑ ,                                           (5) 

де ijd  – значення, отримані в результаті усереднення по фрагментах з 
розмірами 2х2 елементів доменної області, що приводить її розмір до розміру 
рангової області; ijr  – значення елементів рангової області. Зміщення ijO  може 
бути як константою, так і описуватись поліномами першого, другого, третього 
порядків.  
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Прирівнявши до нуля часткові похідні від виразу по S і O: 

0F =
S

∂
∂

, 0F =
O

∂
∂

,      (6) 

знайдемо значення S і O,  при яких досягається мінімум виразу: 

2

1O 
n n

ij ij
i, j i, j

r S d
n

 
= ⋅ − 

 
∑ ∑ ,      (7) 

2

2 2

n n n

ij ij ij ij
i, j i, j i, j

n n

2 ijij
i, j i, j

n r d r d
S

n d ( d )

−
=

−

∑ ∑ ∑

∑ ∑
.     (8) 

Домені блоки звичайно вибирають з кроком n/2 при n=4. У вихідний файл 
записуються такі параметри:  

− Координати доменної області з найменшим значенням F;  
− Значення для O і S, отримані згідно формул (7, 8); 
− Номер афінного перетворення. 
Декодування ущільненого зображення носить ітераційний характер і 

складається з таких етапів: 
1. Створюються два зображення однакового розміру А і Б. Розмір цих 

зображень не обов’язково дорівнює розміру початкового зображення, 
початковий малюнок областей А і В будь-який. 

2. Зображення Б розбивається на рангові області так, як на першій стадії 
процесу стиснення. Для кожної рангової області зображення Б виконується 
афінне перетворення відповідної доменної області зображення А і результат 
поміщається у Б. 

3. Виконуються операції ідентичні попередньому пункту, тільки 
зображення А і Б міняються місцями. 

4. Багатократно повторюються другий і третій кроки доти, поки 
зображення А і Б не стануть нерозрізненими. 

Основним недоліком фрактального методу є низька швидкість  кодування, 
яка пов’язана  з  тим, що для отримання високої якості зображення для кожного 
рангового блока слід  виконати перебір усіх доменних блоків, і для кожного 
доменного блока слід виконати не менше восьми афінних перетворень [5]. 

 
8.2. Відомі способи підвищення швидкості фрактального алгоритму 

ущільнення зображень 
Для підвищення швидкодії та ефективності фрактального кодування 

зображень використовують ряд методів оптимізації. Найпростіший і 
найповільніший спосіб фрактального кодування полягає у перевірці кожного 
доменного блоку і виконанні обчислень згідно виразів (5), (7), (8). Такий спосіб 
називається повним пошуком або повним перебором. При кодуванні зображень 
природного походження можна підвищити швидкодію кодування, прийнявши  
S = 1, оскільки, враховуючи статистику зображень, завжди знайдеться 
доменний блок, який апроксимує заданий ранговий блок з необхідною 
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точністю. Тоді з виразів (5), (7) одержимо:  
2

ij ij ij
i, j

F (d +O r )= −∑ ,                                            (9) 

2

1 n n

ij ij
i, j i, j

O r d
n

 
= ⋅ − 

 
∑ ∑ .                                          (10) 

 Контрастність декодованого зображення може бути відновлена іншими 
методами. Таке спрощення дозволяє знизити кількість арифметичних операцій 
на 60% і, відповідно, підвищити швидкість ущільнення.  

Найвідоміші методи підвищення швидкодії кодування зображень 
фрактальним методом такі [2]:  

1. Пошук доменних блоків, для яких F не перевищує заданого значення. 
2. Локальний та сублокальний пошук. 
3. Ізометричне передбачення. 
4. Класифікація доменних і рангових блоків, ранговий порівнюється з 

доменними блоками того ж самого класу. 
Необхідно відзначити класифікацію, запропоновану Арно Жакеном [5]. 

Вона ґрунтується на топології блоків і передбачає:  
– блоки без контурів; 
– блоки, інваріантні до орієнтації (текстурні блоки); 
– контурні блоки (виконується повний перебір). 
 
8.3. Підвищення швидкості фрактального ущільнення зображень за 

рахунок двовимірної апроксимації 
Для підвищення швидкості ущільнення зображень за схемою Арно Жакена 

пропонується виконувати попередній відбір доменних блоків на основі 
коефіцієнтів апроксимації [6-7].   

У випадку лінійної апроксимації значення пікселя для двовимірного 
зображення визначається так: 

x,y ax by .f( )= + + c      (11) 
 У загальному випадку значення f(x,y) відрізняються від значення пікселя 

zxy. Мінімальне значення відстані досягається при мінімальному значенні суми 
квадратів відстаней, тобто: 

2

1 1
,

N M

xy
x= y=

S = (ax +by + c z ) = Min−∑∑                              (12) 

де M, N – розміри зображення,   
zxy – значення пікселя в точці зображення з координатами x, y. 
 Функція S має мінімальний екстремум у точці, де частинні похідні від 

коефіцієнтів дорівнюють нулю: 

0S =
a

∂
∂

, 0S =
b

∂
∂

, 0S =
c

∂
∂

.                                           (13) 

 Таким чином, отримаємо систему з трьох рівнянь для трьох невідомих. 
Для рангових блоків з розміром n = 4 система рівнянь така: 
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4 4

1 1

4 4
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4 4

1 1
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40 40 16

xy
y= x=

xy
y= x=

xy
y= x=

a + b+ c = z x

a + b+ c = z y

a + b+ c = z











∑∑

∑∑

∑∑

             (14) 

Розв’язавши систему рівнянь (14) можна для кожного рангового і 
доменного блоків визначити коефіцієнти апроксимації a, b, c.  

Отже, процес кодування буде мати такі додаткові кроки: 
1. Кожен доменний і ранговий блок подаємо у вигляді коефіцієнтів 

апроксимації. Для n = 4 коефіцієнти апроксимації з (14) обчислюються так: 

  

4 4 4 4

1 1 1 1
-3 1,2

b= 
24

xy xy
x= y= x= y=

z + z y∑∑ ∑∑
,                                   (15)

 
 

              

4 4 4 4

1 1 1 1
3 20

c= 
8

xy xy
x= y= x= y=

z z x b− −∑∑ ∑∑
,                               (16) 

                              

4 4 4 4

1 1 1 1
3 8

a= 
20

xy xy
x= y= x= y=

z z y c− −∑∑ ∑∑
.                                   (17) 

 
2. Для кожного рангового блоку виконується попередній відбір доменних 

блоків за трьома коефіцієнтами апроксимації, наприклад, за квадратичним 
відхиленням: 

2 2 2
rd1

2 2 2
rd2

= 

= ,
r d r d r d

r d r d r d

S (a a ) +(b b ) +(c c ) ,

S (a b ) +(b a ) +(c c )

− − −

− − −
                                (18) 

де ar, br, cr – коефіцієнти апроксимації для рангового блоку; ad, bd, cd – 
коефіцієнти апроксимації для доменного блоку. 

З відібраними блоками виконуються перетворення, характерні для 
фрактального ущільнення методом Жакена. Оскільки вибраних блоків значно 
менше загальної кількості доменних блоків, то слід очікувати значного виграшу 
в швидкодії. 

 
8.4. Практичні результати 
Моделювання, яке виконано мовою програмування Python, показало, що 

запропонований метод підвищення швидкості фрактального ущільнення 
зображень дозволяє досягти прискорення у 5 – 10 разів, порівняно з методом за 
схемою Арно Жакена (повний перебір), без серйозних втрат візуальної якості 
зображення (рис. 2). 
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                                    а)                                                                      б) 

Рис. 2. Результати моделювання швидкісного фрактального ущільнення:  
а – оригінальне зображення; б – зображення, відновлене після кодування 

запропонованим методом. 
 
Наприклад, на одному й тому ж комп’ютері, для кодування зображення 

розміром 512х512 методом запропонованим Арно Жакеном  потрібно близько 
52 хвилин, а для кодування зображення за методом запропонованим вище – 
всього 5 хвилин, тобто швидкість кодування зросла у 10 разів.  

Для порівняння запропонованого методу і методу Арно Жакена  в таблиці 
1 наведені результати для зображень різного розміру. 

 
Таблиця 1 

Порівняння часу кодування зображень різних розмірів 

Розмір 
зображення 

Повний перебір, 
сек (tg) 

Запропонований 
метод, сек (ts) 

Коефіцієнт 
прискорення 

(tg/ts) 
128x128 9,7 1,4 6,9 
256x256 195,5 23,7 8,25 
512x512 3125 302 10,34 

1024x1024 19333,12 1587,5 12,2 
 
Чим більші розміри зображення тим кращі результати забезпечує 

запропонований метод, оскільки попередній відбір зменшує для кожного 
рангового блоку простір пошуку доменних блоків.   

 
Висновок 
Основним недоліком фрактального методу є низька швидкість  кодування, 

яка пов’язана  з  тим, що для отримання  високої  якості  зображення для 
кожного  рангового блока необхідно виконати перебір всіх доменних блоків, і 
для кожного доменного блока необхідно виконати не менше восьми афінних 
перетворень.  

Запропоновано метод підвищення швидкості фрактального ущільнення 
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шляхом подання рангових та доменних блоків у вигляді коефіцієнтів 
апроксимації. Це дозволяє виконати швидкий попередній відбір доменних 
блоків, що в результаті підвищує швидкість фрактального ущільнення в 
середньому у 10 разів. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


