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ВСТУП 

Як видно з назви, в монографії розглядається досить обмежений 
напрям в дійсно актуальному і добре опрацьованому наукою і практи-
кою напрямі. Дійсно: «математичні моделі» – об`єкт та інструмент для 
теоретиків і практиків з усіх напрямків і галузей; «моделі функціону-
вання і розвитку» – що можна додати до напрацювань видатних еко-
номістів, математиків і великих науково-дослідних установ; «вироб-
ничі системи» – задачі сучасного високотехнологічного і 
комп’ютеризованого виробництва забезпечені фірмовими програмни-
ми продуктами; «методологія оптимального агрегування» – а це дійс-
но нове і занадто просте у використанні вирішення проблем моделю-
вання і оптимізації систем великої розмірності. 

Перше важливе питання: чому це не з’явилося в епохи Ейлера і 
Лагранжа, Месаровича і Форрестера? – Відповідь: з часів Ейлера сут-
тєво змінювався зміст понять «модель», «моделювання», математика: 
– докомп’ютерна епоха: математична модель – формули і креслення; –
епоха мейнфреймів: математична модель – формули, креслення і ре-
зультати обчислень за цими формулами на «великому калькуляторі»; 
– епоха математичних платформ: математична модель – формули,
креслення, «моделі-калькулятори», робочі моделі породжені програм-
ними платформами. За терміном «породжені» стоять операції векто-
ризації, функції користувача з параметрами, символьні обчислення. 
Робоча модель – певний гібрид класичної математики і програмуван-
ня. Саме такі моделі не тільки дозволяють легко розв’язувати відомі 
складні задачі, але і ставити і розв’язувати нові. Все подане вище ві-
дображено предметно в розділах монографії. 

Сучасні виробничі системи характеризуються високою парамет-
ричною та структурною динамічністю, суттєвими нелінійностями і 
високою невизначеністю зовнішнього оточення. Характерні риси ви-
робничих систем – використання ефективних високих технологій, що 
створюються у великих науково-дослідних комплексах. Потім вироб-
ничі системи фактично будуються навколо вибраної технології. Самі 
технології можуть розроблятись десятиріччями, але після створення 
реалізуються швидкими темпами під тиском глобальних факторів. 
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Особливо слід виділити виробництва, в яких домінуючими факторами 
є енерговитратність та екологічність використаних технологій. Типові 
приклади виробничих систем – металургійні виробництва, системи 
теплопостачання, багатопродуктові та розподілені системи, системи 
біореакторів для переробки різноманітних відходів. Структури таких 
систем є відображенням структури технологічних процесів. Це верти-
кально інтегровані згідно з етапами техпроцесів структури, структури 
з виробничими елементами, що працюють паралельно, ієрархічні 
структури та структури зі зворотними і параметричними зв’язками. 
Наявні математичні моделі для оптимізації розподілів навантажень і 
ресурсів не складають цілісної системи, є занадто спрощеними. Дина-
мічність сучасних виробничих систем обмежує можливості отримання 
і використання статистичних даних. 

Сучасні виробничі системи фактично не мають довгих періодів 
функціонування з незмінними технологіями, номенклатурою і потре-
бами. Тому стратегічне управління розвитком переходить з категорії 
бажаного в категорію необхідного. Наявні математичні моделі та ме-
тоди оптимального розвитку теж є одиничними і занадто спрощеними 
для використання в системах управління розвитком виробництва. До-
слідження та побудова моделей функціонування і розвитку ведеться 
більше п’ятдесяти років, але цілісної системи моделей і методів функ-
ціонування і розвитку для використання в системах оперативного і 
стратегічного управління не створено. Тому розробка цілісного ком-
плексу ефективних моделей і методів, які могли б працювати з реаль-
ними функціями виробництва, а не тільки з лінійними та квадратич-
ними наближеннями, є актуальною. 

У цілому комплексний аналіз літератури показав, що вибрано дій-
сно актуальний напрям досліджень, однак є ціла низка відкритих пи-
тань: розробка обчислювальних методів моделювання, придатних для 
систем з довільними функціями виробництва і освоєння виробництва; 
упорядкування та узагальнення відомих результатів з декомпозицій-
ного підходу до моделювання розподілених систем, ефективні методи 
побудови нових моделей для нових виробничих систем. Для сучасних 
виробничих систем характерні процеси інтеграції та децентралізації. 
Тому для практики потрібні системи моделей-предикторів для відо-
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браження поведінки як системи в цілому, так і кожного елемента. Та-
кож відсутні методи отримання оптимальних еквівалентних моделей 
для великих розподілених виробничих систем (методи оптимального 
агрегування), відсутня цілісна система моделей і методів для викорис-
тання в системах оперативного і стратегічного управління. 

Для подолання неповноти наявних моделей і методів відносно 
специфіки сучасних виробничих систем необхідно вирішити актуаль-
ну науково-практичну проблему відсутності методологічної основи 
для побудови цілісного підходу до моделювання процесів функціону-
вання та розвитку розподілених виробничих систем, що зумовлює не-
достатню ефективність функціонування і розвитку таких систем.  

Розроблені моделі і методи дозволяють ефективно розв’язувати 
актуальні складні задачі прогнозування, контролю і управління сучас-
ними виробничими системами. Розроблені моделі дозволяють корис-
тувачу будувати персональні системи підтримки рішень і використо-
вувати «що буде якщо аналіз» і «ризик аналіз». 

Отже, теоретичні дослідження, направлені на вирішення цієї важ-
ливої наукової і практичної проблеми, мають важливе значення і пос-
тійну актуальність. 
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РОЗДІЛ 1 АНАЛІЗ ІСНУЮЧИХ МЕТОДІВ  
СТВОРЕННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ  

ДЛЯ ЗАДАЧ РОЗВИТКУ ВИРОБНИЧИХ СИСТЕМ 

Методи створення математичних моделей в усі часи привертали 
увагу вчених з різних галузей науки. Напрямки в моделюванні і конс-
труюванні математичних моделей технічних систем не мають чітких 
границь, тому важко ввести якусь однозначну і вичерпну класифіка-
цію моделей. В даній роботі відібрано і упорядковано літературні 
джерела, що є прототипами за тематикою, з цих прототипів відібрано 
базові прототипи за методологією аналізу і синтезу математичних мо-
делей функціонування і розвитку виробничих систем. Моделі з базо-
вих прототипів вивчались «предметно», тобто були реалізовані в се-
редовищі математичного пакета і досліджені. В підсумку відібрані 
дійсно фундаментальні моделі і класичні. Класичні моделі відібрані як 
приклад принципових обмеженостей аналітичних моделей і методів. 
Згадаємо назви методів оптимізації: лінійне, квадратичне, випукле, ці-
лочислове програмування, гаусівська статистика. 

1.1 Еволюція процесів функціонування 
і розвитку виробничих систем 

Сьогодні рівень використання знань та високий рівень «засобів 
виробництва знань» є необхідною умовою стійкого розвитку суспіль-
ства. Змінилися структура і процеси функціонування виробничих сис-
тем (ВС). Зміст звичних термінів «проектування», «виробництво», 
«виробнича система», «продукт виробництва», «адекватність моделі» 
відповідно змінився [272, 273]. Зокрема, проектування виконується як 
3Д-проектування зі створенням «віртуального об’єкта» виробництва, 
«віртуального заводу». В суттєво інноваційному проекті створюються 
«об’єкти-демонстратори» для ключових елементів і підсистем проек-
ту. Однак очевидно, що вимоги до математичних моделей в умовах 
швидкого, і досить стихійного розвитку виробництва, змінюються в 
напрямку можливостей прогнозування функціонування ще не побудо-
ваних виробничих систем. Розглянемо стисло зміст еволюції виробни-
чих систем від індустріального суспільства до «суспільства знань». Це 
дозволить чітко визначити місце математичних моделей функціону-
вання і розвитку виробничих систем (рис. 1.1).  
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Рисунок 1.1 – Стан і тенденції розвитку виробничих систем 

Сучасні виробничі системи є інформаційно і ресурсно інтегрова-
ними. В певних випадках виконується і територіальна інтеграція в 
«мегазаводи» з індивідуально-масовим виробництвом. В мегазаводах 
інтегруються: виробництво, логістика, сервіс, розвиток, інновації для 
забезпечення випуску динамічної лінійки продуктів. Новіша тенденція 
у виробництві – подрібнення і територіальне розосередження вироб-
ництва кінцевого продукту. Це обумовлене появою принципово нових 
матеріалів і технологій – «суперклей», «графен», «діамагнітна левіта-
ція», «адитивні технології». Особливість цих напрямів – надвисокі те-
хнології досліджень і виробництва нових матеріалів і простота виго-
товлення кінцевої продукції – виготовлення на «3D-прінтерах». Соціо-
екологічні переваги нових технологій і виробництв – якісні робочі мі-
сця в малих територіальних утвореннях, безвідходні виробництва, 
умови для демонтажу мегаполісів. Така еволюція виробничих систем 
вимагає зміни в методології і технології створення математичних мо-
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делей ВС. Для виробництв, що розвиваються, необхідно побудувати 
ефективні процеси розвитку моделі виробництва. 

Інформатизація та мережі спричинили перехід від домінуючого 
матеріального виробництва до виробництва з суттєвою взаємодією 
інформаційних та матеріальних процесів і технологій. Сучасні вироб-
ничі системи динамічні параметрично і структурно. Важкою для нау-
ки і практики є проблема прогнозування коливань потреб в певній 
продукції: необхідно не просто регулювати обсяги виробництва, а та-
кож постійно модифікувати продукцію і технології виробництва. Су-
часні виробничі системи є розподіленими, однак структура зв’язків 
між елементами – суттєво нелінійна і динамічна. Комплексна динамі-
чність виробничих систем породжує нові проблеми прогнозування і 
оптимізації. Це в першу чергу стосується статистичних методів. 60 
років тому Норберт Вінер писав, що його статистичні моделі і методи 
непридатні для індустріальних систем – там «занадто короткі статис-
тичні ряди». 40 років тому Джей Форрестер писав, про непридатність 
лінійних методів статистики до аналізу і прогнозування виробничих 
систем через суттєві нелінійні технологічні процеси і зв’язки між під-
системами. Він назвав це «хибні кореляції». Тому потрібні нові підхо-
ди до аналізу і прогнозування на основі інтеграції неповної реальної 
статистики, і статистики віртуальної реальності, отриманої на іміта-
ційних моделях функціонування і розвитку ВС. Потрібна методологія 
створення адекватної імітаційної моделі об’єкта, що тільки проекту-
ється і будується. На практиці ця проблема досить задовільно виріше-
на: створення нового об’єкта починається з системи моделей, на базі 
якої створюється реальна система «об’єкт виробництва – виробницт-
во». Класичний постулат: «модель є відображенням суттєвих для дос-
лідника властивостей реального об’єкта» майже не порушується при 
створенні спочатку моделі, потім об’єкта: коефіцієнт новизни нових 
зразків типових технічних систем 2–5 %, для принципово нових тех-
нічних систем, наприклад, космічних апаратів – не більший 10–15 %. 
Елементи таких принципово нових систем беруться з уже існуючих сис-
тем і потім адаптуються і модернізуються до нового використання. Ев-
ристики є рідкісними, але важливими елементами в процесах розвитку і 
вони спочатку базуються на існуючих технологіях. 
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1.1.1 Аналіз аналогів і прототипів 

Очевидна проблема моделювання ВС – висока розмірність 
об’єктів. Методологія вирішення проблеми розмірності в даній роботі є 
розвитком методології, створеної Р. Беллманом для розв’язання однок-
рокових та багатокрокових, детермінованих і стохастичних задач 
[24–26]. Загальну спрямованість своїх досліджень Беллман охаракте-
ризував як заміну задачі вибору точки в багатовимірному фазовому 
просторі системою задач вибору точки в фазових просторах меншої 
розмірності. Розвиток теорії математичного моделювання в останні 
десятиріччя все більше орієнтується на ефективне використання мож-
ливостей комп’ютерів. Можна виділити два напрямки: – реалізація 
моделей і методів створених в докомп’ютерну епоху; – створення но-
вих моделей і методів, що використовують можливості програмно 
апаратних засобів. Р. Беллман зумів поєднати аналітичні методи оп-
тимізації з числовими методами. Так з’явився метод динамічного про-
грамування. В даній роботі методологія Р. Беллмана [24] стала анало-
гом методологічної основи оптимального агрегування для декомпо-
зиції багатовимірної однокрокової задачі оптимізації в систему 
одновимірних задач. Для розв’язання багатокрокових задач викорис-
тано метод принципу максимуму Л. С. Понтрягіна [249, 250]. Метод 
принципу максимуму для певних класів задач є більш ефективним ніж 
метод динамічного програмування. В. Г. Болтянський [31] знайшов 
розв’язання для системи задач оптимального за швидкодією управлін-
ня. В цій роботі критерій оптимального розвитку – інтегральний пер-
шого роду, а інтерпретація – накопичений випуск, «прибуток» за пла-
новий період розвитку. Це обумовило розробку і дослідження 
алгебраїчного підходу до розв’язання варіаційної задачі розвитку виро-
бництва. 

Детально були досліджені на робочих моделях методи оптималь-
ного розподілу ресурсів у виробничих системах на базі теорії актив-
них систем з робіт В. І. Опойцева [239] і В. М. Буркова [157]. В мате-
матичному плані методи відкритого управління є еквівалентною 
заміною багатовимірної задачі оптимізації сумарного виробництва си-
стемою одновимірних задач оптимізації виробничих елементів за сво-
їми локальними критеріями. Управління в системі дворівневе: перший 
рівень однакове для всіх елементів управління з «центру» – «правила 
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гри»; другий рівень – локальні управління елементів – «заявки на ре-
сурси». Калька з англійської назви методу: «чесна гра» – всі елементи 
знають правила, мають власні цілі, міри досягнення цілей – критерії. 
Необхідна умова для таких управлінь – збіжність, стійкість і оптима-
льність стану рівноваги для «центру» і всіх елементів. На відміну від 
інших робіт в цій області в [239] подано строгі математичні доведення 
існування, оптимальності і стійкості стану рівноваги. Зокрема, дове-
дено існування параметричного класу «мінімально розумних управ-
лінь» (МРУ), що забезпечують стійкість і оптимальність ВС. Цінними 
для побудови ефективних комп’ютерних моделей в цих роботах тео-
ретичні дослідження задач розпаралелювання багатовимірних оптимі-
заційних задач – продуктивний напрям в теорії управління розподіле-
ними системами. Свій час випереджувала робота В. М. Глушкова, 
В. В. Іванова, В. М. Яненка [173], де для дискретних, нелінійних ви-
робничих систем запропоновано замість диференціальних рівнянь 
дискретизовані інтегральні згортки. Важливі методологічні підходи 
знайдені в роботах Е. А. Берзіна [27, 28] – підхід до оптимального аг-
регування виробництв і користувачів, А. В. Горбаня [174, 175] – раціо-
нальна технологія системного виробництва проектних образів: струк-
тура баз знань. Спроби модифікувати робочу модель відкритого 
управління для випадку невипуклих функцій виробництва (ФВ) пока-
зали його непрацездатність для відомих і запропонованих алгоритмів 
управління [206, 211, 212]. Змістовно невипуклість ФВ – наявність у 
ФВ виробничого елемента інтервалів із зростаючою ефективністю. 
Невипуклість ФВ для багатьох сучасних виробництв не дозволяє реа-
лізувати на практиці методи дворівневого координаційного управлін-
ня, які запропоновані М. Месаровичем [228–230]. З цієї ж причини не-
адекватні реальності функції класичної економіки Кобба–Дугласа і 
CES-функції.  

Серед сучасних робіт в області моделювання і оптимізації техніч-
них систем найближчим аналогом з тематикою і методологічними ос-
новами є роботи А. В. Усова в області моделювання технічних систем 
і аналізу стійкого функціонування і розвитку [268]. Відмінності від 
великої кількості робіт за такою тематикою – новизна і конструктив-
ність. Подібна тематика і методологія – в роботах Е. Г. Петрова [245]. 
Ці роботи дозволили знайти підходи до вирішення окремих проблем 
побудови моделей виробництв, виробничих систем виробників галузі 
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регіону: відділити технічні задачі виробництва і сервісні економічні 
задачі. Згідно з теоремою Коуза функції економіки – юридичне і бух-
галтерське забезпечення транзакцій. Задачі розподілу ресурсів вироб-
ництва і розвитку в просторі і часі є технічними. Цей аспект розвитку 
та інновацій, який досліджений в роботах М. З. Згуровського в області 
моделювання регіональних соціо-техніко-економічних систем, в обла-
сті технологічного передбачення та регіонального розвитку [186, 187], 
був в даній роботі одним із інформаційних факторів створення мета-
моделі – моделі сумісного розвитку імітаційної моделі виробничої си-
стеми і реальної виробничої системи. Другий інформаційний фактор в 
створенні метамоделі в даній роботі – робота Л. М. Любчика, де пода-
но фундаментальний і конструктивний підхід до важливої проблеми 
побудови спостерігачів і динамічних компенсаторів збурень для оп-
тимального та адаптивного управління [225]. Логіка досліджень про-
цесів функціонування і розвитку технологічних систем привела до не-
обхідності побудови моделей нелінійних систем з керованими 
параметрами та інтелектуальних систем управління. Найбільш резуль-
тативно та фундаментально ці питання досліджені в роботах О. І. Ми-
хальова, зокрема, [233, 234]. 

Оригінальним і фундаментальним є запропоноване в роботі 
В. В. Романюка [337] підвищення точності вимірювань зношення вуз-
лів тертя в технічних системах, де невизначеності мають декілька по-
роджуючих механізмів. Використано двошаровий перцептрон. В моїй 
роботі подібні породжуючі механізми мають місце при моделюванні 
виробничої системи в оточенні інших виробників. Універсальність, 
гнучкість, потужність комп’ютеризованих математичних методів сис-
темного аналізу продемонстрована в роботах В. Я. Данилова – від сис-
темного аналізу стану і параметрів глибоких нафтових свердловин аку-
стичного зондування, до систем підтримки прийняття рішень великих 
страхових компаній та системного аналізу показників стратегічного 
менеджменту великої організації [176]. Першими концептуальними 
першоджерелами і методологічними зразками при виконанні цієї робо-
ти були наукові праці Б. І. Мокіна, В. Б. Мокіна [236–238], де розвинута 
методологія аналізу і синтезу та ідентифікації стохастичних і нечітких 
систем, І. В. Кузьміна, де проаналізовано питання критеріальної оцінки 
[219], роботи В. А. Лужецького [224] з надійних обчислень, праці 
В. М. Дубового [180–182], в яких сформовано строгий формалізований 
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підхід до побудови моделей і моделювання в умовах невизначеності. 
Саме на базі цих робіт розроблено підхід до аналізу адекватності моде-
лей систем, що розвиваються. 

Зразки застосування класичних і сучасних методів оптимізації до 
складних технічних задач подані в роботах Р. Н. Квєтного [192, 193], 
де розглядаються проблемно-орієнтовані комп’ютерні системи, моде-
лювання телекомунікаційних мереж і задачі апроксимації сплайнами, 
сплесками. Поєднання практичних і методологічних аспектів побудо-
ви моделей технологічних процесів і методів управління процесами 
подано в монографії В. М. Лисогора [223]. Приклади створення гібри-
дних – лінійних і нелінійних методів аналізу і синтезу систем управ-
ління складними динамічними системами зі спостерігачами – та ство-
рення нових підходів до визначення впливу неполадок елементів в 
мережах масового обслуговування подані в роботі С. Ф. Теленика 
[264]. Методи аналізу і синтезу на базі нечіткої логіки і нейронечітких 
мереж є лідерами в рейтингах. На фоні маси публікацій з цієї темати-
ки виділяються глибиною і якістю досліджень роботи С. Д. Штовби 
[338, 339] і О. П. Ротштейна [336]. Ці роботи були прикладами 
розв’язання задач для цієї роботи – розмивання обмежень в оптиміза-
ційних задачах і в моделях вибору користувачів на лінійці продуктів 
одного призначення, які упорядковані за цінністю. 

Проведено аналіз англомовної літератури з питань моделювання, 
аналізу та синтезу виробничих систем. Проведено змістовний і стати-
стичний аналіз публікацій у виданнях IEEE, найбільше аналогів з те-
матики роботи знайдено в: Intelligent Systems, Automatic Control, 
Automation Science and Engineering. Стійко зростає кількість публіка-
цій з проблем побудови інтелектуального управління для розподіле-
них транспортних, інформаційних і виробничих систем, зокрема: [319, 
332, 343, 344]. Загальна особливість публікацій – висока математична 
культура в постановці і розв’язанні задач управління для нелінійних, 
нестаціонарних, невизначених об’єктів за допомогою класичних ме-
тодів, базованих на обмеженнях: лінійності, випуклості, неперервності 
та гаусівської статистики; інтенсивне використання апроксимацій, 
вбудованих функцій розв’язання систем рівнянь, оптимізації та ін. Та-
кі вбудовані «сервіси» були непрацездатними для не випуклих, негла-
дких, розривних функцій. Це обумовило розробку власних методів, 
алгоритмів і програмних модулів оптимізації. 
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У роботі [298] сформульовано проблему оптимального розподілу 
ресурсів для збирання даних і запропоновано два евристичних алгори-
тми на базі структур Байєса для оптимізації прогнозування. Аналогом 
для алгоритму оптимізації розподілу навантаження між нелінійними 
підсистемами – хімічними реакторами і біореакторами є робота [299], 
де розглянуто задача ідентифікації і управління нелінійною системою 
з відносно незалежними підсистемами. Сформульовано теорему збіж-
ності для випадків нелінійних зв’язків. Роботи [291, 305, 322, 330] 
охоплюють комплекс актуальних практичних задач і відповідних тео-
ретичних методів, а саме: адаптивні розподілені алгоритми управління 
децентралізованими системами; формалізовані моделі з 
п’ятиелементних мережевих систем з позитивними біквадратичними 
функціями, що дозволяють алгебраїзувати задачі синтезу таких сис-
тем; проблему сумісної мінімізації суми випуклих функцій, кожна з 
яких подає локальні цільові функції елементів-агентів, за умови, що 
кожен агент має інформацію про його локальну функцію, і має зв’язки 
з іншими агентами згідно з нестаціонарною топологією мережі; задачу 
оптимального управління кінцевим станом при змінному горизонті 
управління для класу гібридних неперервно-дискретних динамічних 
систем з детермінованими і стохастичними переходами. 

У роботах [313, 325, 335] досліджуються задачі оптимального роз-
поділу ресурсів в технологічних системах, системах «розробники–
користувачі», в системах з паралельним і послідовним поєднанням 
елементів. У великій кількості публікацій висвітлюються проблеми 
системної надійності, живучості, плавної деградації технологічних си-
стем в цілому, систем управління, інформаційно-вимірювальних сис-
тем та систем масового обслуговування [288, 292, 302, 307, 308, 327, 
328, 334, 346]. Як засоби побудови моделей в переглянутих статтях 
використовуються дискретні спостерігачі невизначеностей, тривимір-
ні нейронні мережі, метод найменших квадратів, мережі Петрі, функ-
ціональна і цінова декомпозиції. В роботі [309] розглянуто дворівневу 
систему планування виробництва, але на базі лінійного програмуван-
ня. В роботі [293] – розроблено інноваційну, децентралізовану, відмо-
востійку і відновлювану систему управління потоками багажу в аеро-
портах. 

Задачі оптимізації для складних, багатовимірних технічних систем 
подано в [302, 306, 317, 333] на базі генетичних алгоритмів та штуч-
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них нейронних мереж, без намагань спростити велику систему через 
агрегування і декомпозицію. В роботах [286, 301, 318, 342] для опти-
мізації виробничих систем використовуються декомпозиційні методи. 

Загальна проблема моделювання виробничих систем у поєднанні в 
одній математичній моделі аспектів, що відносяться до різних галузей 
знань – техніки, технології, мікробіології (біотехнологічні системи), 
економіки, соціальних аспектів споживання, навчання персоналу та 
розробки інновацій. Важливими є питання отримання оптимальних 
стратегій розвитку для нечітких, стохастичних об’єктів з параметрич-
ними зв’язками, якими є виробничі системи. 

З напрямку «методології і методи побудови математичних моде-
лей виробничих систем» в якості зразків методології вибрано роботи 
Я. З. Ципкіна [276] – концепція автоматної оптимізації; М. Пешеля 
[246] – єдиний підхід до моделей механіки, термодинаміки, фізики, 
нечітких моделей, моделей з параметричними зв’язками і принципи 
декомпозиції моделей складних систем; Л. Г. Раскіна – оптимальний 
розподіл ресурсів у виробничих системах при наявності невизначено-
стей [252]; М. Д. Месаровича [228–230] – моделі координаційного 
управління в багаторівневих ієрархічних системах; Н. Н. Моісєєва 
[235] і Дж. Форрестера [272, 273] – створення багаторівневих систем 
моделей динаміки – від окремого підприємства до глобальних систем. 
Підхід Форрестера до розробки моделей виробничих систем, міст і 
світової динаміки суттєво відрізняється від загальноприйнятого: мо-
дель створюється на базі виявлення «породжуючих механізмів» від 
законів фізики для технологічних процесів до закономірностей функ-
ціонування малих груп конструкторів, менеджерів, вчених – потен-
ційних центрів зародження інновацій. Для цього залучаються текстові 
і графічні документи, а статистика використовується на етапі параме-
тричної настройки і веріфикації моделі. Форрестер показав, що мето-
ди на базі гаусівської статистики неадекватні реальності, вони ство-
рюють «хибні кореляції». Недолік моделей Форрестера – відсутність 
ефективних методів оптимізації нелінійних систем великої розмірнос-
ті, відсутність системи моделей різної точності і агрегування. 

В даній роботі розроблено математичні моделі виробничих сис-
тем. Це неможливе без використання декомпозиції, агрегування і оп-
тимізації. Розглянемо групу фундаментальних робіт в області агрегу-
вання, декомпозиції і оптимізації великих техніко-економічних 
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систем. Цей напрямок більше п’ятдесяти років залишається одним з 
актуальних напрямів наукових досліджень. В цій області можна виді-
лити певні спеціалізовані за класами задач, методологій і методів на-
прямки. Приклади задач: транспортна задача, міжгалузевий баланс, 
виробнича задача. Характерна особливість об’єктів оптимального 
управління – висока розмірність. Розглянемо значимі роботи з деком-
позиції, агрегування і оптимізації. 

Робота А. А. Первозванського з розвитку математично строгих 
процедур декомпозиції і агрегування на основі відмови від повної 
еквівалентності початкової і перетвореної задач, опублікована в [241]. В 
цій роботі в якості формальної бази використовується метод малого 
параметра (теорії збурень). Розробляються конкретні схеми наближеного 
агрегування і декомпозиції задач техніко-економічного характеру.  

В досліджені вибрано ресурсний підхід до виробничих систем та їх 
елементів і на цій основі будується алгебра оптимального агрегування, 
що подібна до алгебри передаточних функцій в теорії лінійних 
динамічних систем, з однією відмінністю – в бінарні операції 
агрегування паралельних, послідовних, кільцевих та ін. структур 
вбудовано оптимізацію розподілу ресурсів між виробничими 
елементами. Запропонована в моїй роботі методологія оптимального 
агрегування оперує з відносно вузьким колом практичних задач, але 
дозволяє строго формалізовано отримати рішення практичних задач. 

В монографії Л. С. Лесдона [220] виконано узагальнення робіт з 
розвитку принципу декомпозиції Данцига–Вульфа. Багато уваги 
приділено оберненню матриць, технологіям роботи з розрідженими 
матрицями великої розмірності, структурним особливостям великих 
систем, що дозволяють виконати лінеаризацію. Виконана формалі-
зація статичних і динамічних моделей «витрати, випуск» Леонтьєва. 
Однак, прикладні розділи втратили актуальність через швидкий 
розвиток обчислювальних і програмних засобів. Нелінійний варіант 
принципу Данцига–Вульфа не має обчислювальних переваг – 
можливість декомпозиції залежить від структури системи, а метод 
оптимізації – пошуковий. 

Суттєва відмінність вибраного напрямку даного дослідження від 
аналогів в алгебраїзації оптимізаційних задач – побудова алгебри 
функцій «витрати, випуск», усунення типових проблем багато-
вимірної оптимізації. Тобто в монографії досліджується клас задач 
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виробництва іншими методами. Спільне з аналогами – базові поняття 
і терміни («декомпозиція», «агрегування», «оптимізація»); базові 
математичні моделі (узагальнені функції «витрати, випуск»). Однак ці 
терміни не мають єдиного строгого визначення і мають сотні 
інтерпретацій. В даній монографії ці терміни означають такі об’єкти і 
операції:  

– декомпозиція об’єктів – виробничих систем, опис реальних
елементів і реальних зв’язків між елементами для певного класу 
реальних систем: металургійних, нафтохімічних, агропереробних, 
електронних; 

– агрегування – заміна заданої виробничої системи (структури)
еквівалентним за входом–виходом елементом. Особливість агрегу-
вання в монографії – збереження інформації про функції «витрати, 
випуск» агрегованих елементів у структурі операнда результату. Для 
тривіальної операції агрегування двох виробничих елементів в даній 
роботі вибрано інший підхід – вбудовування в оператор агрегування 
«пам’яті» попередніх операцій оптимального агрегування.  

В монографії М. Сінгха [262] головна увага приділяється нелінійним 
системам, розглянуті класичні методи нелінійного програмування від 
градієнтного методу до декомпозиційно-координаційних методів, а 
саме: метод цільової координації, координації моделей і комбінований 
метод. Для порівняння з методологією оптимального агрегування 
розглянемо постановку задачі оптимізації і зміст трьох методів 
декомпозиції. Складна система вважається вже розділеною на 
підсистеми, кожна підсистема має три вектори входів і два вектори 
виходів. Цільова функція системи є аддитивно-сепарабельною функцією 
від вектора управління для підсистеми і не конкретизованого вектора 
входів від інших елементів. Ставиться задача визначити матрицю 
векторів входів кожного елемента, що максимізує критерій – цільову 
функцію при врахуванні заданих обмежень. Розв’язання починається 
записом лагранжіану. Для всіх функцій, що входять в лагранжіан, 
ставляться умови: неперервні функції з неперервними першими 
похідними. Якщо розмірності кожного вектора досить великі, то 
виникають труднощі у прямому розв’язанні системи нелінійних 
рівнянь. Запропоновані декомпозиційно-координатні методи базуються 
на двох підходах: модифікація цільових функцій субзадач оптимізації 
для елементів; прогнозування взаємодій. Подібні методи з робіт 
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М. Месаровича [230] були предметно досліджені з результатами: 
неадекватність реальності вимог випуклості і неперервності функцій 
виробництва, квадратичних критеріїв оптимізації, проблеми розмірності 
декомпозиційно-координаційних методів і стійкості алгоритмів 
оптимізації, пріоритет інформаційних зв’язків перед ресурсними 
зв’язками. Месарович подав розв’язання для прикладу системи з двох 
елементів і визначив практичну неможливість застосування таких 
методів для систем вищих порядків. 

В роботах В. І. Цуркова [275, 277] розглянуто один з центральних 
аспектів теорії великих систем – проблему декомпозиції. Подані відомі 
на той час декомпозиційні підходи для задач оптимізації систем і 
спеціальні методи розкладення для конкретних задач. Більш детально 
розглянуто метод декомпозиції на базі агрегування змінних, що входять 
в різні блоки, кінцевий результат якого – алгоритми з організацією 
паралельних обчислень. В монографії [321] розглядаються переважно 
лінійні моделі, лінійне програмування, задачі міжгалузевого балансу. 

В роботі Ю. М. Павловського [240] проблеми декомпозиції, 
агрегування, оптимізації, розглядаються в аспекті управління великими 
динамічними системами. В цій роботі вводиться трирівнева структурно-
функціонально-редукційна декомпозиція математичних моделей 
виробничих систем. Формалізація такої декомпозиції виявилась 
проблемною. Саме робота Ю. М. Павловського виявилась 
методичним і методологічним зразком формалізації понять з практики 
– збалансованим між строгою формалізацією і збереженням зв’язків-
інтерпретацій з актуальними задачами практики. У роботі 
В. С. Танаєва [263] розглядаються основні підходи до побудови 
процедур декомпозиції і агрегування, призначених для розв’язання 
великорозмірних задач лінійного програмування. У роботі 
А. В. Матіна [226] розглядається проблема моделювання узгодження 
народногосподарських планів і декомпозиційний підхід до її 
вирішення. В статті В. А. Геловані [170] розглядається агрегування 
лінійних керованих динамічних систем, в статті В. Л. Вена [163, 164] – 
агрегування лінійних динамічних моделей класу «міжгалузевий 
баланс». 

За результатами аналізу робіт [163, 164, 170, 220, 226, 240, 241, 
262, 263, 275, 277, 321] можна виділити такі декомпозиційні підходи: 
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1. Декомпозиція Данцига–Вульфа. Лінійне програмування (ЛП),
блочно-діагональна матриця. 

2. Декомпозиція Корнаі–Ліптака. ЛП, розбиття матриці в
«підсистеми», оптимальний розподіл ресурсу. 

3. Декомпозиція на базі розділення змінних. ЛП, оптимізація при
малому числі обмежень, потім їх збільшення. 

4. Параметрична декомпозиція. ЛП, нелінійне програмування
(НЛП), введення в цільову функцію і обмеження вектора параметрів 
для отримання автономних локальних задач. 

5. Декомпозиція і агрегування. ЛП, агреговані змінні – суми,
зважені суми. Ітерації. 

6. Декомпозиція на базі модифікації симплекс-методу (СМ). ЛП,
розбиття задачі на підзадачі СМ. 

7. Декомпозиція на базі принципу Беллмана. Задача ЛП подається
як багатокроковий процес методу динамічного програмування. 

8. Декомпозиція і числові методі оптимізації. Випуклі гладкі
функції. Ітеративні числові методи є фактично декомпозиційними. 

9. Декомпозиція в обчислювальній математиці – лінійні системи,
диференціальні рівняння. 

Порівняння вище зазначених декомпозиційних підходів із 
запропонованим в монографії декомпозіційним підходом на базі 
оптимального агрегування наведено в табл. 1.1. 

Таблиця 1.1 – Порівняльний аналіз декомпозиційних підходів 

№ Постановка задач Аналоги Моделі використані 
в монографії 

1. Об’єкт Організаційно-
виробничі системи 

Виробничі системи + 
сервісні системи 

2. Математична 
модель Лінійна, нелінійна Нелінійна 

3. Обмеження 
моделі 

Лінійні і випуклі, гладкі, 
монотонні функції 

Нестрого монотонно зрос-
таючі обмежені функції 

4. Задачі 
оптимізації ЛП, НЛП НЛП 

5. Результат 
декомпозиції 

Задачі меншої 
розмірності Одновимірні задачі 

6. Методи 
оптимізації 

Пошукові ітеративні 
методи 

Метод прямого 
перебору 

7. Результат 
оптимізації 

Вирішення точкової 
задачі ЛП, НЛП 

Отримання оптимальних 
еквівалентних ФВ системи 

8. 
Алгебризація 

оптимізаційних  
задач, векторизація 

Нереалізовані 
можливості 

Алгебра оптимального 
агрегування  

(аналог – W(s)) 
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Сьогодні виробництва пропонують користувачу для вибору ліній-
ку продуктів одного призначення, але з різними цінами і невизначе-
ними цінностями. Класичні моделі «виробництво – використання» не 
працюють. З’явились спрощені моделі для ринків з «асиметричною 
інформаційною структурою» [3, 4]. Математична модель з [3] була 
предметно досліджена (програмно реалізована) і розширена введен-
ням субмоделей вибору користувача на лінійці продуктів і навчання 
вибору за рахунок накопичення досвіду використання – власного та 
інших користувачів [39]. Соціальна компонента соціо-техніко-
екологічних систем (СТЕС) не зводиться до аналізу індивідів як кори-
стувачів. Ефективність виробництва суттєво залежить від характерис-
тик персоналу виробничої системи. Як базовий аналог цієї області ви-
брано роботи Р. Аккофа [4, 5], де моделі індивіда, особистості, 
соціальних груп від малої формальної групи до держави аксіоматично 
виводяться з моделей фізики і математики. Цінність моделей Р. Акко-
фа – можливість створення на їх основі нових моделей для нових про-
блем функціонування і розвитку виробництва. Ціль і методологія 
створення цих моделей – в назві монографії [5]: «Ідеалізоване проек-
тування: Як вирішити завтрашню кризу сьогодні».  

Найближчими за методологією і математичним обґрунтуванням 
виявились роботи Р. Фейджина [295–296], де подано цілісне поєднан-
ня методології, математичного обґрунтування системою теорем, оріє-
нтація на актуальне практичне застосування оптимального агрегуван-
ня запитів до великих баз даних, інтеграція класичної математики і 
прикладного програмування. В даній роботі розроблено і досліджено 
оптимальне агрегування для виробничих систем. 

В результаті аналізу виконано деталізацію методологічних основ і 
визначено місце роботи в існуючих наукових дослідженнях (рис. 1.2). 

В цілому комплексний аналіз літератури показав, що вибрано 
дійсно актуальний і перспективний напрям досліджень, однак майже 
всі знайдені аналоги, крім роботи Р. Фейджина, використовують метои 
і підходи з використанням формальних математичних обмежень, мета 
яких – ввести задачу в рамки відомих моделей і методів. Задача 
моделювання процесів розвитку розподілених виробничих систем має 
низку відкритих питань: розробка обчислювальних методів 
моделювання, придатних для систем з довільними функціями 
виробництва і «навчання» елементів; упорядкування і узагальнення 
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відомих результатів з декомпозиційного підходу до моделювання, 
розробка моделей процесів розвитку виробничих систем з ураху-
ванням ефектів освоєння. Все це в комплексі обумовлює актуальність 
даної монографії.  

Рисунок 1.2 – Місце роботи в наукових дослідженнях процесів 
функціонування і розвитку виробничих систем 

1.1.2 Нові технології в проектуванні і управлінні виробничими 
системами – орієнтація на моделювання 

Нові вимоги до створення нових моделей для нових виробів і ви-
робничих систем обумовлюють необхідність нових методологій роз-
робки і адаптації моделей до змін об’єкта моделювання в процесі його 
розвитку. Виконано узагальнення численних публікацій різного рівня 
з цієї тематики. 

У високорозвиненому суспільстві математики, софтдизайнери і, 
взагалі, спеціалісти з вищою освітою – стратегічний ресурс. Зокрема, 
названі професії входять до першої десятки рейтингового списку з 
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2000 професій, складеного в 2000 році в США. За останні 50 років на-
ука, техніка і технологія пройшли і проходять через низку структур-
них, не завжди прогнозованих змін. Це високі технології, високі темпи 
зміни моделей виробів, глобалізація виробництва і ринків. У зв’язку з 
великою швидкістю зміни технологій, потреб, невизначеністю, вели-
ким попитом користуються персональні аналітичні системи прогнозу-
вання: «порадники», «помічники», «агенти», «експерти», «бізнес-
аналітики», «предиктори». Масові програми такого призначення з ба-
гатьох причин є фактично іграшками. Для того, щоб вижити, спеціа-
ліст повинен вміти на дуже обмеженому статистичному матеріалі 
створювати моделі для прогнозування. Першим призначенням систем 
моделей – об’єктів даної роботи, є виробничі системи, другим – засо-
би навчання на базі створення моделей виробничих систем.  

Створення сучасної технічної системи можна подати як два пара-
лельних взаємодіючих процеси: процес створення, уточнення, моди-
фікації імітаційної моделі системи і процес підвищення ступеня реа-
льності системи, що проектується. На рис. 1.3 подано узагальнену 
схему орієнтованого на комп’ютер процесу проектування. Сьогодні 
80–90 % проектування та випробувань виконуються в режимі імітацій-
ного моделювання. Реально в процесі проектування використовується 
складний комплекс моделей, що взаємно доповнюються і контролю-
ються, можуть замінювати будь-який компонент реальної системи. 
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Рисунок 1.3 – Узагальнена схема процесу проектування 
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Проблема тут зовсім не в тому, щоб навчити спеціаліста користу-
ватись якимись існуючими моделями. Сучасний спеціаліст повинен 
бути певним чином конструктором і технологом моделей, потрібних 
на його робочому місці. Одним з важливих аспектів цієї проблеми є 
розробка орієнтованих на комп’ютеризовані робочі місця і 
комп’ютеризоване навчання з використанням спеціалізованих про-
грамних засобів для моделювання соціо-техніко-екологічних систем, 
ядром яких є виробничі системи [268], а також розробка раціональних 
технологій створення програмно-методичного забезпечення. 

Причини широкого використання моделей і моделювання в проек-
туванні і управлінні виробничими системами – суттєві ускладнення 
виробничих систем і потенційно необмежені можливості програмно-
апаратних засобів. Сучасні виробничі системи якісно відрізняються 
від систем епохи індустріального виробництва 1900–1970 років. Вве-
демо класифікацію, де усі змінні класифікаційного простору систем 
мають одну розмірність – час. Виробничі системи класифікуються за їх 
локалізацією в просторі параметрів: τ1=Тп/Тц – середній період компе-
нсації наслідків середньої аварії (або просто помилки в управлінні сис-
темою); τ2=Тз/Тц – запізнення реалізації рішень; τ3= Тм/Тц – період 
зміни системи (напівоновлення); τ4=Тг/Тц – часовий горизонт прогно-
зування. В цих залежностях: Тц – тривалість життєвого циклу системи; 
Тп = Сп/Ов – середній час компенсації наслідків середньої помилки; Сп 
– середня вартість втрат від помилки; Ов – темп повернення капіталов-
кладень; Тз, Тм, Тг – розмірні значення відповідних параметрів. За 
останні десятиріччя змінились відношення у тріаді τ2, τ3, τ4 (запізнення 
реалізації, період напівоновлення, горизонт прогнозування). Так деякі 
із існуючих систем мають τ2>τ4, тобто: запізнення реалізації > горизон-
ту прогнозування і τ3>τ4, період напівоновлення > горизонту прогнозу-
вання (рис. 1.4). 

Розглянемо приклад задекларованого «предметного» підходу до 
вивчення і дослідження моделей – аналогів. На рис. 1.5 послідовно 
подані робочі моделі: 

– модель макроекономічного циклу Самуельсона–Хікса;
– імітаційна модель «розорення гравця»;
– імітаційна модель «М виробників, один продукт», зібрана на базі

стандартних економетричних моделей [1, 5, 10, 20, 21, 166, 183]. 
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Рисунок 1.4 – Еволюція характеристик виробничих систем

Модель 1 – агрегована, лінійна апроксимація, моделі 2 і 3 – іміта-
ційні, в них відтворюється поведінка кожного елемента з урахуванням 
невизначеностей. На 3D-графіках подані сумісно процеси для кожного 
елемента і всієї системи. Моделі техніко-економічних циклів, дослі-
джених Н. Кондратьєвим [316] і С. Кузнецом [317] були створені в 
епоху індустріального виробництва, коли не було комп’ютерів. 
Н. Кондратьєв використовував нелінійні моделі росту з обмеженням, 
коли ще не було створене лінійне програмування. 

Рисунок 1.5 – Інформаційна технологія конструювання моделей: 
приклад предметного аналізу аналогів і прототипів 

Модель Самуельсона–Хікса 
Початкові умови  нац. дохід 

 ; .; 

схильність до спожив.

фактор акселерації 

баз. рівень споживання.

державне споживання 

Модель для систем 
«виробники, продукти» 

Потенц. ринок 

Стартовий ринок 

Стартовий капітал 

Число фірм        

Число кроків 

Період модел. 

Модель «казино» 
(«розорення гравця») 

Стартовий капітал  

Імовірність успіху 

Число «гравців» 

Число кроків 

Число кроків 

Наш виграш 

Сумарний капітал гравців 

Банкрутства 

Сумарне виробництво 

1 3 2 
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Сьогодні на базі коректних словесних моделей СТЕС можливо зі-
брати коректну робочу модель, що відтворює коливання, подібні «до-
вгим хвилям Кондратьєва» (див. графік 3 для моделі 1 на рис. 1.5).  

1.2 Базові задачі моделювання і оптимізації виробничих систем 

Будь-яка працездатна система конструювання базується на бібліо-
теці базових елементів і попередніх розробок. Для задач розвитку ви-
робничих систем в якості базових моделей за результатами аналізу лі-
тератури вибрано моделі Р. Беллмана: задачу розподілу, 
багатокрокову задачу розвитку, задачу постачання при невизначеності 
потреб. Далі наведено «предметний аналіз» цих моделей, результати 
якого дозволили створити нові моделі розвитку. 

1.2.1 Задача розподілу 

Р. Беллман назвав задачу розподілу ресурсу в багатокрокових 
процесах «задачею розподілу» [25]. Саме ця задача є у нього наскріз-
ним прикладом для методу динамічного програмування. По суті це 
задача оптимізації розвитку виробничих систем, яка була досить пов-
но досліджена 50 років тому Р. Беллманом і особливо актуальною ста-
ла сьогодні через підвищення темпів технічного прогресу. 

Постановка одновимірної задачі. Розглядаємо задачу визначення 
максимуму функціоналу 

( ) ( )∫=
T

dtyxFyJ
0

, ,     (1.1) 

де функції ( ) ( )tytx ,  зв’язані диференційним рівнянням 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 00,, >== cxtytxGtx
dt
d ,      (1.2) 

і на функцію ( )ty  накладено обмеження 

xy ≤≤0 .    (1.3) 

Функції ( )yxF ,  та ( )yxG ,  вважаються заданими. За відсутності 
обмежень – це класична задача варіаційного числення, за наявності 
обмеження – це окремий випадок задачі Больца.  
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Розглядаючи розв’язання окремих випадків задачі можна побачи-
ли, що розв’язання може мати три інтервали («все в розвиток», «про-
порційно», «все в накопичення»). Розглянемо логіку розв’язання уза-
гальненої задачі розподілу. При виконанні певних «природних» умов 
розв’язання має такий вигляд: 

( ) ( )txty =  при  10 tt ≤≤ – «все в розвиток»;

( ) ( )txty <<0  при  21 ttt ≤≤ – «ейлерева ділянка»;

( ) 0=ty при  Ttt ≤≤2 – «все в накопичення».

Припускаємо, що функції ( )yxF ,  та ( )yxG ,  задовольняють такі
умови: 

а) функції F та G належать до класу 2C , тобто мають неперервні 
частинні похідні другого порядку; 

б) існують константи rqp ,, такі, що ( ) rxqyxGxp +⋅<<⋅ ,  при
0>x , xy <<0 ; 

в) функція yG , тобто частинна похідна 
( )
y

yxG
∂

∂ ,
, набуває значення 

тільки одного знаку: або 0>yG , або 0<yG  при усіх значеннях yx, , 

що задовольняють умови .0,0 xyx <<>  
Умова б) означає, що на інтервалі ( )T,0  функція ( )tx  буде (в силу

диференціального рівняння (1.2)) обмежена додатними константами 

( ) Mtxm ≤≤<0 .  (1.4) 

Постановка багатовимірної задачі. Багатовимірна задача не 
створює принципово нових проблем крім чисто кількісної проблеми 
розмірності. Розглядаємо задачу визначення максимуму функціоналу 

( ) ( )( )∫=
T

dttytxFJ
0

, ,      (1.5) 

де ( )Nxxxx ,..,, 21=  – вектор стану (темпи виробництва), 
( )Nyyyy ,..,, 21=  – вектор управління. 
Вектор-функції ( ) ( )tytx ,  зв’язані системою диференційних рівнянь 
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( ) ( )( ) ( ) NicxtytxGx
dt
d

iiii ..1,00,, =>==  (1.6) 

і на вектор-функцію управління ( )ty  накладено обмеження 

Nixy ii ..1,0 =≤≤ .     (1.7) 

Функції ( )yxF ,  та ( )yxG ,  вважаються заданими. 
Розв’язання багатовимірної задачі в загальному випадку теж має 

ділянки «все в розвиток», «ейлерева ділянка», «все в накопичення» 
[24, 25]. Окремий випадок – задача Марковиця–Беллмана [26]. В да-
ному випадку критерій і обмеження є адитивними функціями. Біль-
шість актуальних практичних задач належать саме до цього підкласу 
задач розподілення.  

В децентралізованій системі виробляються N  видів продукції. 
Темпи випуску продукції дорівнюють ( ) ( ) ( )txtxtx N..,,, 21 . Продукція 
може йти або в накопичення, або на збільшення виробничих потужно-
стей. Задано рівняння динаміки виробничих потужностей 

( ) ( )( ) ( )( )iiiii utxsfintyfintx
dt
d

⋅== , 

де ( )( )tyfin ii  – функція розвитку для і-го виробництва, що належить до
класу невід’ємних функцій, що зростають не строго монотонно; 

( ) ( )∑
=

=
N

j
j txtxs

1
 – сумарне виробництво в момент t; ( ) 10 ≤≤ tui – управ-

ління, відповідно, це частка сумарних поточних ресурсів, що виділя-
ється в поточний момент для розширення виробничих потужностей по 
і-му продукту.  

Для управлінь виконується умова нормування (обмеження на 

управління): ( ) ( ) ,1
1

=+∑
=

N

j
j tunaktu де 10 ≤≤ unak  – частка ресурсів, 

що йде в накопичення. Потрібно визначити оптимальну стратегію ро-
звитку – вектор-функцію ( )tuop , що максимізує інтегральний критерій 
– сумарний накопичений випуск за плановий період Т

( ) ( ) .
0

1
∫ ∑ ⋅








=

=

T N

j
jN dttunaktxJ  
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На відміну від більшості робіт з оптимізації того часу і сучасних 
Беллман не обмежувався випадком випуклих і гладких функцій F  та 
G . Він отримав і проаналізував розв’язання задачі розподілення для 
випадків випуклих та невипуклих функцій і отримав загальні 
розв’язання задачі альтернативними методами – варіаційного числен-
ня і динамічного програмування. Беллман знайшов загальний метод 
розв’язання таких задач для випадку лінійних рівнянь динаміки виро-
бничих потужностей. Оптимальні управління (стратегії) в цьому ви-
падку є розривними – вони складаються з двох інтервалів – «все в ро-
звиток», «все в накопичення». Складність рівнянь для визначення 
відповідних моментів переключення управлінь швидко зростає з рос-
том розмірності виробничої системи. 

1.2.2 Багатокрокова задача розвитку 

Розглянемо спочатку одновимірну (однопродуктову) задачу роз-
поділу. Задано:  

– диференціальне рівняння процесу розвитку виробництва

( ) 0,)( 111111 >⋅= atyatx
dt
d

;       (1.8) 

– початкове значення темпу виробництва t = 0: 11 )0( cx = ; 
– критерій оптимізації (функціонал)

∫ −=
T

dttytxJ
0

1 ))()(( ;      (1.9) 

– ціль оптимізації: максимум функціоналу (1.9);
– змінна управління у(t), обмеження управління )()( txty ≤  (розвиток

за рахунок власних поточних ресурсів). 
Розв'язання задачі. Розв'яжемо диференціальне рівняння процесу 

відносно х: 

)()( 1111 tyatx
dt
d

⋅= ; dttyadx ⋅⋅= )(1111 ; інтегруємо та отримуємо 

∫ ⋅⋅+=
t

dttyactx
0

11111 )()( .     (1.10) 
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Підставимо (1.10) у функціонал (1.9): 
 

∫ ∫ ⋅





 −⋅+=

T t

dttydttyacJ
0

1
0

1111111 )()( ,                      (1.11) 

 
де y1(t) задовольняє умову: 

 

∫⋅+≤≤
t

dttyacty
0

11111 )()(0 .                              (1.12) 

 
Очевидно, права частина нерівності – це вираз для х1 (1.10). Змі-

нюємо порядок інтегрування в (1.11) і отримуємо 
 

∫ ⋅⋅−−⋅+⋅=
T

dttytTaTcJ
0

1111111 )()1)(( .                  (1.13) 

 
Множник )1)(( 11 −−⋅ tTa  в (1.13) – функція часу. За умови: t = 0, 

та 111 >⋅Ta , ця функція спочатку є додатною, але в певний момент 

1Tt =  стає меншою нуля. Неважко визначити момент переключення 
управління 

 

11

11
1111

1;01)(
a
TaTTTa −⋅

==−−⋅ . 

 
При заданих нами додаткових умовах відносно 11a  і Т, що є при-

родними, функція )(1 ty  повинна бути максимально можливою на ін-
тервалі, де перший множник додатний, і нульовою, там де він від'єм-
ний. Тобто, в момент часу 1T  має місце «переключення» управління з 
стратегії «усе в розвиток виробництва» в стратегію «усе в накопичен-
ня». Записуємо вираз для оптимального управління 

 

.,0

;0,)(
)(

1

1
0

1111
1

TtT

Ttdttyac
ty

t

≤≤

≤≤⋅⋅+
= ∫                      (1.14) 
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Отримаємо явний вираз для 1)(ty . Диференціюємо (1.14): 
 

( ) ∫ ⋅⋅+=
t

dttyacty
0

11111 )( ; ( ) ( )tyaty
dt
d

1111 ⋅= ; 

( ) ( ) 01111 =⋅− tyaty
dt
d . 

 

Розв’язання цього рівняння ( ) taecty ⋅⋅= 11
11  – до моменту переклю-

чення 1T . Після того, як оптимальне управління знайдено, його реалі-
зація та моделювання процесів розвитку однопродуктової системи є 
тривіальними. 

Двовимірна задача Марковиця–Беллмана. Розв'язання багато-
вимірних задач такого класу має ту ж структуру і властивості, але від-
повідно воно більш трудомістке і складне. Оцінимо вплив розмірності 
на конкретному прикладі двовимірної задачі.  

Задано: – систему диференціальних рівнянь процесу розширення 
виробництва 

 

22212122121111 ; yayax
dt
dyayax

dt
d

⋅+⋅=⋅+⋅= ,          (1.15) 

 
– коефіцієнти якої задовольняють обмеження 

2,1,2,1,0 ==≥ jiaij ;  

– початкові значення темпів виробництва t = 0: x(0)1=c1; x(0)2=c2; 
– критерій оптимізації (функціонал)  

 

∫ +=
T

dtzzJ
0

212 )( ,                                   (1.16) 

 

де 222111 , yxzyxz −=−= ; ціль оптимізації: максимум функціоналу 
(1.16); змінні управління y1(t), y2(t), обмеження управління y1(t) ≤ x1(t), 
y2(t) ≤ y2(t). Далі за замовчуванням записуємо x1, y1, замість x1(t), y1(t). 

Подаємо розв’язання системи диференціальних рівнянь процесу 
розвитку [25] (1.15). Інтегруємо і отримуємо: 

2,1,)()()(
0

22
0

11 =⋅+⋅+= ∫∫ idttyadttyactx
t

i

t

iii .            (1.17) 
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Підставимо (1.17) у функціонал (1.16): 

∫ ∫ ∫ 







−⋅+⋅+=

T t t

dtydtyadtyacJ
0 0 0

121211112   

∫ ∫ ∫ 





 −+⋅++

T t t

dtydtyadtyac
0 0 0

22221212 ,            (1.18) 

 

де y(t)i задовольняє умову 
 

2,1,)()(0
0

1 =⋅+≤≤ ∫ idttyacty
t

iiii .                  (1.19) 

 

Праві частини нерівностей (1.19) – це вирази (1.17) для х1, х2. 
Змінюємо порядок інтегрування у (1.18) і отримуємо 
 

( ) ( )∫ ∫ ⋅−−++⋅−−+⋅⋅+=
T T

dtytTaadtytTaaTccJ
0 0

2221212111212 ]1)([]1)([)( .
 

У цьому виразі множники ( ) ( ) ]1)([],1)([ 22122111 −−+−−+ tTaatTaa  
є функціями часу, що не залежать від управління. Тому для максимі-
зації функціоналу потрібно управління 1y  та 2y  вибирати так, щоб ве-
личина їх була максимально можливою, коли вирази у дужках додат-
ні, і нульовими, коли – від’ємні. Таким чином, стратегія управління 
має бути такою: спочатку всі ресурси системи йдуть на розширення 
виробництва, після певних моментів T1, Т2 все вже йде у накопичен-
ня, а виробничі потужності залишаються постійними. Визначимо мо-
менти переключення управління за допомогою символьного блока 
розв’язання систем рівнянь. 

Given – початок блока, вводимо систему рівнянь 
 

( 11 21)( 1) 1 0a a T T+ − − = ; ( 12 22)( 2) 1 0a a T T+ − − = ; 

 – кінець блока, виводимо розв’язання у символьному вигляді 

( )11 21 1
( 11 21)( 1, 2)

( 12 22 1)
( 12 22)

T a T a
a aFind T T

T a T a
a a

⋅ + ⋅ − 
 + →
 ⋅ + ⋅ −
 + 

,               ( )11 21 1
1

11 21
a a T

T
a a
+ ⋅ −

=
+

,  

( )12 22 1
2

12 22
a a T

T
a a
+ ⋅ −

=
+

.                                    (1.20) 
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За рахунок перестановки рівнянь можна зробити T2 > T1. В [25] 
доведено, існування моменту T3: T1 ≤ T3 ≤ T2 переключення другого 
управління. Визначити аналітично цей момент для систем вище тре-
тього порядку майже неможливо. Однак для практики досить знання 
про інтервал для T3. Таким чином, максимум критерію за період часу 
Т при заданих обмеженнях досягається при стратегії: 

− накопичення першого продукту 01 =z  при 0 ≤ t ≤ T3; 
− накопичення другого продукту 02 =z  при 0 ≤ t ≤ T2; 
− витрати на розширення першого виробництва 01 =y при T3 ≤ t ≤ T; 
− витрати на розширення другого виробництва 02 =y  при T2 ≤ t ≤ T. 
У підсумку ми можемо побудувати систему оптимального управ-

ління, де на кожному кроці процесу знаходяться 1y  та 2y , що забезпе-
чують максимум критерію (1.19). На рис. 1.6 подано приклад резуль-
татів моделювання.  

 
Рисунок 1.6 – Моделювання оптимального процесу розвитку виробничої системи 

 

За результатами дослідження моделі розвитку (1.15)–(1.20) розро-
блено узагальнену модель для систем довільного порядку з довільни-
ми функціями розвитку і виробництва, з урахуванням кредитів і об-
межень потреб в продукті виробництва. Для оптимізації вибрано 
метод принципу максимуму. 
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1.2.3 Задачі обміну ресурсами 

Сучасні виробничі системи працюють в специфічних режимах, 
зміст яких – суттєва залежність конкретного виробника від потреб 
споживачів в продукті і дій інших виробників. Це вимагає розширення 
границь виробничої системи, відповідного перевизначення самого по-
няття «виробнича система», і потім побудови нових математичних 
моделей. Розширення границь об’єкта «виробнича система» не є фор-
мальною процедурою, а обумовлена також реальними змінами в стру-
ктурі виробничих організацій. Зокрема, сьогодні в певних галузях ма-
ють місце тенденції до вертикальної інтеграції – включення до складу 
виробничої системи підрозділів постачання продукції, обслуговування 
споживачів, постачальників сировини і комплектуючих. Процеси вза-
ємодії між виробниками, постачальниками, користувачами описують-
ся узагальненими математичними моделями обміну – продуктами, ре-
сурсами, інформацією. Загальні особливості цих моделей – суттєва 
нелінійність, наявність декількох станів рівноваги, залежність перехі-
дних процесів, стійкості від початкових умов.  

Задача балансу потреб і обсягів виробництва. Були реалізовані і 
досліджені відомі моделі обміну ресурсами, зроблено власні модифі-
кації цих моделей. Результати досліджень увійшли в навчальні посіб-
ники [35–40]. Розглянемо задачі управління розподіленими, неліній-
ними дискретними системами класу «потреби-випуск». Ціль 
моделювання – визначення стану рівноваги, ціль управління – утри-
мання системи в стані рівноваги з малими помилками і малими витра-
тами ресурсів на управління. 

Постановка задачі, інтерпретації. Подаємо словесний опис еле-
ментарної задачі класу «потреби–випуск». В системі є два елементи 
As, Ad, один з яких виробляє певний ресурс, другий – використовує 
цей ресурс. Ресурс характеризується «ціною» p, яка залежить від ста-
ну системи. Обсяги обміну ресурсами визначаються функціями Fd(p), 
Fs(p) (d – demand, s – supply). Вважаємо, що виробництво одразу вста-
новлюється на рівні потреби, що потреби при зміні ціни змінюються 
згідно з функцією «ціна–потреби». Це ідеалізація – зміна потреби і 
випуску проходить не миттєво, а з певною інерційністю та запізнен-
ням, що приводить до коливань цін, потреби і випуску і, навіть, до не-
стійкості системи обміну. 

У [190, 197, 200] розглядаються спрощені, лінійні моделі «вироб-
ництво – потреби». Поставимо задачу побудови узагальненої моделі 
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«виробництво – потреби»: для довільних функцій потреби і виробниц-
тва; з урахуванням запізнень; з урахуванням випадкових збурень; з 
урахуванням ажіотажних потреб. 

На рис. 1.7 подано приклад перехідного процесу встановлення рі-
вноваги потреби і випуску. Ключові параметри системи – крок онов-
лення цін Dt та «коефіцієнт підсилення» Kс – величина корекції ціни 
на кожному кроці процесу.  

 

 
Рисунок 1.7 – Процеси встановлення рівноваги в системі  

«потреби-випуск» з урахуванням інерційності та ажіотажних ефектів» 

Неважко побачити, що ми маємо типову задачу аналізу і синтезу 
нелінійної динамічної системи методами теорії автоматичного управ-
ління. Для нелінійних систем такого класу звичайно використовують 
методи фазового простору. Можемо бачити, що запізнення реакції та 
ефекти ажіотажу та раціональної поведінки споживачів дестабілізу-
ють систему. Це відомо, але моделювання дає інструмент для кількіс-
ної оцінки усталених значень параметрів процесу. 

Задачі обміну з симетричною інформаційною структурою. 
Спеціалісти з фізики, біології, екології, різних галузей техніки можуть 
знайти в своїй професійній області задачі, що досить адекватно відо-
бражуються моделями обміну узагальненими ресурсами. Тому «виро-
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бники», «споживачі», «продукти», «ресурси» – звичні етикетки для 
абстрактних понять, що можуть мати різні інтерпретації в різних галу-
зях науки і техніки. 

Наприклад, обчислювальну мережу авіаносця можна побудувати 
за принципами децентралізованої системи з «ринком» задач, що пот-
рібно виконувати в мережі. Елементи обчислювальної мережі «купу-
ють» і «продають» задачі, «обмінюються» задачами. Така структура 
використана для забезпечення відмовостійкості системи. В [10, 11, 33, 
35, 41, 42, 45, 61, 63, 74, 90, 91] розглянуто задачу моделювання від-
мовостійкої автоматизованої системи управління виробництвом на 
основі концепції обміну ресурсами між елементами обчислювальної 
мережі. 

Моделі натурального обміну. Зазвичай моделі обміну ресурсами 
між технічними системами зводяться до введення цін, попиту, пропо-
зиції, тобто категорій економіки. Натуральний обмін вважається давно 
минулим, пройденим етапом. Однак глобалізація і екологізація вироб-
ництв вимагають використання і розробки моделей безпосереднього 
обміну ресурсами. 

Розглянемо приклад моделювання і дослідження системи «натура-
льного обміну». Ця модель [195] може мати багато інтерпретацій. Нас 
цікавить математична структура і властивості розв’язання для системи 
з таким механізмом обміну. В сучасних умовах натуральний обмін є 
більш природним і прогресивним ніж звичний грошовий обмін, що вже 
став причиною катастрофічних нестабільностей глобалізованого світу.  

Словесна постановка задачі: елементи на кожному періоді виробля-
ють продукти А і Б в кількостях відповідно х1 і х2. Вони обмінюються 
продуктами за правилом: кожний віддає іншому q-ту частку свого про-
дукту (0<q<1). Після обміну вони матимуть набори продуктів:  
(1-q)·x, q·y i (1-q)·y, q·x. У кожного виробника залишається частка  
p = 1–q свого продукту, тоді отримаємо такі вирази для часток продук-
тів, що їх отримують перший і другий виробники p·x, q·y i p·y, q·x. Треба 
розробити модель для дослідження динаміки і статики процесів обміну. 

Диференціальні рівняння темпів виробництва задані такими [159]: 

1 ;
1 2 1 2

2 .
1 2 1 2

dx p p
dt p x q x
dx p p
dt q x p x

= − ⋅ + ⋅ + 

= −
⋅ + ⋅ + 

   (1.21) 
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Отримано робочу модель в формі, що відповідає стандартам мови 
математики. Для проведення досліджень і об’єднання робочих моде-
лей в більш складні системи розроблено робочу модель в формі про-
грамного модуля або функції користувача, що бере певні вхідні пара-
метри і повертає те, що обумовлено цільовим призначенням програми. 
На рис. 1.8 подано приклад дослідження нелінійної системи обміну 
для чотирьох наборів вхідних даних: 

– пропорції обміну pn: = 0,6; qn: = 1 – p; pm: = 0,14; qm: = 1 – p; 
– початкові стани xn1: = 3,5; xn2: = 3; xm1: = 3; xm2: = 10. 
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Рисунок 1.8 – Аналіз впливу початкових умов на процеси  
в системі з «натуральним» обміном  

Ця найпростіша за механізмом розподілу і за складністю реалізації 
система має досить складну, іноді антиінтуїтивну поведінку: 

– при певних початкових умовах, один з елементів припиняє ви-
робництво; 

– при певних пропорціях розподілу система приходить до стану 
рівноваги. 

Ця абстрактна модель – основа для задач обміну, де поняття ціни 
не має інтерпретації, а вирішальними факторами можуть бути цін-
ність, витрати, накопичення і трансформації ресурсів. Одна з інтерп-
ретацій цієї задачі: країни А і Б обмінюють нафту на пепсіколу. Дослі-
дити результати такого обміну. Сьогодні актуальними є задачі імпорто-
заміщення, експортонезалежності, управління комплектацією вироб-
ництва і управління конфігурацією продукту виробництва. 
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Методи оптимізації на базі принципів ринкового обміну. Розг-
лянемо задачі управління розподіленими, нелінійними дискретними 
системами класу «обмін ресурсами». Розподілені системи з обміном 
ресурсами – це певний клас задач теорій оптимізації і управління, що 
давно завоював право на існування як клас абстрактних математичних 
моделей і задач. Як і всякий фундаментальний напрямок, абстрактні 
задачі обміну ресурсами, має численні ефективні і ефектні практичні 
застосування. Призначення цих моделей – бути базою для побудови 
методів оптимізації складних розподілених систем. 

Постановка базової задачі обміну ресурсами. Розглядається сис-
тема з М елементів, що обмінюються за певними правилами деякими 
ресурсами N видів. Кожен елемент має початковий запас ресурсів  
y = (у1, у2, ..., уN), де у – N-вимірний вектор. На кожному кроці функціо-
нування системи кожен елемент намагається поміняти вектор запасів 
у на х так, щоб максимізувати свою функцію корисності uk(x) за умо-
ви, що ціна бажаного набору (вектору) ресурсів х в поточних цінах 
дорівнює ціні початкового набору y. 

Функція корисності u(x1, x2, ..., xN) – монотонно зростаюча, додат-
на функція від усіх N аргументів – кількостей відповідних видів про-
дуктів чи ресурсів xі. Функції корисності є математичною моделлю 
для ситуації обміну продуктів: елемент має вектор ресурсів y = (у1, у2, 
..., уN) і бажає поміняти на вектор х = (х1, х2, ..., хN), такий що максимі-
зує функцію корисності u(x1, x2,..., xN) при обмеженні 

 

Capypypyp NN =⋅++⋅+⋅ ...2211 ,   (1.22) 
 

де (p1, p2, …, pN) – «вектор цін» – змінних, що формуються за певними 
процедурами.  

В математичному аспекті кожний елемент розв’язує задачу знахо-
дження максимуму функції N змінних при «бюджетному обмеженні» 
В більшості наукових робіт функції корисності апроксимують випук-
лими (вгору) функціями, мультиплікативними, або адитивними: 

( ) ( ) ( ) ( )21212
2

2
1

1211 ln2ln1,;, xxxxuxxxxu ⋅+⋅=⋅= αααα , (1.23) 

Як було показано В. Опойцевим, І. Екландом [239, 281], суттєвим 
для задач обміну є топологічний характер функції корисності, яка пе-
вним чином фіксує відношення переваги. Деталізуємо тепер процеду-
ри, що виконуються в системі з обміном ресурсами після того, як усі 
елементи визначили бажані вектори ресурсу х = (х1, х2, ..., хN). Назвемо 
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їх «заявками». Після цього визначаються сума наявних в системі ре-
сурсів Y, та сума заявок Х: 

 

( ) ( ) ∑∑
==

====
M

i
ijN

M

i
ijN xXXXXXyYYYYY

1
21

1
21 ;...,,,;;...,,, . 

 

Основне положення для систем з обміном ресурсами в тому, що 
швидкість зміни вектора «цін» p на види ресурсів пропорційна різниці 
Z = Х – Y. Ця різниця може бути і додатною і від'ємною. Назвемо її, не-
залежно від знаку, – «дефіцит». Класичне рівняння для задачі встано-
влення цін в системі обміну записується так: 

 

( )pZ
dt
dp

= ,     (1.24) 
 

де p – вектор цін; Z(p) – вектор дефіцитів. 
Таким чином результатом подання заявок є зміни у векторі цін 

згідно з (1.24). На кожному кроці процесу елементи коректують свої 
заявки з урахуванням зміни цін, а саме, зменшують кількість тих ре-
сурсів, що подорожчали, і навпаки. Дефіцит повинен зменшуватись і 
ціни прийдуть до стану рівноваги. Обсяг заявок стане рівним реальній 
кількості ресурсів і по досягненню такого стану рівноваги виконуєть-
ся реальний перерозподіл ресурсів згідно з останніми заявками. В 
цьому стані усі елементи одночасно досягають максимуму своїх функ-
цій корисності. Звичайно система в цілому має певний критерій опти-
мальності (цільову функцію) і при виконанні певних умов сумісності 
(що розглядаються далі) в стані рівноваги досягається також екстре-
мум критерію оптимальності в цілому.  

Тобто задача обміну ресурсами має іншу інтерпретацію – це алго-
ритм і процес пошуку екстремуму функції багатьох змінних: 

знайти значення екстремуму функції N×M змінних Foo(MX), 
де МХ – матриця з М стовпців, кожний з яких вектор з N компонентів, 
що трактуються як ресурси, що виділені певному елементу системи, 
при певному початковому розподілі ресурсів. 

Головна відмінність такого підходу до оптимізації від традиційних 
методів нелінійного програмування в тому, що ми паралельно 
розв’язуємо М задач оптимізації функцій корисності від N змінних. 
Зрозуміло, що знаходження екстремумів для М функцій від N змінних, 
набагато легша задача, ніж безпосереднє знаходження екстремуму 
функції N×M змінних. Перша головна перевага методу оптимізації на 
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базі обміну ресурсами – узгодженість цього методу з логікою і струк-
турою великої кількості важливих практичних задач. Друга перевага – 
самооптимізація: реальні елементи реальної системи, якщо вони фун-
кціонують за певними правилами, через певний час прийдуть у стан, 
що буде оптимальним для кожного елемента і системи в цілому [239]. 
Третя перевага методу – ефективне використання багатопроцесорних 
систем, можливість розподілу задачі по комп’ютерній мережі. 

Розробка програми моделювання процесів обміну з довільни-
ми цільовими функціями корисності. В даній роботі реалізовані пе-
вні відомі моделі в середовищах пакетів для моделювання, проведені 
дослідження на цих робочих моделях. Розглянуті моделі обміну отри-
мані за безкомп’ютерними технологіями. Для більшості випадків ана-
літичне розв'язання для задачі моделювання систем з обміном не іс-
нує. Узагальнимо розглянуті моделі – зробимо їх незалежними від 
виду функцій корисності елементів, розширимо їх для урахування за-
пізнень, виробництва, невизначеностей та ін. Розробимо інтерфейси 
для проведення досліджень і проведемо дослідження, щоб потім сві-
домо відмовитись від моделей такого класу. 

Дворівнева модель обміну. Реальні зв’язки між виробничими си-
стемами звичайно мають складну структуру, що частково є відобра-
женням регіональної та глобальної структури виробництва – вертика-
льну та горизонтальну інтеграцію/декомпозицію. Розглянемо простий 
приклад побудови моделі системи з дворівневим обміном [218]. 

Система складається (рис. 1.9) з поставника певного первинного 
ресурсу, двох підприємств, що виробляють два види продуктів для кі-
нцевих споживачів, що розподіляють свій власний ресурс для обміну 
так, щоб максимізувати власні функції корисності. Обмін ведеться че-
рез систему «аукціон». 

 

 
Рисунок 1.9 – Схема матеріальних потоків в системі 

 

Сформулюємо проблему оптимального розподілу ресурсу для та-
кої системи. Умова для відношення попиту і пропозиції продукції має 
вигляд 
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Умова для попиту і пропозиції продукції ресурсів 
 

.21 LsLdLd ≤+  
 

Функція корисності, яку максимізує споживач (покупець), 
 

( ) .max, 21 →YdYdfko  
 

В цих виразах прийняті такі позначення: iYs  – обсяг пропозиції 
(виробництва) по і-у продукту; iYd  – обсяг попиту (з боку споживача) 
на і-й продукт; Ls  – пропозиція ресурсу, яку поки вважаємо постій-
ною; iLd  – обсяг попиту на ресурс від і-го виробництва (підприємства); 

( )iLdFi  – виробнича функція і-го підприємства; ( )21,YdYdfko  – функція 
корисності споживача. 

На рис. 1.10 подано блок введення і графіки перехідних процесів.  
 

 
Рисунок 1.10 – Перехідний процес в дворівневій системі обміну. Стійкий процес 
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При вибраних значеннях параметрів α, β, γ маємо стійкі процеси 

встановлення цін, баланси попиту і пропозиції, розподіл ресурсів між 
виробництвами. Фактично ми маємо нелінійну імпульсну екстремаль-
ну двоконтурну систему автоматичного регулювання цін сировини і 
продуктів із умови балансу попиту і пропозиції по всіх продуктах в 
системі: сировині, продукту 1, продукту 2 (див. рис. 1.10). Вибір па-
раметрів системи регулювання – це окрема задача синтезу регулятора. 
Стійкі процеси на рис. 1.10 суттєво змінюються при незначній зміні 
параметрів регулятора (рис. 1.11).  
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Рисунок 1.11 – Приклади періодично нестійких перехідних процесів 

в дворівневій системі обміну 
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В системі виникає складний режим з ділянками відносної стабіль-
ності і нелінійними коливаннями великої амплітуди. В [218] та інших 
подібних джерелах виникнення нестійкості при малих змінах параме-
трів не згадується. У підсумку, розробка робочої математичної моделі 
і проведення на ній більш широких досліджень, ніж в першоджерелі, 
привела до створення нового «генератора результатів», задач і понять. 
Таким чином модель в ситуаціях інноваційних проектів стає джерелом 
нових знань про властивості майбутнього об’єкта. Бачимо певну поді-
бність форми коливань загального дефіциту в системі до «довгих 
хвиль Кондратьєва», особливість яких – довгий період стабільності 
певної змінної і короткий період її суттєвого падіння, обумовлений 
модернізаціями виробництва. Розглянуті приклади «предметних» дос-
ліджень – незначна частка реалізацій певних базових моделей, що 
увійшли до монографій [33, 34] і навчальних посібників [35–40]. Мо-
жливості таких робочих моделей виходять за рамки конкретного при-
значення – це елементи інтеграції навчання, наукових досліджень і 
практики, що аналізуються в [202, 203, 206, 207]. 

 
1.3 Узагальнення на рівні теоретико-множинних моделей 

 

В попередніх підрозділах ми розглянули типові задачі побудови 
моделей і моделювання для розподілених виробничих систем. Особ-
ливості відібраних задач в тому, що вони всі були реалізовані в сере-
довищах математичних пакетів і доведені до кінцевих результатів – 
процесів функціонування і розвитку. 

Виділимо, класифікуємо і узагальнимо постановки задач моделю-
вання. Почнемо з найбільш загальних і найменш конструктивних – 
теоретико-множинних моделей. Ці моделі – перший етап структуру-
вання системи [155–158, 175, 228–230, 239, 244]. Саме на цьому етапі 
можна побачити спільне в задачах оптимізації процесів в системі при 
невизначеностях, відмовах і в номінальних умовах. Сьогодні в техніці 
задачі забезпечення ефективності в номінальних умовах розділені на 
дві задачі, що розв’язуються послідовно і окремо: спочатку розробка 
системи оптимальної для номінальних умов, потім – забезпечення на-
дійності вже розробленої технічної системи. Така декомпозиція задачі 
розробки системи. Однак сьогодні не існує завершених моделей проек-
тування одночасно ефективної і надійної системи. Для найбільш загаль-
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ного опису проблеми використовуватимемо таку систему абстрактних 
відношень [32, 263, 264]: 

) ,
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) ,

) ,

) ,

) ,
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б P Y W U

в F U Y J
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    (1.25)
 

де відповідні відношення стосовно вирішуваної проблеми інтерпре-
туються як відношення: а) об'єкта S з входами: управлінням U, збу-
ренням V і виходом (станом) Y; б) регулятора Р з входами Y і W та ви-
ходом U; в) критеріальної оцінки F з входами U і Y та виходом J (J – 
множина функціональних критеріальних оцінок або простір критеріа-
льних станів); г) G агрегування з входами K та J (J – множина уза-
гальнених вагових параметрів) і виходом I, I – множина агрегованих 
критеріальних оцінок (станів), потрібних для комплексної характерис-
тики системи; д) та е) специфікації входів – множин V і K відповідно – 
припустимих; ж) відношення R глобальної цілеспрямованості або гло-
бальної задовільності системи. 

Для початкової класифікації ситуацій будемо вважати, що змінні 
Y, U, V можуть бути доступними, або недоступними для безпосеред-
нього вимірювання (спостереження), і відношення S, Р, F можуть бути 
відомими (F – математична модель (ММ) збурень) або невідомими. 
Тоді в інформаційному аспекті проблему управління виробничою сис-
темою можна подати двома наборами: а) змінних: YnєY; Un є U; Vn є 
V; б) відношень (математичних моделей) S, P, F де Y, U, V – множини 
станів об'єкта, управлінь і збурень відповідно; S, Р, F – математичні 
моделі відповідно об'єкта, регулятора, збурень. Таким чином, подання 
системи (1.25) породжує функціональну декомпозицію задачі побудо-
ви системи моделей функціонування керованої і збурюваної виробни-
чих систем. Декомпозиція традиційно розглядається як засіб спро-
щення математичних моделей, для забезпечення можливості 
застосування розвинених методів аналізу і синтезу лінійних динаміч-
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них систем. Декомпозиція заснована на розбитті розширеного просто-
ру стану TUXG   початкової ММ системи 

XxUuTtuxtfX  ;;),,,(  

на підобласті 111121 ,...,, TUXGGG   в межах яких об'єкт може бути 

представлений лінійною нестаціонарною uuxtBx  ),,( 001  або лі-

нійною з параметрами, що лінійно змінюються в часі, або лінійною 
стаціонарною ММ: 
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де 000 ,, tux  «центри» областей визначення відповідних моделей; 

 XU ,  малі відхилення керованих змінних, що управляють; t  

інтервал часу, в межах якого зберігається лінійність зміни параметрів 
лінеаризованої ММ. 

Задача ідентифікації реального об'єкта зводиться до добре відпра-
цьованих задач ідентифікації лінійних моделей в їх областях визна-

чення ...,, 21 GG  На жаль, такий підхід може бути застосований тільки 

до «гладких» динамічних систем [230], тоді як для реальних об'єктів 
характерні дискретність, негрубість, невипуклість і негладкість харак-
теристик. Найбільш зручними в сенсі адаптації структури моделей по 
входу-виходу об'єкта є ортогональні моделі: 
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розрізняють різні оператори )( pWi . У роботі [228] детально розгляда-
ється проблема ідентифікації як проблема побудови адекватних ММ 
об'єкта шляхом агрегування інформації, що знаходиться в часткових і 
спрощених моделях. Причому, розглядаються моделі двох типів, що 
відображають: а) функціонування частин системи (функціональна де-
композиція); б) різні «проекції» функціонування системи («стратифі-
каційна» декомпозиція). 

Характерна особливість сучасного етапу розвитку системно-
теоретичних методів аналізу і синтезу складних систем – глибокий 
аналіз раніше інтуїтивно ясних понять розбиття системи на частини. 
Порівняно новий результат – обґрунтування редукційної схеми [32, 
46]. При такому спрощенні відношення спрощення породжує ММ 
об'єкта тієї ж природи, що і початкова. При декомпозиційному спро-
щенні породжуються моделі, що описують зв’язки тільки для підмно-
жин змінних і параметрів. Термін декомпозиція вживається в різних 
сенсах: у вузькому, як розбиття системи на підсистеми з просторами 
станів, що є підпросторами повного простору станів початкової моде-
лі; в широкому, як деяка процедура породження множини моделей, 
пов'язаних з початковою моделлю [46] деяким відношенням, що задо-
вольняє певні вимоги. Критерієм ефективності для декомпозиції у ву-
зькому сенсі є міра об'єму зв'язків між підсистемами. У Месаровича 
змістовно і формалізовано розглянуті структури «страт», «шарів», 
«ешелонів» [230], дано доведення теореми про декомпозиції на 30 
сторінках [231]. У змістовному плані М. Месарович під декомпозиці-
єю розумів розв’язання такої проблеми: для цієї глобальної задачі 
знайти задачі, які могли б бути поставлені перед вищим і нижчими 
вирішальними елементами так, щоб виконувався постулат сумісності. 
Проблема декомпозиції зводилася до підпроблеми: синтезу коорди-
нуючого елемента і відшукання самої процедури координації. Не іс-
нує загальних регулярних методів і для генерації декомпозицій з не-
обхідними властивостями. Тому пошук «хороших» декомпозицій для 
систем, задач, проблем відноситься до логіко-евристичних етапів нау-
ково-інженерних досліджень, що тільки частково формалізуються. 
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1.4 Вибір структури системи моделей функціонування  
та розвитку виробничих систем 

 
Підведемо підсумок виконаному аналізу аналогів і прототипів. 

Дана робота базується на великій кількості робочих моделей, реалізо-
ваних в середовищах математичних пакетів (VisSim, SimuLink, 
Mathcad і ін.). Підхід на базі реалізації і дослідження моделей і мето-
дів, прототипів в середовищах пакетів для моделювання, дозволив не 
тільки об’єктивно оцінити досліджувані моделі, але і розробити нові 
модифікації цих моделей. Виявилось, що математичні моделі з моног-
рафій Р. Беллмана безпроблемно реалізуються. Наприклад, модель 
управління запасами при невизначеності [24]. 

За результатами аналізу літератури побудована (рис. 1.12) класи-
фікація моделей функціонування і розвитку виробничих систем. 

 

 
Рисунок 1.12 – Класифікація моделей розподілених виробничих систем 
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Це, в свою чергу, дозволило вибрати структуру системи моделей і 
конкретизувати вибір наукових і практичних напрямків, що дослі-
джуються в наступних розділах. Існує велика кількість класифікацій 
математичних моделей виробничих систем. За основу класифікації 
взято концепцію Беллмана – «математичні моделі виробництва і біз-
несу – засоби підтримки прийняття управлінських рішень». Тому мо-
делі поділені на три класи – однокрокові моделі, багатокрокові моделі 
виробничої системи і моделі системи виробників певного сегмента 
виробництва. 

Моделі трьох класів розділені на три рівні – класичні моделі, уза-
гальнені моделі, комплексні робочі моделі для вирішення актуальних 
задач функціонування і розвитку виробничих систем. Приклади акту-
альних задач практики виробництва: оптимально агреговані моделі 
«виробництво, розвиток», «виробництво, логістика», екологізоване 
виробництво з ресурсними зворотними зв’язками», «виробництво ро-
зподілених (лінійок, модельних рядів) продуктів». 

 

1.4.1 Вибір базової структури і границь об’єкта 
 

Будь-яка модель призначена для адекватного відображення суттє-
вих для дослідника властивостей. Для даної роботи суттєві властивості 
– це перетворення ресурс – продукт в технологічних елементах, ресур-
сні та інформаційні зв’язки між технологічними елементами. Результа-
ти аналізу і вибору структури подані на рис. 1.13. Підсистеми виробни-
чої системи впорядковані за трьома координатами: продукт, територі-
альний підрозділ, етап технологічного процесу. Місце елемента в 
системі визначається трьома індексами. Вибрана структура ієрархічна. 
Розширюємо границі виробничої системи – включаємо до неї підсисте-
ми розвитку і освоєння з такою ж структурою (див. середину рис. 1.13). 
В нижній частині рис. 1.13 подано ще одне розширення меж виробни-
чої системи – включаємо її в систему виробників певного сегмента ви-
робництва. Проведена формалізація об'єкта моделювання відображує 
сучасні реалії глобалізованого, високотехнологічного і динамічного 
виробництва, зокрема, інтеграцію виробничої системи і користувачів. 
Система користувачів складається з постійних (Constsumer), профе-
сійних (Prosumer) та некластеризованих (Consumer) користувачів. 
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Рисунок 1.13 – Вибір структури і границь об’єкта 

1.4.2 Вибір структури системи моделей виробництва 

Вибір структури і границь об'єкта дозволяє зробити такий крок – 
вибрати структуру для системи моделей об'єкта (рис. 1.14).  

Відповідно до методології Р. Беллмана, Дж. Форрестера, М. Пе-
шеля описуємо об'єкт системою моделей і методів. Базова модель ви-
робничого елемента – тривимірна структура. Кожний елемент струк-
тури результат застосування послідовності декомпозицій – 
структурної, функціональної, редукційної. 

Зауваження: тривимірні структури на рис. 1.13 та 1.14 – різні: 

 
 

Розширення виробничої системи – включення підсистем з такою ж структурою: 
Освоєння (інновації)             розвиток            виробництво       використання 

Базовий об’єкт – розподілена виробнича система 

Pi,j,k 

 
 
 
 
 
  

Ресурси 

Продукти Територіальний 
підрозділ 

Етап технологічно-
го процесу 

Продукт 

   

 
  

Система користувачів  

 

система виробників галузі 

 

Розширення границь системи – занурення в оточення (інші виробники): 

Інші виробники галузі 

Constsumer 
(постійний) 

 
Prosumer 

(професійний) 

Consumer 
(некластеризований) 

Інші виробники галузі 
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– в першій «координати»: продукт, підрозділ, етап техпроцесу;  
– в другій: структурний клас моделі, функція, властивість відо-

бражена моделлю, рівень редукції моделі. 
 

 
Рисунок 1.14 – Вибір структури системи моделей об’єкта 

 
У даній роботі досліджуються імітаційні моделі з різними рівнями 

агрегування: з імітацією кожного елемента; частково агреговані, агре-
говані. Вибір такої структури обумовлює і конкретизує відповідні за-
дачі дослідження. Вибрані структура об'єкта моделювання та структу-
ра моделі об'єкта без створення ефективних методів агрегування 
часткових моделей в єдину еквівалентну модель і дезагрегування єди-
ної моделі в систему субмоделей будуть лише неконструктивними аб-
стракціями. 

Головні фактори підвищення ефективності розробки моделей: сут-
тєве скорочення термінів розробки нових моделей для нових задач, 
підвищення адекватності моделей, зменшення ризиків розвитку. Про-
ведений аналіз сучасних розробок показав зміну відносин в парі 

Моделі розподілених систем з елементами трьох класів 
виробники, продукти, користувачі 

Базова модель – система, породжена трирівневою декомпозицією: 
структурно – функціонально – редукційною  

Мi,j,k 

 
 
 
 
 
  

Структурна 
декомпозиція 

Функціональна 
декомпозиція 

Редукційна де-
композиція 

Елемент: 
i - структура, 

j - функція 
k - рівень 
редукції 

Структурні 
Версії моделі 

Повна імітаційна модель 

Виробник Продукт-А Споживач -А 

Повністю агрегована модель  

Приклад частково агрегованої моделі  
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«об’єкт моделювання – математична модель об’єкта». Ситуації, коли 
одночасно створюються об’єкт і модель мало досліджені в науці. Про-
ведений пошук показав відсутність прямих аналогів наукових дослі-
джень за вибраними напрямками роботи. Відповідно до практики ви-
ділено моделі функціонування, розвитку; функціонування і розвитку в 
активному оточенні інших виробників та користувачів (рис. 1.15). 

 
Рисунок 1.15 – Декомпозиція моделі функціонування і розвитку ВС 

 
Відмінність запропонованої в роботі декомпозиції від аналогів у 

відношеннях елементів. В аналогах елементи є складовими до моделі 
системи, в даній роботі елементи утворюють послідовну структуру, де 
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кожен попередній елемент входить до наступного, як ключовий еле-
мент ефективності. При цьому кожна субмодель може використовува-
тись автономно. Такий підхід, коли з певних субмоделей збирається 
цілісна модель, але субмоделі не «розчиняються» в загальній моделі і 
можуть використовуватись самостійно, названо композитним. Кожна 
модель містить в собі оптимізаційну задачу певного класу: задачу не-
лінійного програмування (розподіл ресурсу між виробництвами); ва-
ріаційну задачу (розподіл ресурсу між розвитком і накопиченням); за-
дачу локального управління в активній системі (розподіл ресурсу 
елементом системи виробників між продуктами виробництва). Ці три 
моделі визначають структуру роботи: дослідження цих моделей розг-
лядається в розділах 2, 3, 4. 

 
Висновки до розділу 1 

За результатами аналізу актуальних задач моделювання і оптимі-
зації виробничих систем та існуючих моделей для цих задач проведе-
но узагальнення структур ВС і моделей процесів функціонування і ро-
звитку ВС, а саме: концепція паралельного створення виробничих 
систем та їх моделей. Вибрана композитна структура для моделі фун-
кціонування і розвитку. 

Типові об'єкти застосування результатів роботи – малі і середні 
підприємства з багатономенклатурною продукцією, що швидко онов-
люється, наприклад: крупорушки, овочечистки, машини для очищення 
часнику і цибулі, міні-трактори, неметалічні ємності для ракет і біоре-
акторів, бронекабіни для літальних апаратів та інше – все на одному 
підприємстві при істотних змінах потреб. Ще один напрям – металур-
гійні підприємства, системи теплопостачання, екологізовані виробни-
цтва з переробкою відходів в біореакторних системах.  

Визначена форма реалізації і використання результатів цієї робо-
ти: системи підтримки рішень, що на базі авторських програм [124, 
125, 136–139, 144] дозволяють отримувати та аналізувати оптимальні 
плани виробництва і розвитку, виконувати стандартний ризик-аналіз. 

Виконано аналіз процесів розвитку виробничих систем, показано 
зростання частки процесів розвитку при відставанні засобів управлін-
ня: моделей-предикторів, моделей для аналізу ризиків, моделей для 
планування і управління. Головний елемент процесів розвитку не ма-
теріальні цінності, а інформація, зокрема, – знання в формі математи-
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чної моделі. Моделі сьогодні – якісно нова і головна форма зберігання 
знань у виробничих системах. 

Здійснено системний аналіз процесів розвитку та еволюції техніч-
них систем, виділено і формалізовано базові задачі моделювання і оп-
тимізації технічних систем – задачі розподілу, задачі розвитку і задачі 
обміну. Проаналізовано існуючі декомпозиційні підходи до створення 
моделей розвитку і запропоновано використання узагальненого деко-
мпозиційного підходу – методу тривимірної декомпозиції. Запропоно-
вано ще один крок узагальнення декомпозиційного підходу на базі 
симетрії двох процесів створення моделей – «згори вниз» – декомпо-
зиція і «знизу вгору» – композиція, агрегування. Проаналізовано ме-
тодологію розбиття багатовимірних задач управління в часі – основу 
методу динамічного програмування Беллмана. 

Розроблено класифікації моделей процесів розвитку розподілених 
ВС. Проаналізовано існуючі моделі розподілу ресурсів на базі відкри-
того управління, показано роль декомпозиційного методу відкритого 
управління як засобу управління процесами розвитку в умовах суттє-
вих невизначеностей. 

Виконано синтез базових класів моделей: імітаційних та інтегро-
ваних, стохастичних – функціонування в активному оточенні. В ре-
зультаті аналізу виявлено, що відомі моделі процесів функціонування 
і процесів розвитку не є цілісними і мають обмеження на класи функ-
цій виробництва та базуються в основному на гаусівській статистиці. 
Це обумовило проблему роботи – відсутність методологічної основи 
для побудови цілісного підходу до моделювання процесів функціону-
вання та розвитку розподілених виробничих систем, що зумовлює не-
достатню ефективність функціонування і розвитку таких систем. 

 
 

55 



РОЗДІЛ 2 
РОЗРОБКА ОПТИМАЛЬНО АГРЕГОВАНИХ МОДЕЛЕЙ 

ФУНКЦІОНУВАННЯ І РОЗВИТКУ РОЗПОДІЛЕНИХ СИСТЕМ 
 

У розділі 1 на базі аналізу існуючих підходів до розробки моделей 
розподілених виробничих систем запропоновано класифікацію моде-
лей виробничих систем (ВС) як елементів певної цілісної динамічної 
структури – еквівалентної за входом–виходом моделі. Для досліджен-
ня, проектування і управління ВС бажано мати можливість працювати 
як з моделями підсистем, так і з певною агрегованою моделлю, що 
при певних вхідних діях має такий же вихід, як і неагрегована модель. 
Для виконання операцій агрегування і дезагрегування, які задоволь-
няють умову еквівалентності за входом–виходом, повинен існувати 
певний математичний апарат. Приклад такого математичного апарату 
– лінійна теорія управління, де елементи технічної системи подаються 
їхніми передаточними функціями, і певною множиною типів зв’язків: 
паралельних, послідовних, зворотних, для яких існують відповідні бі-
нарні оператори: сума для паралельного поєднання, добуток – для по-
слідовного і відома формула для зворотного зв’язку. Властивості цих 
операторів дозволяють довільну систему елементів, пов’язаних трьо-
ма класами зв’язків, замінити однією передаточною функцією системи 
для заданих точок входу і виходу. 

В цьому розділі будується і досліджується подібна алгебраїчна си-
стема, в якій бінарні оператори оптимального агрегування для парале-
льних, послідовних і кільцевих поєднань виробничих елементів до-
зволяють довільну систему виробничих елементів, пов’язаних трьома 
класами зв’язків, замінити одним оптимальним еквівалентним елеме-
нтом. Побудова алгебри для об’єктів (функцій виробництва) вирішує 
разом дві проблеми: проблему ефективного агрегування і дезагрегу-
вання виробничих систем і проблему ефективної багатовимірної оп-
тимізації. Суть новації даної роботи поєднання операцій агрегування і 
оптимізації.  

Тобто в оператори агрегування вбудовується оптимізація розподі-
лу ресурсів виробництва і розвитку між елементами. Метод оптима-
льного агрегування є ключовим для побудови ефективних методів 
розв’язання варіаційних задач оптимального розвитку.  
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2.1 Алгебраїзація задач оптимального агрегування 
 

Алгебраїзація математичних моделей і методів оптимізації в мето-
дичному плані дозволяє наблизити теорію виробничих систем до тео-
рії лінійних динамічних систем, в практичному плані – усунути обме-
ження – вимоги лінійності, випуклості, неперервності присутні в 
існуючих моделях і методах.  

2.1.1 Постановка базової задачі оптимального агрегування 

Запишемо постановку і узагальнення однокрокової задачі оптима-
льного розподілу ресурсу.  

Модель функції виробництва:  

( )kVpxfy ,,= , 

де y – продукт; x – ресурс; Vp – вектор параметрів; k – клас ФВ. 

Пряма базова задача:  

( ) ,..,,1, Nixfy iii ==  

де ix  – ресурс, для i-го елемента.  
Критерій, ціль оптимізації і обмеження, змінні управління: 

( ) ( ) ( ) 0...,,,;max...,,, 2121 =−=→= ∑∑ RxxxxGxfxxxF
i

iN
i

iiN , (2.1) 

де ix  – змінні управління.  
Спряжена задача. Критерій, ціль оптимізації і обмеження: 

( ) ( ) ( ) 0...,,,;min...,,, 2121 =−=→= ∑∑ YsxfxxxFsxxxxGs
i

iiN
i

iN , (2.2) 

де Ys  – заданий темп виробництва; ( )iii xfy =  – змінні управління. 
Узагальнення. Шукаємо не точкове розв’язання, а функцію – за-

лежність оптимального розподілу ресурсу від величини обмеження. 
Форма розв’язання задачі: ( )XsfopsYs =  – оптимальна ФВ систе-

ми, ( )XDop  – вектор-функція оптимального розподілу ресурсу; 
( )XsDopx ii =  – частка ресурсу для і-го елемента виробничої системи.  

Форма розв’язання бінарної задачі (двохелементна система): 
( )Xsopfy 22 =  – оптимальна ФВ системи; ( ) XsoxXsox ⋅−=⋅= αα 1; 21  – 

розподіл ресурсу. Бінарний оператор оптимального розподілу бере дві 
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ФВ елементів і повертає оптимальну ФВ системи: ( ).2,122 ffoFopf =  
Якщо oF2  – асоціативний, то багатовимірна задача нелінійного про-
грамування може бути розбита в систему одновимірних задач оптима-
льного розподілу ресурсу між елементами розподіленої виробничої 
системи. Для системи з чотирьох елементів еквівалентна оптимальна 
ФВ: 

( )( )( ).4,32,22,12 ffopFfopFfopFfops =  

Реалізація підходу на базі оптимального агрегування розбивається 
в послідовність етапів, на кожному з яких виконується формалізація 
задач і побудова відповідних програмних модулів, що трансформують 
абстрактні математичні моделі в активну форму – «живу математику» 
за термінологією математичних пакетів. 

В рамках ресурсного підходу виконано аналіз і формалізацію реа-
льних структур ВС. Результати цього етапу зібрані в інформаційний 
блок (рис. 2.1).  

 
 

Рисунок 2.1 – Базові структури виробничих систем 
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На рис. 2.2 подано інформаційний блок «бібліотека базових функ-
цій виробництва і розвитку. 

 
Рисунок 2.2 – Бібліотека базових функцій виробництва і розвитку 
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має ще один параметр – структурний клас ФВ: логарифмічна, S-
функція, ступінчаста, лінійна з обмеженням і порогом. Розширена мо-
дель відкрита – можливо додавати нові структурні класи. В даній ро-
боті розглядаються первинні ФВ – технічні і технологічні. Наприклад, 
підприємство виробляє металеві конструктивні елементи, головні ре-
сурси – енергія і металеві заготовки. Для наявних технологій і конс-
трукцій обладнання можна побудувати конструктивні процедури ви-
мірювання витрат металу і енергії на випуск тони, метру певних 
профілів, труб.  

2.1.2 Математична модель еквівалентної оптимально  
агрегованої виробничої системи з елементами, що функціонують 
паралельно  

Деталізуємо задачу максимізації сумарного виробництва при об-
меженні ресурсів для ВС з елементами, що функціонують паралельно, 
з використанням методу оптимального агрегування. Розглядається си-
стема з N виробничих елементів, що використовують деякий ресурс у 
кількості xi і виробляють продукцію у кількостях 

( ) ,...,,1; Nixfy iii ==  

де xi – кількість ресурсу, виділеного i-му елементу.  
Треба розподілити ресурс R так, щоб максимізувати сумарне ви-

робництво, 

( ) ( )∑
=

→=
N

i
iiN xfxxxF

1
21 max...,,,

 
за умови, що 

( ) ∑
=

=−=
N

i
iN RxxxxG

1
21 0...,,,

. 
Змінні управління – ix . 
Метод оптимального агрегування дозволяє виконати декомпози-

цію задачі пошуку екстремуму функції N змінних послідовністю з (N – 1) 
задач знаходження екстремуму функцій однієї змінної. Коректність 
методу оптимального агрегування доведено теоремами і підтверджено 
моделюванням [49, 102, 129, 184]. Метод має такі обмеження на фун-
кції виробництва: нестрого монотонно зростаюча, нестрого позитивна. 
Типові обмеження в аналогах – випуклість, неперервність похідних. 
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Вводимо вектор-функцію оптимального розподілу ресурсу )(RDop , 
max,0 RR ≤≤  де maxR  – границя інтервалу припустимих значень ре-

сурсу. Компоненти вектор-функції )(RDop  – частки ресурсів для кож-
ного елемента ВС. 

Властивості )(RDop : для припустимих функцій виробництва (ФВ) 
елементів Ni ..1∈∀  за наявності в складі виробничої системи (ВC) хоч 
одного елемента з невипуклою ФВ оптимальний розподіл ресурсу ма-
тиме розриви. На інтервалах між розривами компоненти iRDop )(  не-
строго монотонні функції R.  

Вводимо оптимальну еквівалентну ФВ виробничої системи 

( ) ( )( )∑
=

=
N

i
ii RDopfRYop

1
.    (2.3) 

Властивості )(RYop  з нестрого позитивними і нестрого монотон-
ними ФВ елементів:  

– неперервність, та нестрога монотонність ( ) ( )1212 RYopRYopRR ≥→> ;  
– точкам розриву )(RDop  відповідають розриви похідної 

( )RYop
R∂
∂

. 
Вводимо множину α-функцій для двоелементної системи 

( ) ( ) ( ) 10,)1(21,2 ≤≤−⋅+⋅= αααα xfxfxfd ,  (2.4) 

де ( ) ( )⋅⋅ 2,1 ff  – ФВ елементів. 

Теорема 2.1. Оптимальна еквівалентна ФВ системи з двох елеме-
нтів з довільними ФВ буде обвідною системи α-функцій. Функція 

( )α,2 xfd  є неперервною функцією змінних x та α. Кожний переріз цієї 
функції має максимум або точну верхню грань. Годограф цих точок – 
неперервна функція х. Виділення обвідної F2ог(x):= 
= max(fd2(x, α1), fd2(x, α2), …) для скінченної множини значень 

}...,,,,{ 321 Kαααα , що рівномірно покриває інтервал визначення α, дає 
наближення оптимальної еквівалентної ФВ системи, яке збігається до 
ОФВ при ∞→K . 

Доведення теореми базується на властивостях монотонних функ-
цій. 
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2.1.3 Алгебра оптимального агрегування  

Метод оптимального агрегування паралельних структур створює 
алгебраїчну систему: <A; WF; WR>, де А – множина дискретизованих 
ФВ – носій алгебри; WF – множина операцій алгебри, визначених на A 
(оператори оптимального агрегування для паралельних, послідовних і 
кільцевих структур); WR – множина відносин, визначених на A (для 
двох і довільного числа ФВ – відносини домінування, аналоги підм-
ножин Парето). 

Бінарний оператор ( )2,12 ffof  оптимального агрегування бере 
дві дискретизовані ФВ, представлені матрицями з фіксованим числом 
рядків і змінним числом стовпців; а повертає об'єкт того ж класу – 
дискретизовану оптимальну ФВ, подану матрицею тієї ж структури. 

Властивості оператора оптимального агрегування для паралельних 
структур: асоціативність і комутативність  

( )( ) ( )( ).1,32,223,22,12 ffoffofffoffof =  

Декомпозиція багатовимірної задачі оптимального розподілу об-
меженого ресурсу в послідовність одновимірних оптимізаційних задач 
– наслідок асоціативності бінарного оператора ( )2,12 ffof . 

Виконаємо дослідження оптимального агрегування спрямоване на 
реалізацію оператора оптимального агрегування – ключового елемен-
та методу оптимального агрегування. Введемо множину α-функцій 
(2.4) 

( ) ( ) ( )[ ].121:,,2,1 xfxfxfff ⋅−+⋅= αααα  

Оптимальна виробнича функція системи з двох елементів буде об-
відною системи функцій ( ) ,10,,,2,1 ≤≤ ααα xfff  тобто результатом 
застосування операції ( ),max ⋅  яка є комутативною і асоціативною: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ).3,2,122
3,22,123,2,12;1,222,12
1,3max,2max3,2max,1max;1,2max2,1max

fffofof
ffoffoffffofffofffof
xxxxxxxxxx

=
===
⇒==

 

62 



Існування асоціативності операції оптимального агрегування важ-
ливе для методу оптимального агрегування. Якщо в аналогу – алгебрі 
передаточних функцій – асоціативність лише дозволяє довільно виби-
рати порядок виконання операцій типу:  

( ) ( ) ( ) ( );3213,2,1 sWsWsWWWWsum ++=  

( ) ( )( ) ( )( ),3,2,13,2,13,2,1 WWWsumsumWWsumWsumWWWsum ==  

то в методі оптимального агрегування асоціативність дає радикальну 
перевагу над іншими методами нелінійного програмування – заміну 
N-вимірної задачі послідовністю з N одновимірних задач. 

Введена в даній роботі бінарна операція оптимального агрегуван-
ня принципово відрізняється від аналогів, наприклад, отримання пе-
редаточної функції паралельного поєднання двох елементів тим, що 
крім власне композиції виконується певна оптимізація системи. Вини-
кає питання строгого доведення тотожності екстремуму цільової фун-
кції, отриманого певним еталонним методом багатовимірної оптимі-
зації і екстремуму, отриманого методом оптимального агрегування – 
як системи одновимірних задач оптимізації. Були досліджені два на-
прямки доведення асоціативності і оптимальності операцій оптималь-
ного агрегування. 

Емпіричний напрямок. Певна множина тестових оптимізаційних 
задач виконується методом оптимального агрегування і альтернатив-
ними методами з перевіркою тотожності результатів. Ця альтернатива 
не є математичним доведенням, але вона використовувалась на всіх 
етапах дослідження як засіб контролю «непомітних» помилок. Далі 
подано приклади такого контролю. Для тестових задач третього по-
рядку в якості еталонного використовувався метод багатовимірного 
прямого перебору. В множину тестових задач входили задачі, для 
яких взагалі не було знайдено альтернативних методів, наприклад, для 
оптимального агрегування ступінчастих і невипуклих «гладких» (з 
неперервною похідною) ФВ, для яких розв’язки є розривними і немо-
нотонними на інтервалах неперервності. Р. Беллман подібні задачі по-
давав як задачі пошуку границь інтервалів неперервності [25] і отри-
мав конкретні розв’язки для загальнотеоретичних і прикладних задач 
(задача розподілу, задача управління запасами при невизначеностях). 
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Математичне доведення. Загальна база доведення: – принцип оп-
тимальності, характер зв’язків і впливів між елементами виробничої 
системи і властивості алгебри монотонних функцій (сума, добуток, 
степінь). Методологічний аналог у використанні властивостей моно-
тонних функцій – геометричне програмування [178].  

Форма доведення. З двох форм доведення – для неперервних і 
дискретизованих і дискретних функцій виробництва вибрано останню 
тому, що всі переваги отримані ціною повної дискретизації оптиміза-
ційної задачі. Розглядаємо систему з N виробничих елементів, що 
працюють паралельно, з нестрого монотонними і нестрого позитив-
ними ВФ, визначеними на інтервалі припустимих значень змінної 
управління XmX ≤≤0  – поточного ресурсу виробничої системи. Ви-
бираємо для одновимірної оптимізації метод прямого перебору. Це 
знімає проблему розмірності: обчислювальні витрати зростають приб-
лизно лінійно в функції розмірності задачі, одновимірна оптимізація 
знімає всі проблеми пошуку глобального екстремуму, обробки розри-
вів цільової функції. Одновимірна оптимізація створює можливості 
для застосування векторизації обчислень. Асоціативність операції оп-
тимального агрегування породжує комбінаторну множину еквівалент-
них структур оптимального агрегування системи з N паралельно по-
єднаних елементів. Доведемо, що всі можливі варіанти є тотожними 
за результатами оптимального агрегування, а цей результат є тотож-
ним результату виконання оптимізації еталонним методом багатови-
мірної оптимізації методом прямого перебору.  

Теорема 2.2. Бінарний оператор оптимального агрегування для 
виробничої системи (ВС) з N паралельно поєднаних елементів, які 
мають нестрого монотонно зростаючі ФВ і адитивним критерієм оп-
тимальності ВС є асоціативним і комутативним, що дозволяє замінити 
N-вимірну задачу оптимізації системою одновимірних задач оптимі-
зації, що потребує (N – 1) застосувань бінарних операцій оптимального 
агрегування паралельної структури, і в підсумку дає оптимальну екві-
валентну функцію «витрати–випуск» виробничої системи. 

Доведення. Маємо цільову функцію від N змінних і обмеження ре-
сурсу 

( ) 0;
11

=−= ∑∑
==

XsxxfYs
N

n
n

N

n
nn . 
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З множини виробничих елементів виділимо довільну пару 

( ) ( )( )., ddpp xfxf  Розглянемо розподіл ресурсу для довільного значення 

сумарного ресурсу Xs : XmXs ≤≤0 . Методом прямого перебору для 
довільних ФВ з класу нестрого монотонних і нестрого позитивних, з 
обмеженими значеннями в інтервалі визначення, завжди можливо 
знайти з точністю до величини кроку квантування максимум або точ-
ну верхню грань функції Ys  і відповідний оптимальний розподіл ре-

сурсу 

Xsxoxoxoxoxoxo
N

n
nNdp =∑

=1
21 ;)...,,...,,...,,,( . 

Сумарний ресурс для виділеної пари виробничих елементів 
( )dp ff ,  в оптимальному розподілі буде .dp xoxoXpd +=  

Виконаємо задачу оптимального розподілу для виділеної пари при 
обмеженні ресурсу Xpd  і отримаємо локально оптимальний розподіл 

( ) ( ) Xpdxlxlxlfxlf dpddpp =+→+ ;max)( . 

Для доведення теореми про асоціативність оператора оптимально-
го агрегування необхідне виконання умови (друга умова – надлишко-
ва) 

( ) ( )., ddpp xoxlxoxl ==  

Припустимо, що ця умова не виконується (результати локальної і 
глобальної оптимізації відрізняються): .pp xoxl ≠  

У рамках постановки задачі оптимального агрегування, розв’язання 
локальної задачі при заданому обмеженні ресурсу Xpd  існує і єдине. 
Це забезпечується монотонністю ФВ і гарантованим методом прямого 
перебору знаходженням максимального значення цільової функції – 
екстремуму, або точної верхньої грані. Для глобальної задачі оптиміза-
ції розподілу ресурсу оптимальне розв’язання теж існує і єдине. Згідно 
з моделлю виробничої системи, оптимальний розподіл ресурсу в певній 
підсистемі залежить тільки від ресурсу, виділеному цій підсистемі, і не 
впливає на розподіл ресурсу в другій частині системи. Тому припу-
щення pp xoxl ≠  – суперечливе. Теорема доведена. 
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Розглянемо більш детально певні елементи доведення теореми 2.2. 
Подамо формули операції агрегування в структурному вигляді 
(рис. 2.3). 

 

 
Рисунок 2.3 – Формули оптимального агрегування виробничої системи. Приклад 

 

У реальних виробничих системах можуть виникати позитивні і не-
гативні зв’язки через обмін інформацією, технологіями. Це враховано 
в метамоделі інноваційного розвитку (розділ 4). 

Існування альтернативних структур виконання бінарних операцій 
агрегування дає певні можливості в побудові нових моделей і алгорит-
мів. Прикладом можуть бути два варіанти агрегування на рис. 2.3. В 
першому варіанті агрегування пар ( ) ( ) ( )6,5,4,3,2,1 ffffff  можуть 
виконуватись паралельно. 
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2.1.4 Реалізація і дослідження оператора оптимального агрегу-
вання 

Для побудови цілісної алгебраїчної системи і для практичного ви-
користання виходом оператора оптимального агрегування повинен 
бути не тільки вектор – дискретизована ФВ, але і відповідні вектори 
розподілу ресурсу для кожного елемента агрегованої системи. Резуль-
татом застосування бінарного оператора повинен бути об’єкт того ж 
класу, що і вхідні операнди. Для цього операнди повинні мати 
«пам’ять попередніх агрегувань» – містити в собі функції розподілу 
ресурсів попередніх агрегувань. Операнд з «нульовою історією» фор-
муємо додаванням до вектора значень функції вектор з одиниць, що 
інтерпретується як: «ресурс завжди повністю використовується цим 
елементом». 

Таке ускладнення структури операндів обумовлено не тільки за-
безпеченням повноти алгебраїчної системи, але потребами практично-
го застосування – для визначення часток ресурсу всіх елементів на 
всіх рівнях ієрархії реальної виробничої системи. Назвемо операцію 
розрахунку часток ресурсу для кожного елемента виробничої системи, 
що виконується після отримання оптимальної еквівалентної ФВ виро-
бничої системи «дезагрегуванням».  

В алгебрі оптимального агрегування передбачаємо операцію «об-
нулення пам’яті» попередніх агрегувань. Введення цієї операції обу-
мовлено потребами практичного застосування методу для побудови 
ефективних ієрархічних структур ІУС великих виробничих систем. 

Останній крок в розробці методу і, потім методології оптимального 
агрегування – конкретна програмна реалізація оператора оптимального 
агрегування, тестування і дослідження. На рис. 2.4 подано приклад реа-
лізації бінарного оператора оптимального агрегування. Це одночасно 
програмний модуль, записаний в мові програмної платформи, і матема-
тичний вираз, що повністю відповідає стандартам математики. За свої-
ми алгебраїчними властивостями він належить до таких бінарних опе-
раторів як оператори суми, максимуму, згорток в теорії ймовірностей 
та теорії лінійних динамічних систем: оператор суми бере два числа і 
повертає число, оператор згортки розподілів ймовірностей бере два ро-
зподіли і повертає об’єкт того ж класу – розподіл ймовірностей. Назва-
ні оператори є комутативними і асоціативними. 
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Рисунок 2.4 – Реалізація бінарного оператора оптимального агрегування  

для паралельних структур (версія) 
 

Половина операцій в програмному модулі – маніпулювання з стру-
ктурами даних – виділити субматрицю, об’єднати матриці. Принципо-
во не використовувались пошукові алгоритми для підвищення швидко-
дії в пошуку екстремуму. Оптимізаційна задача зведена до 
алгебраїчної. Це відповідає сучасному напряму – алгебраїзація оптимі-
заційних задач. 

На рис. 2.5 подано приклад використання оператора оптимального 
агрегування для отримання оптимальної еквівалентної ВФ і вектор-
функції оптимального розподілу ресурсу.  

У центрі внизу на рис. 2.5 – подані графіки ФВ елементів системи, 
над ними – структури даних цих ФВ – матриці з двох стовпців. Ліво-
руч внизу – графіки ФВ та відповідних розподілів ресурсу для резуль-
тату оптимального агрегування f1(x) та f2(x). Над графіками – резуль-
тат роботи оператора – матриця, за значеннями стовпців якої 
побудовано графіки. Праворуч внизу – графіки, а над ними – дані, за 
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якими побудовано графіки. Над матрицею – формула, за якою ця мат-
риця обчислена.  

У верхній частині рис. 2.5 – виконання оптимального агрегування 
за альтернативними формулами – це перевірка асоціативності. Вста-
новлено точність обчислень, п’ять знаків після точки, вибрано з век-
тора значень похибки альтернативних варіантів порядку агрегування – 
єдиний інтервал, де помилки перевищують 0,5 %. Цей же інтервал ви-
ділено на графіку. Можна бачити там складний розривний характер 
зміни всіх трьох функцій розподілів. Це помилки дискретизації. Вони 
легко усуваються збільшенням числа кроків квантування ресурсу. То-
чність обчислень оптимального управління 0,5 % задовільна для прак-
тики. Режими раптової зміни оптимального розподілу ресурсу в прак-
тичній реалізації можуть бути згладжені на базі застосування нечіткої 
логіки [53]. 

 

 
Рисунок 2.5 – Аналіз процесу оптимального агрегування системи 

з трьох елементів 
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2.2 Узагальнення оптимального агрегування  
як еквівалентністного методу для розподілених систем  

з довільною структурою  
 

Виробничу систему будь-якого рівня можна подати як технологіч-
ний перетворювач ресурсів. Глобалізація, підвищення продуктивності 
виробництв роблять ресурси і продукти досить вільно конвертовани-
ми. В першому розділі були розглянуті математичні моделі обміну ре-
сурсів. Вони є суттєво нелінійними, однак при виконанні певних умов 
мають стійкі усталені стани. Будемо вважати в межах цього розділу 
ресурси і продукти стабільно конвертованими. Це припущення дає 
нам можливість розглядати виробничі системи як перетворювачі ре-
сурсів з скалярними входом і виходом. Тобто ми можемо застосувати і 
розробити для аналізу і оптимізації виробничих систем методи, подіб-
ні методам еквівалентних перетворень систем автоматичного управ-
ління (САУ). Ці перетворення дозволяють замінити довільну структу-
ру САУ еквівалентним за входом–виходом елементом. 

У ТАУ базовими елементарними поєднаннями є паралельне, пос-
лідовне та поєднання «зворотний зв’язок». Структури реальних виро-
бничих систем і відповідних задач моделювання теж природно відо-
бражуються в подібні структури.  

Розглянемо послідовно ці структури як об’єкти еквівалентних пе-
ретворень. Принципова різниця від класичних задач в тому, що ми ін-
тегруємо класичну задачу еквівалентного перетворення з теж класич-
ною задачею нелінійного програмування про розподіл обмеженого 
ресурсу. Окремий випадок такого підходу для випадку паралельного 
поєднання елементів виробничої системи, названий «методом опти-
мального агрегування» повністю обґрунтований і програмно реалізо-
ваний в роботах [33, 56, 59, 60, 94, 104, 131, 206, 212]. В цих роботах 
метод розглядався як узагальнення задачі нелінійного програмування, 
суть якого – пошук не «точкового» розв’язання, а «оптимальної вироб-
ничої функції системи» – залежності виходу від входу та відповідну 
функцію оптимального розподілу ресурсу.  

В даній роботі робиться такий крок – узагальнення методу опти-
мального агрегування на розподілені виробничі системи з довільними 
структурами. На рис. 2.6 подано базову модель оптимального агрегу-
вання паралельних структур виробничих систем. 

70 



 
Рисунок 2.6 – Отримання еквівалентного оптимального елемента  

для системи з елементами, що працюють паралельно  
 

2.2.1 Математична модель еквівалентної оптимально  
агрегованої виробничої системи з елементами, що послідовно  
функціонують 

Отримання еквівалентних моделей для певних структур виробни-
чих систем – це не механічне перенесення методів з ТАУ. Абстрактні 
моделі не можуть бути відірвані від змістовних інтерпретацій, точні-
ше, від практичних задач-першоджерел. Змістовна інтерпретація зада-
чі – вертикально інтегрована виробнича система, в якій технологічний 
процес технологічно і організаційно розділений на ряд субпроцесів, 
стадій. Продукт на виході може з’явитись тільки після проходження 
об’єкта обробки через усі стадії техпроцесу. Тобто, перша умова задо-
вільного функціонування таких систем – узгодження пропускної здат-
ності (виробничої потужності) елементів.  

На рис. 2.7 подано схему моделі системи з послідовним поєднан-
ням елементів. На відміну від попередньої задачі змінними управління 
є обсяги ресурсів для створення та підтримки (експлуатаційні витра-
ти) виробничих потужностей елементів системи [131]. Ресурси ж, що 
переробляються виробничою системою в продукт, є зовнішніми змін-
ними, обумовленими заданим обсягом випуску продукту. На рис. 2.7 
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виділено лінію технологічного перетворення ресурсу Х в продукт Yop. 
Управління в цій моделі – оптимальний розподіл ресурсу розвитку Rp, 
між етапами техпроцесу. 

 

 
Рисунок 2.7 – Отримання еквівалентного оптимального елемента  

для системи з елементами, що працюють послідовно  
 
У нижній частині рис. 2.7 подано схему еквівалентного оптималь-

ного елемента. Програмний модуль, що реалізує еквівалентний опти-
мальний елемент, бере ресурс Rp і повертає сумарний оптимальний 
випуск продукту Yop. Нижня гілка схеми відображує вбудований мо-
дуль оптимального агрегування, що для заданого Rp обчислює опти-
мальний розподіл цього ресурсу між елементами виробничої системи. 
Задача має широке коло змістовних інтерпретацій і відповідних варіан-
тів критерію оптимізації: розподіл витрат на модернізацію елементів 
виробничої системи; розподіл витрат на закупку обладнання для ново-
го виробництва. 

Критерії можуть відображати вимоги надійності, загальної ефек-
тивності виробничої системи. Побудована і досліджена версія моделі 
«багатофазна система масового обслуговування» [119]. Спільне в 
створених і досліджених моделях оптимального функціонування і ро-
звитку систем такого класу було застосування методології оптималь-
ного агрегування. Це в підсумку дозволило виконати теоретичні уза-
гальнення подібні, зроблених для задачі оптимального агрегування 
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паралельних структур. Формалізуємо і деталізуємо постановку задачі 
оптимального агрегування послідовних структур. 

Маємо систему з N послідовно поєднаних виробничих елементів, 
виділяємо довільну послідовну пару елементів з функціями виробниц-
тва – довільними нестрого монотонними і позитивними обмеженими 
функціями ( ),1,1 Vpxpf  ( ),2,2 Vpxpf  де −2,1 VpVp вектори параметрів 
цих функцій. Використовуємо трипараметричні моделі ФВ та ФР 
(див. рис. 2.2) [33]. 

Процеси оновлення виробництв відображуються функціями роз-
витку ( ) ( ),22,11 rxrfrxrf  де −rxrx 2,1 обмежені ресурси розвитку: 

Xxrxrx =+ 21 . Вихід першого елемента ( )1,11 Vpxpfy =  є входом для 
другого ( ).2,12 VpypfYvyx =  

На відміну від паралельних структур, в послідовній структурі еле-
менти пов’язані єдиним технологічним процесом і об’єкт управління – 
не обсяги ресурсів виробництва, а обсяги ресурсів розвитку вироб-
ництв. «Розвиток» занадто багатозначний термін без певних стандарт-
них кількісних показників. В даній роботі розвиток визначається як 
зміна параметрів функції виробництва, що приводить до часткового 
або абсолютного домінування ФВ після певних витрат на модерніза-
цію або заміну засобів і технологій виробництва. Тобто, ФВ виробни-
чої системи до: ( ),, Vpxpfp  і після оновлення ( )VpVpxpfp ∆+, . 

Умова нестрогого домінування  
 

( ) ( )VpxpfpVpVpxpfpkxxpKk kkk ,,;;...,,1 ≥∆+⋅∆== . (2.5) 
 
Функції розвитку змінюють параметри функцій виробництва 
 

( ) ( )rxrfVprxrfVp 222;111 =∆=∆ . 
 
Запишемо вирази для прирощення виходу першого і другого еле-

ментів 
 

( ) ( )
( ) ( )




−∆+∆+=∆
−∆+=∆

.2,1222,112
,1,111,11

VpypfVpVpyypfYvyx
VpxpfVpVpxpfy   (2.6) 
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Завжди можливо записати прирощення виходу Yvyx∆  як функцію 
ресурсів розвитку: ( )rxrxYvyx 2,1φ=∆ , це функція, що монотонно зро-
стає по кожній змінній, тому ця функція є функцією від функцій 

rfpfpf 1,2,1 , rf 2 , що монотонно зростають. 
Для виробничої системи з послідовно поєднаних елементів глоба-

льний критерій системи з чисто логічних міркувань повинен бути му-
льтиплікативною формою від локальних критеріїв елементів (якщо 
один з елементів вертикально інтегрованої системи непрацездатний, 
то всі наступні елементи не зможуть функціонувати) [34, 52, 78, 85, 
89, 131, 260, 261]. 

Тобто функція ( )rxrxYvyx 2,1φ=∆  є узагальненою мультиплікати-
вною.  

Враховуємо обмеження ресурсу, вводимо безрозмірну змінну α і 
приходимо до задачі оптимізації функції змінної Хх, що монотонно 
зростає  

 
( ) ( )XxYvyxXxrxXxrx ,;12;1;10 αααα Ψ=∆−⋅=⋅=≤≤ .  (2.7) 

 
Таким чином, ми звели постановку задачі оптимізації довільної 

підсистеми з двох елементів до постановки відповідної задачі оптима-
льного агрегування паралельної структури. Тепер, при розробці бінар-
ного оператора і дослідженні процесів оптимального агрегування ко-
ристуємось методологією попередньої задачі, зокрема, у доведенні 
теорем. 

Теорема 2.3. Бінарний оператор оптимального агрегування для 
виробничої системи (ВС) з N послідовно поєднаних елементів, які 
мають ФВ, що нестрого монотонно зростають, і узагальнений мульти-
плікативний критерій оптимальності ВС є асоціативним і некомутати-
вним, що дозволяє замінити N-вимірну задачу оптимізації послідовні-
стю з одновимірних задач оптимізації, що потребує (N – 1) 
застосування бінарних операцій оптимального агрегування послідов-
них структур до суміжних пар послідовної структури, що в підсумку 
дає оптимальну еквівалентну функцію «витрати–випуск» виробничої 
системи. 

Доведення аналогічне доведенню теореми для паралельних струк-
тур і подане в додатках. Логіка доведення – виділення довільної сумі-
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жної пари виробничих елементів і порівняльний аналіз оптимальних 
розподілів ресурсів в парі для глобального і локального розв’язання.  

Таким чином, багатовимірна задача оптимізації розподілу ресурсів 
розвитку у виробничій системі з послідовно поєднаними елементами 
замінюється послідовністю задач оптимального агрегування для су-
міжних пар елементів. 

Розглянемо порядок оптимізації для випадку заміни мультипліка-
тивного критерію адитивним: задаємо моделі ВФ елементів, локальні 
критерії та параметри цих моделей; логарифмуємо вираз для критерію 
і отримуємо адитивний критерій; визначаємо для адитивної задачі оп-
тимальну еквівалентну ВФ та вектор-функцію оптимального розподі-
лу ресурсу; обчислюємо відповідні функції для мультиплікативної за-
дачі. Записуємо для порівняння поряд адитивний і мультиплікативний 
критерії ефекту розподіленої системи: 

 

( ) ( )
1 1

, , , ; Im , , ,
NN

i i i i i i i i
i i

Is f x A w s f x A w s
= =

= =∑ ∏ .    (2.8) 

 

Використаємо символьний процесор для отримання потрібного 
нам виразу – логарифм від «добутку», від добутку переходимо до су-
ми: 

( ) ( )( )
1 1

11
ln , , , ln , , ,

N N

i i i i i i i i
ii

f x A w s f x A w s
==

 
→  

 
∑∏ .  (2.9) 

Введемо означення  

( ) ( )( )4 , , , : ln 4 , , ,F l x Av wv sv F l x Av wv sv=        (2.10) 

 

і запишемо вираз для критерію еквівалентної задачі: 

( ) ( )
1

, 4 , , , .
N

i i i i
i

Jml R F l R A w sα α
=

= ⋅∑   (2.11) 

 

Таким чином, задача з мультиплікативним критерієм оптимізації 
зведена до вже розв’язаної задачі оптимального агрегування парале-
льних структур. 
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2.2.2 Математична модель еквівалентної оптимально агрего-
ваної виробничої системи з довільною структурою 

Аналогічні результати були отримані для структур «система з па-
раметричними зв'язками» та «система із зворотним ресурсним 
зв’язком» (див. схеми 4, 5 на рис. 2.1). На базі застосування методоло-
гії оптимального агрегування отримані робочі моделі бінарних опера-
торів оптимального агрегування, що дозволяють замінювати певну 
структуру виробничої системи еквівалентним за входом–виходом ви-
робничим елементом [117, 131].  

У теорії динамічних систем визначення операцій з паралельними, 
послідовними і кільцевими структурами дозволяють виконувати екві-
валентні перетворення довільних структур динамічних систем з цими 
трьома класами структур. Подібна алгебраїзована методика може бути 
розроблена для довільних структур з послідовними, паралельними і 
кільцевими поєднаннями, що дозволяє звести довільну структуру до 
оптимального еквівалентного елемента.  

Визначимо змістовно структуру, яку коротко названо кільцевою. 
В даній роботі розглядається ресурсний зворотний зв'язок у виробни-
чих системах. Суть ресурсного зворотного зв’язку: поряд з цільовим, 
потрібним для користувачів продуктом, виробнича система продукує 
побічні продукти з від’ємною цінністю – відходи. Відходи можуть бу-
ти хімічними, біохімічними, тепловими, радіобіологічними, теплови-
ми. Головний недолік сучасного стану захисту навколишнього сере-
довища в тому, що етапи розробки нових продуктів і розробки засобів 
безпечної утилізації відходів є досить розведені в часі і просторі. Ма-
ються на увазі типові ситуації, коли засоби утилізації починають роз-
роблятись вже після запуску певної технології виробництва цільового 
продукту. 

Результати даної роботи знаходять використання в розв’язанні 
проблеми відходів агровиробництв, де потрібні математичні моделі 
для оптимізації структури виробництв з переробкою відходів в біоре-
акторних системах. Значна частина сучасних виробництв використо-
вує технології, за якими співвідношення цільового продукту і відходів 
складає 1:5 (птахофабрики), 1:15 (свинокомплекси), 1:35 (м’ясо-
молочні комплекси). Подібний стан в металургії, гірничодобувній га-
лузі та ін. 
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В практичному плані потрібна розробка і дослідження фактично 
нового класу інтегрованих моделей оптимального функціонування і 
розвитку виробничих систем з урахуванням аспектів відновлення і за-
хисту навколишнього середовища. В екологічному плані це замикання 
та ізоляція всіх циклів стабілізації екологічних збурень, викликаних 
певним виробництвом, в межах саме даного виробництва. Інновацій-
ний шлях розвитку виробництва пов’язаний з відсутністю потрібної 
для побудови моделі виробництва інформації. Ресурсний зворотний 
зв’язок може включати такі конструкторсько-технологічні рішення:  

– протиструминні теплообмінники – використання тепла води і 
повітря, що скидаються в навколишнє середовище і оборотне водопо-
стачання – коли технологічна вода та розчини після певної обробки 
(елемент в зворотному зв’язку) використовуються знову;  

– розширення спектру корисних продуктів на базі більш повної 
переробки вхідних ресурсів виробництва і переробка органічних від-
ходів на базі штучних екологічних систем – біореакторів [34, 52, 76, 
85, 89, 131, 260, 261]. 

Розглянемо процес оптимального агрегування виробничої системи 
з довільною структурою, формальний приклад якої подано на рис. 2.8. 
Порядок агрегування: виділення груп виробничих елементів з парале-
льними і послідовними поєднаннями, оптимальне агрегування цих 
груп – заміна їх еквівалентними елементами; виділення груп виробни-
чих елементів, що утворюють прості (такі, що не мають в собі інших 
контурів) контури з ресурсними зворотними зв’язками, оптимальне 
агрегування цих контурів – заміна їх оптимальними еквівалентними 
елементами. Якщо контур тільки один, то процес агрегування закінчу-
ється – буде отримано оптимальний еквівалентний за входом–виходом 
елемент складної виробничої системи. Загальні ресурси функціонуван-
ня і розвитку виробничої системи будуть розподілені оптимально. 
Якщо контур ресурсного зворотного зв’язку не є єдиним, то всі кон-
тури агрегуються, отримується відповідна агрегована структура – па-
ралельне, послідовне поєднання, контур, до яких застосовуються від-
повідні операції оптимального агрегування. Процес агрегування 
закінчується, коли отримується один оптимальний еквівалентний еле-
мент. 
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Рисунок 2.8 – Агрегування розподіленої виробничої системи  

з довільною структурою 
 
Сучасні програмні і апаратні засоби дозволяють побудувати раціо-

нальні технології створення математичних моделей розподілених ви-
робничих систем [33, 68, 77–79, 83, 174, 175]. Раціональна інформа-
ційна технологія – технологія, що дозволяє розробити нову 
математичну модель і програму моделювання для нової задачі при кі-
нцевих витратах ресурсів і часу. Згідно з досвідом розробки нових 
моделей нова робоча модель може бути створена за 1–3 місяці роботи 
одного-двох розробників [33, 34]. Обмеження технології – розробник 
повинен мати відповідну професійну підготовку, обсяг і напрями якої 
подані в посібниках [35–40]. Суть підготовки – глибокі знання в прак-
тичному програмуванні, теорії оптимального управління та системно-
му аналізі [39, 40, 256, 258]. 

Згідно з запропонованою схемою агрегування виробничих систем 
з довільними структурами було вирішено декілька прикладних задач. 
На рис. 2.9 подано приклад оптимального агрегування системи з пере-
робкою відходів (це фрагмент документації, переданої в рамках угоди 
про творчу співдружність). 
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Рисунок 2.9 – Приклад оптимального агрегування виробничої системи  

з переробкою відходів основного виробництва 
 

У верхній частині подано схему агроекологічної системи, де згід-
но з технологіями виробництва пов’язані підсистеми «рослинництво», 
«тваринництво», «переробка продуктів рослинництва», «переробка 
продуктів тваринництва» і «переробка відходів виробництв». Скоро-
чення на схемі: К1, К1, … – рослинні культури, Т1, Т2, ... – види тва-
ринництва, ПР1, ПР2, … – види продуктів. В нижній частині – відо-
браження реальної виробничої системи в схему оптимального 
агрегування. На цій схемі: fos – оператор оптимального агрегування 
системи з ресурсним зворотним зв’язком (ЗЗ); fa – оператор оптима-
льного агрегування паралельних структур; fm – оператор оптимально-
го агрегування послідовних структур; f11 f12, f13, f14,( ), 

f21 f22, f23,( ) – функції виробництва елементів послідовних струк-
тур, f31 f32,( ), f41 f42, f43, f44,( ) – ФВ паралельних структур; 
Fop Xs vP,( ) – оптимальна еквівалентна ФВ повної системи; Xs – су-
марні витрати ресурсу системою; vP – вектор параметрів системи 
(складається з потрібних для користувача параметрів елементів, в 
операторах оптимального агрегування можливо частково, або повніс-
тю стирати пам'ять попередніх агрегувань). Слід відзначити, що дове-
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дення такої задачі до рівня системи підтримки рішень – досить трудо-
містка задача прикладного системного аналізу, але з гарантованим кі-
нцевим результатом. Наявність ієрархії агрегувань дозволяє викорис-
товувати системи на базі оптимального агрегування з перших кроків 
розробки системи підтримки рішень, користуючись наближеними мо-
делями ФВ на різних рівнях. 

Ще одна перевага методу в тому, що він малочутливий до розмір-
ності задачі. В поданому прикладі кількість елементів виробничої сис-
теми вимірюється сотнями, але метод оптимального агрегування до-
зволяє працювати з цілісною оптимально агрегованої системою і 
легко визначити через ланцюги пам’яті попередніх агрегувань функ-
цію впливу варіацій параметрів елемента нижнього рівня на показни-
ки ефективності великої виробничої системи. 

Виходячи з попередніх отриманих результатів і властивостей ха-
рактеристик виробничих систем, можна сформулювати певні теореми 
про можливість декомпозицій задачі оптимізації виробничої системи з 
довільною структурою в послідовність задач оптимізації малої розмі-
рності. 

Теорема 2.4. Структура ресурсних зв’язків раціональної виробни-
чої системи, елементи якої мають нестрого монотонні узагальнені ФВ, 
а зв’язки відносяться до класів паралельних, послідовних і кільцевих 
поєднань може бути ізоморфно відображена в ієрархічне бінарне де-
рево оптимального агрегування, операнди нижнього рівня якого – уза-
гальнені ФВ елементів, а вузли – бінарні оператори оптимального аг-
регування паралельних, послідовних структур і структур з ресурсними 
зворотними зв’язками, що дозволяє замінити багатовимірну задачу 
оптимізації ВС послідовністю з одновимірних задач оптимізації, і в 
підсумку дає оптимальну еквівалентну функцію «витрати–випуск» 
виробничої системи. 

Доведення теореми базується на використанні попередніх результа-
тів: теорем для паралельного і послідовного поєднань, агрегування кон-
туру з ресурсним зворотним зв’язком; властивостей функціональних пе-
ретворень для монотонних функцій; властивостей систем α-функцій для 
бінарних операцій оптимального агрегування. Паралельно з аналітичним 
доведенням теореми про агрегування довільних структур виробничих 
систем було виконано дослідження на робочих моделях оптимального 
агрегування типових структур з різними видами поєднань. 
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На рис. 2.10 подані паралельна, послідовна і кільцева структури 
для виробничих систем і приклади їхнього оптимального агрегування. 
Для перших двох структур подано по три проекції тривимірного гра-
фіка цільової функції з накладеним на цільову функцію годографом 
максимумів. 

 

 

Рисунок 2.10 – Дослідження оптимальних управлінь для паралельної,  
послідовної і кільцевої структур виробничих систем 

 
Перша проекція – візуальне підтвердження, доведеного тверджен-

ня: – обвідна альфа-функцій сходиться до оптимальної еквівалентної 
функції виробництва [33]; третя проекція – функція оптимального ро-
зподілу ресурсу. Інтерпретація кільцевої структури – виробнича сис-
тема з переробкою відходів основного виробництва у ресурси і продук-
ти. Аналіз і оптимізація таких структур – об’єкт запровадження. Для 
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кільцевої структури подано три графіки функцій виробництва основ-
ного виробництва, виробництва з переробкою відходів, системи з пе-
реробкою відходів. В нижній частині рис. 2.10 подано графіки ефек-
тивності системи для кільцевої структури для трьох значень розподілу 
ресурсу 120 у. о. між основним виробництвом ( 11Vp ) і переробкою від-
ходів ( 12Vp ): 10011 =Vp  і 2021 =Vp , 6011 =Vp і 6021 =Vp , 4011 =Vp  і 

8021 =Vp . 
Коректність і ефективність бінарних операторів – необхідна умова 

коректності і ефективності оптимального агрегування довільних стру-
ктур. Додаткова мета досліджень операторів – відпрацювання засобів і 
методів візуального аналізу тривимірних об’єктів, що дозволяють зро-
зуміти причини розривності оптимальних управлінь. Для паралельно-
го і послідовного поєднань подано один і той же комплект тривимір-
них графіків в різних ракурсах (див. рис. 2.10). Комплект графіків 
складається з графіка цільової функції для системи з двох елементів 
Fop(X, α) в просторі змінних Х – обмеження ресурсу системи, α – 
пропорції розподілу ресурсу між елементами, та графіка годографа ма-
ксимумів цільової функції в залежності від величини обмеження ресур-
су. Перша пара графіків – проекція 3D графіка на площину (Fop, Х). 
Можемо бачити α-функції та їх обвідну – оптимальну еквівалентну 
функцію виробництва системи з двох елементів з відповідним 
зв’язком. Друга пара графіків – проекція, на якій подана послідовність 
залежностей цільової функції при фіксованих значеннях обмеження 
ресурсу і годограф максимумів цих функцій. Третя пара графіків – 
проекція 3D графіка на площину (Х, α). Проекція годографа максиму-
мів подає функцію оптимального розподілу ресурсу в безрозмірному 
вигляді – це графік функції α(Х). Розмірний розподіл ресурсу 

( ) ( ) ( ) ( )( ) .12;1 xXXxxXXx ∆⋅−=∆⋅= αα  

В нижній частині рис. 2.10 подано в іншому форматі аналіз опти-
мального агрегування системи з ресурсним зворотним зв’язком. Це 
кінцева частина процесу агрегування системи, поданої на рис. 2.9. Кі-
льцева структура є специфічною, порівняно з паралельною і послідов-
ною, але її заміна оптимальним еквівалентним елементом теж вирішу-
ється на базі методології оптимального агрегування. Нижня частина 
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рис. 2.10 – графіки функцій ефективності для різних значень α – роз-
поділу ресурсу розвитку між основним виробництвом і переробкою 
відходів. Саме такий формат подання результатів є звичним і зручним 
для практиків. 

Таким чином, підхід на базі оптимального агрегування інтегрує в 
собі: 

– метод еквівалентністних перетворень певного класу структур з 
нелінійними елементами – функцій виробництва; 

– метод оптимізації певних функцій багатьох змінних при обме-
женнях; 

– систему алгебри, носіями якої є функції виробництва – моделі 
виробничих систем як технологічних перетворювачів ресурсу (подіб-
ну до алгебри перетворень структурних схем в теорії лінійних динамі-
чних систем). 

Розв’язання низки оптимізаційних задач дозволило виділити зага-
льні підходи, які в сукупності утворюють нову методологію – оптима-
льного агрегування. Побудована алгебра оптимального агрегування 
дозволяє «довільні» структури виробничих систем замінювати еквіва-
лентним оптимальним елементом. Саме це є головною складовою ме-
тодології розв’язання варіаційних задач розвитку або багатокрокових 
задач прийняття рішень за термінологією Р. Беллмана. 

На рис. 2.11 подано структуру і зміст досліджень, що реалізують 
методологію оптимального агрегування. 

Наведені результати досліджень однокрокової задачі функціону-
вання і розвитку складають перший науковий результат № 1.  

Формулювання. Вперше розроблено методологію побудови еквіва-
лентних оптимальних елементів для паралельних, послідовних і кіль-
цевих структур виробничих систем на базі методу оптимального агре-
гування, що відрізняється від існуючих методів агрегування 
отриманням оптимальної характеристики «вхід–вихід», а від існуючих 
методів оптимізації розподілу ресурсів – декомпозицією багатовимір-
ної задачі оптимізації в послідовність одновимірних задач. Це в підсу-
мку робить метод нечутливим до виду функцій виробництва, і мало-
чутливим до розмірності виробничої системи, що дозволяє будувати 
ефективні моделі для оптимізації процесів функціонування і розвитку 
оптимально агрегованих виробничих систем. 
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Рисунок 2.11 – Методологія оптимального агрегування. Структура 

 
Відмінність від аналогів – загальний прототип – методи неліній-

ного програмування, єдиний близький прототип «метод оптимального 
агрегування для виробничих систем з паралельно працюючими еле-
ментами» [206]. Відмінність – розширення області застосування на 
системи з довільними структурами. Актуальність – існує потреба в 
універсальних, швидких і точних методах оптимального розподілу ре-
сурсів у розподілених виробничих системах. Суть результату – інва-
ріантне занурення задачі нелінійного програмування в задачу отри-
мання залежності оптимального розподілу від величини обмеження, 
розбиття задачі знаходження екстремуму функції багатьох змінних в 
послідовність задач знаходження екстремуму функції меншого числа 
змінних (методологія Р. Беллмана). 

 
2.3 Розробка базової моделі оптимального розвитку 

 
Отримані в 2.1 і 2.2 результати дозволяють побудувати ефективні 

обчислювальні методи отримання розв’язків низки варіаційних задач 
розвитку виробничих систем. Першоджерелом для побудови базової 
робочої моделі оптимального розвитку виробничої системи були роботи 
Р. Беллмана – постановка, дослідження варіаційної «задачі розподілу» та 
її окремого випадку, – «задачі Марковіца», для якої Беллман знайшов 
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розв’язання для випадку лінійних функцій виробництва [24–26]. Ці 
аналоги були проаналізовані на рівні робочих моделей (розділ 1). 

Запропоновані в даному підрозділі моделі і методи розв’язання 
варіаційної задачі розвитку мають такі відмінності від моделі Беллма-
на: використано метод принципу максимуму для отримання оптима-
льної стратегії, а не динамічне програмування; використано метод оп-
тимального агрегування для зведення багатопродуктової виробничої 
системи до еквівалентного оптимального елемента; 

– розширено постановку задачі введенням можливості викорис-
тання зовнішніх ресурсів; 

– принцип оптимальності у Беллмана застосовується для обґрун-
тування декомпозиційного підходу в оптимізації багатокрокових про-
цесів: «оптимальна стратегія має ту властивість, що при будь-якому 
початковому стані і початковому управлінні, наступне управління по-
винно складати оптимальну стратегію відносно поточного і кінцевого 
стану», а в даній роботі цей принцип застосовується для задач розпо-
ділу ресурсу в «просторі» – між елементами системи і формулюється 
так: «для деякої підсистеми, оптимальний розподіл ресурсу між еле-
ментами підсистеми залежить тільки від обсягу ресурсу, виділеного 
для цієї підсистеми, і не залежить від ресурсів, виділених іншим еле-
ментам». Ці відмінності суттєво розширили можливості моделі, зок-
рема: модель не має обмежень за видом функцій виробництва елемен-
тів виробничої системи; обсяг обчислень оптимального управління 
для багатопродуктової задачі несуттєво зростає з ростом розмірності 
задачі тому, що операція агрегування виконується тільки один раз – на 
початку процесу моделювання.  

Задачі оптимального розвитку є складними багатовимірними варі-
аційними задачами, аналітичні розв’язання яких існують тільки для 
занадто спрощених моделей. Розроблений і досліджений в даній робо-
ті метод розв’язання задач оптимального розвитку дозволяє звести ва-
ріаційну задачу з інтегральним критерієм першого роду (інтегральний 
неквадратичний) до алгебраїчної задачі. 

2.3.1 Постановка задачі оптимального розвитку 

Отримані в підрозділах 2.1 і 2.2 моделі оптимізації для однокроко-
вих задач – необхідний елемент для побудови ефективних моделей і 
методів оптимізації процесів розвитку виробничих систем. Багатокро-

85 



кові задачі розвитку – широка область теорії і практики. В роботі дос-
ліджується порівняно вузький клас варіаційних задач – окремий випа-
док задачі Больца. Управління в задачах цього класу – розподіл ресур-
су між розвитком виробничої системи і накопиченням. Базовий аналог 
цих розробок – поставлена і досліджена Р. Беллманом «задача розпо-
ділу». Ціль оптимізації в прямій задачі – максимізація інтегрального 
критерію «накопичення», в спряженій – мінімізація витрат на задану 
програму розвитку. Проблема розмірності задачі розвитку більш ва-
гома порівняно з однокроковою задачею: розмірність розподіленої за-
дачі множиться на кількість інтервалів часу процесу розвитку при чи-
слових методах розв’язання, тобто збільшується на порядки. 

Для розв’язання задач розвитку виробничих систем вибрано метод 
оптимального агрегування і метод принципу максимуму Понтрягіна. 
На початку дослідження не ставилась мета побудувати саме новий ме-
тод, шукались моделі і методи для розв’язання наближених до реаль-
ності задач розвитку виробництва без обмежень на вид математичних 
моделей функцій виробництва і розвитку та підінтегральний вираз для 
критерію. Структура дослідження багатокрокових задач аналогічна 
структурі дослідження однокрокових задач – розв’язання і досліджен-
ня базової задачі, потім ще декількох значимих для практики задач та-
кого ж класу з узагальненнями методу розв’язання до методології. Це 
досить довгий шлях до кінцевих результатів. Тому на рис. 2.12 подано 
в дискретній формі базову модель, а в правій колонці – пункти новиз-
ни цієї моделі. Оптимальне агрегування розподіленої ВС дозволяє ро-
зділити багатовимірну варіаційну задачу на дві: субоптимізація – за-
міна ВС оптимальним еквівалентним елементом; розв’язання 
варіаційної задачі розвитку для еквівалентного елемента методом 
принципу максимуму. Кожна з цих багатовимірних задач розбиваєть-
ся в послідовність одновимірних задач оптимізації на базі методів оп-
тимального агрегування і методу принципу максимуму. 

Суть новизни методології в тому, що спочатку виконується субоп-
тимізація – оптимальне агрегування розподіленої виробничої системи, 
згідно з принципом оптимальності: «скільки б ресурсу не виділялося 
системі, він повинен розподілятися оптимально». Отримуємо однови-
мірну еквівалентну оптимальну систему. Для цієї системи розв’язуємо 
методом принципу максимуму Понтрягіна задачу оптимального роз-
витку. Метод принципу максимуму – декомпозиційний, в ньому зада-
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ча знаходження екстремуму інтегрального функціонала замінюється 
задачею максимізації функції Гамільтона на кожному кроці. Змінні 
оптимізації – пропорція розподілу поточних ресурсів між розвитком і 
накопиченням (прирощенням інтегрального критерію). 

 

 

Рисунок 2.12 – Базова модель оптимального розвитку виробничої системи 
 
У практичному аспекті, згідно зі схемою на рис. 2.13, задача опти-

мального розвитку розподіленої виробничої системи розбивається на за-
дачу розподілу обмеженого ресурсу між елементами системи і задачу 
розподілу поточного ресурсу виробничої системи між витратами на роз-
виток і накопиченням. Ці дві задачі в свою чергу розбиваються в послі-
довності одновимірних задач згідно з методом оптимального агрегуван-
ня і методом принципу максимуму. В аспекті обчислювальних методів 
задача знаходження екстремуму функції N⋅K змінних замінюється зада-
чею знаходження екстремумів (N – 1)⋅(K – 1) функцій однієї змінної. Ці 
змінні – нормовані безрозмірні пропорції розподілу ресурсу в парі еле-
ментів та пропорції розподілу між накопиченням та розвитком. 

Н1 Єдина структура 
варіаційної задачі роз-
витку ВС: одновимір-
ний динамічний об’єкт 
– оптимально агрегова-
на ВС. 

Н2 Єдиний метод оп-
тимізації функції Гамі-
льтона для всіх функцій 
виробництва і розвитку 
класу «нестрого моно-
тонні, нестрого позити-
вні, обмежені. 

Н3 Отримання оптима-
льної стратегії іміта-
ційним моделюван-
ням оптимального 
процесу розвитку. 

Н4 Дворівнева деком-
позиція багатовимірної 
варіаційної задачі роз-
витку в системі одно-
вимірних задач оптимі-
зації. 
Нові наукові 
результати Н1 – Н4 

Оптимальне агрегування:  
заміна ВС оптимальним еквівалентним елементом 

Модель розвитку ВС. ФР:
 

( )1,1,11
11

kVpxfry kkk −−= ,  

ФВ:
 

( )( ) NkkyDsVpxfvy kkkk ...,,1,2,12,22 11 1
=+= −−− ; ФР, ФВ - 

функції розвитку і виробництва; 1y  
- виробн. потужн.,

 2y  
- виробництво;

 
1x , 2x  - ресурс розвитку і виробництва, 1Vp , 2Vp  - вектори параметрів 

ФР і ФВ; 1k , 2k  - класи ФР, ФВ; ( )1yDs  - функція способу розвитку. 

Базова задача оптимізації процесу розвитку ВС: 
Критерій оптимізації: 

( )∑
=

−− →∆⋅⋅=
N

k kkkN TkVpxfvJ
1

1
max2,2,2 1 α ; 

Змінна управління αk - розподіл ресурсу між розвитком і накопиченням: 
Tyx kkk ∆⋅−⋅= −− )1(21 11

α . Обмеження управління: 10 ≤≤ kα .
 

Функція Гамільтона, визначення: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )uxH
x

t
dt
duxH

J
t

dt
dfuxH xJ

i
ii

N

,;,;,
0 ∂

∂
−=

∂
∂

−=⋅= ∑
=

ψψψ

 

Оптимальне управління
  
αop argmaxα H xk αk,( )( ).

 
Дезагрегування: розподіл ресурсів між підсистемами ВС. 
Спряжена задача. Мінімізація накопичених витрат при заданій програмі  
випуску продукції. 
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Рисунок 2.13 – Декомпозиційна структура для варіаційної задачі розвитку 

 

Запропонований метод – окремий випадок методології інварі-
антного занурення «точкових» задач оптимізації в множину задач да-
ного класу. В цьому випадку знаходимо функціональну залежність 
розв’язку від змінної управління – значення обмеження по ресурсу. 
Обчислювальні переваги запропонованого методу обумовлені тим, що 
на нижньому рівні декомпозиції отримуємо одновимірні задачі. 

2.3.2 Декомпозиція базової задачі оптимального розвитку  

У цьому пункті розробляємо і досліджуємо базову модель розвитку 
з постійними функціями розвитку та необмеженими потребами в про-
дукті. Модель є кроком, елементом поточного стану метамоделі – ди-
намічної структури наближених моделей розвитку і кінцевим продук-
том для певної групи практичних задач планування і прогнозування. 

На відміну від аналогів розглядаємо довільні залежності між тем-
пом витрат ресурсу в розширення виробництва і прирощенням темпу 
виробництва – функції розвитку. Можна знайти безліч прикладів не-
лінійних залежностей такого плану на будь-яких рівнях виробництва – 
від окремого хімічного реактора до підприємства в цілому. Для побу-
дови загальних методів оптимізації і моделювання є принциповим те, 
що залежності такого виду теж відносяться до виробничих функцій. 
Різниця тільки в тому, що результатом витрат ресурсу є не продукт, а 
зміна темпу виробництва продукту. В математичному плані виробничі 
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функції і залежності прирощення темпу виробництва від витрат ресур-
су відносяться до одного класу математичних об’єктів. Однак на рівні 
конкретних прикладних задач це різні функції. Щоб відрізняти їх на-
звемо функції виробництва «другого порядку» функціями розвитку 
(ФР). Розмірність функцій виробництва (ФВ) – «(одиниць вимірюван-
ня продукту)/(одиниць вимірювання ресурсу)», розмірність функцій 
розвитку (ФР) – «(одиниць вимірювання продукції за одиницю ча-
су)/(одиниць вимірювання ресурсу за одиницю часу)». Виробничий 
елемент є технологічним перетворювачем ресурсу у продукт. Найпро-
стішим способом зміни темпу виробництва є кількісна зміна в техно-
логічному перетворювачі – збільшення кількості окремих агрегатів, 
збільшення об’єму чи поверхні реактора та ін. 

Можливі і якісні зміни технологічного перетворювача, що ведуть 
до прирощення темпу випуску продукції: підвищення температури і 
тиску, використання певних «високих технологій», наприклад, одно-
молекулярних плівок. 

Залежність прирощення темпу виробництва від витрат ресурсу 
звичайно є результатом дії багатьох імовірнісних і детермінованих 
«механізмів». Саме наявність багатьох причин і факторів певним чи-
ном уніфікує і згладжує ці залежності – вони сходяться до функцій S-
класу [190, 195, 197, 218]. Однак, ми будемо шукати метод 
розв’язання узагальненої задачі для довільних ФР, в тому числі і «не-
гладких», що не мають неперервної похідної. Очевидний приклад – 
нарощування і модернізація виробничих потужностей введенням ста-
ндартних модулів. 

Сформулюємо узагальнену задачу. Маємо децентралізовану сис-
тему, де виробляються N видів продукції. Темпи випуску продукції 
дорівнюють ( ) ( ) ...,,, 21 txtx  ( )txN  (одиниць вимірювання продукції за 
місяць, квартал, рік). Рівняння динаміки виробничих потужностей 

 

( ) ( )( ) ( )( )iiiii utxsfintyfintx
dt
d

⋅== ,      (2.12) 

 

де ( )( )tyfin ii  – функція розвитку для і-го виробництва, що належить до 

класу нестрого монотонно зростаючих функцій; ( ) ( )∑
=

=
N

j
j txtxs

1
 – сума-

рне виробництво в момент t; ( ) 10 ≤≤ tui  – управління – частка сумар-
них поточних ресурсів, що виділяється в поточний момент для розши-
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рення виробничих потужностей по і-му продукту. Для управлінь ви-
конується умова нормування 

 

( ) ( ) 1
1

=+∑
=

N

j
j tunaktu ,      (2.13) 

 

де unak(t) – частка ресурсів, що йде в накопичення. 
Потрібно визначити оптимальну стратегію розвитку, що максимі-

зує сумарний накопичений випуск за певний плановий період Т 
 

( ) ( )∫ ∑ ⋅





=

=

T N

j
jN dttunaktxJ

0
1

.   (2.14) 

 

Типова інтерпретація планового періоду Т – момент зміни техно-
логії і конструкції виробу і, відповідно, засобів виробництва. Базую-
чись на попередніх отриманих результатах формулюємо теорему про 
заміну розподіленої виробничої системи еквівалентним оптимальним 
елементом. 

Теорема 2.5. Варіаційна задача оптимального, за інтегральним 
критерієм першого роду, розвитку виробничої системи (ВС) з довіль-
ною структурою ресурсних зв’язків (теорема 2.4) може бути розбита в 
послідовність двох оптимізаційних задач: 1) задачі оптимального аг-
регування ВС, 2) одновимірної задачі оптимального розвитку яка 
розв’язується методом принципу максимуму, що дозволяє замінити 
багатовимірну задачу оптимізації розвитку системою одновимірних 
задач оптимізації – бінарних операцій оптимального агрегування і од-
новимірних задач максимізації функції Гамільтона, і в підсумку дає оп-
тимальну стратегію розвитку для кожного елемента і для ВС в цілому. 

Доведення базується на порівнянні функцій Гамільтона для опти-
мально агрегованої і неагрегованої ВС і властивостях оптимальної ек-
вівалентної ФВ (теорема 2.4). Далі наведено приклад доведення тео-
реми для випадку ВС з паралельно поєднаними елементами. 
Доведення для інших припустимих структур виконуються аналогічно. 
Запишемо функцію Гамільтона для виробничої системи. На кожному 
кроці процесу розвитку повинна обчислюватись ця функція і знаходи-
тись її максимум по змінних α  і ju : 
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( ) ( ) ( ) ( )
1

, , (1 ) ( ) 1
N

j j
j

Hka x u xs fin xs u Tp t zp t pr Tp tα α α
=

 
 = ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ + ⋅ −   
 
∑ ,   

(2.15) 
де xs  – сумарний ресурс виробничої системи; 10 ≤≤ α  – безрозмірна 
змінна управління – розподіл ресурсу між розвитком і накопиченням; 

Nju j ...,,1, = – безрозмірні управління нижнього рівня;

1...21 =+++ Nuuu , – частки ресурсу розвитку для кожного елемента ви-
робничої системи; Tp – плановий період для процесу розвитку; t – пото-
чний час процесу; zp t( ) – темп зовнішніх для даної системи ресурсів. 
Перша складова в (2.15): )1( α−⋅xs  – ресурси виділені в накопичення. 

На кожному кроці процесу розвитку повинна обчислюватись ця 
функція та знаходитись її максимум по змінних α  і ju   Друга складова 

в (2.15) (вираз в дужках) визначає сумарне поточне прирощення темпу 
виробництва. Незалежно від того, якою буде частка ресурсу для розви-
тку, розподіл ресурсу між розвитком окремих виробництв повинен бу-
ти оптимальним. Запишемо локальну задачу оптимізації другої складо-
вої виразу в дужках в стандартному вигляді. Введемо означення 

NiuRrxsR ii ...,,1,, =⋅=⋅= α . 
Визначимо: 
– цільову функцію N змінних

( ) ( )∑
=

=
N

j
jjN rfinrrrF

1
21 ...,,, ; (2.16) 

– обмеження ресурсу

( )1 2
1

, ,..., 0
N

N j
j

G r r r R r
=

= − =∑ , (2.17) 

– обмеження управління
10 ≤≤ ju . (2.18) 

Потрібно знайти розподіл ( )Nrrr ,...,, 21 , що дає максимум цільової 
функції та задовольняє обмеження. Застосовуємо метод оптимального 
агрегування для задачі з адитивним критерієм (2.16–2.18) Шукаємо 
функціональну залежність )(RDop  – вектор-функцію оптимального 

розподілу ресурсу. Деякий компонент вектор-функції jRDop )(  визна-
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чає залежність оптимального для і-го елемента системи обсягу ресур-
су від загального обмеження по ресурсу. Визначимо еквівалентну оп-
тимальну функцію розвитку 

( ) ( )( )∑
=

=
N

j
jj RDopfinRFop

1
: .      (2.19) 

Числовими методами оптимізації завжди можна знайти функції 
( )RFop  та ( )RDop . Нарешті підставимо (2.19) у (2.15) і отримуємо ви-

раз для функції Гамільтона еквівалентної оптимальної системи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tTpprtzptTpaxsFopaxsaxHka −+⋅−−⋅⋅+−⋅= 1)(1, . (2.20) 

Еквівалентність заміни суми в (2.15) на оптимальну еквівалентну 
функцію в (2.20) випливає з теореми 2.2 про еквівалентність оптима-
льно агрегованої функції багатовимірній функції за входом–виходом 
для всіх значень сумарного ресурсу в діапазоні визначення. Тепер, 
якщо у вираз (2.15) підставити оптимальні значення Nju j ...,,1, = , то 

функції (2.15), (2.20) будуть тотожними функціями xs і α. 

argmaxα Hk xs α, uop xs( α⋅,( )( ) argmaxα Hka xs α,( )( ). 

Тобто, тотожними будуть і оптимальні стратегії розвитку. Теоре-
му доведено.  

Розглянемо практичні аспекти застосування еквівалентних опти-
мальних моделей розвитку. В модель еквівалентної оптимальної мо-
делі розвитку входить оптимальна еквівалентна ФР системи 

( )axsFop ⋅ , що отримана методом оптимального агрегування. Ця фун-
кція розраховується один раз (за умови досить постійних параметрів 
функцій розвитку), а потім використовується в розв’язанні одновимір-
ної еквівалентної варіаційної задачі. За умови, що функція Гамільтона 
і її екстремум визначаються числовими методами, розв’язання задачі 
оптимального розвитку може бути отримане для широкого кола моде-
лей виробництва, розвитку, обмежень і критерію оптимальності. 

2.3.3 Точне розв’язання узагальненої задачі розподілу 

Отримання функції Гамільтона – досить складна, але повністю 
розв’язана в загальному вигляді задача. В даному дослідженні вона 
розв’язується з застосуванням числових методів розв’язку диференці-
альних рівнянь. Далі подано приклади отримання точних розв’язань 

92 



для актуальних задач розвитку. Отримаємо точний розв’язок для зада-
чі оптимального розвитку для виробничої системи з паралельно пра-
цюючими елементами. Задано:  

– критерій оптимальності ( ) ( )∫ ⋅−⋅=
Tp

dttutxJ
0

1 )1( ; 

– диференціальне рівняння динаміки прирощення темпу виробни-
цтва 

( ) ( ) ( )( )tutxfintx
dt
d

⋅= ; 

– обмеження управління 0 ≤ u(t) ≤ 1. 
Подаємо задачу в канонічному вигляді. Додаємо ще одну змінну 

стану – критерій і записуємо відповідні рівняння:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) Jx ftutxtJ
dt
dftutxfintx

dt
d

=−⋅==⋅= )1(; 1 .       (2.21) 

Запишемо вираз для функції Гамільтона [24, 208] 

( ) xxJJ
N

i ii fffuxH ⋅Ψ+⋅Ψ=⋅Ψ= ∑
=1

, ,    (2.22) 

де xJ ff ,  – праві частини рівнянь (2.21). Підставимо їх у (2.22) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tutxfintutxuxH xJ ⋅⋅Ψ+−⋅⋅Ψ= )]1([, .  (2.23) 

Записуємо рівняння для визначення спряжених функцій [24, 208] 

( ) ( ) ( ) ( )uxH
x

t
dt
duxH

J
t

dt
d

xJ ,;,
∂
∂

−=Ψ
∂
∂

−=Ψ .  (2.24) 

Знаходимо окремі похідні від H(x, u) (2.22) і підставляємо їх в 
(2.24) 

( ) ( ) ( )xufin
x

uuuxH
x

uxH
J xJ ⋅

∂
∂

⋅⋅Ψ+−⋅Ψ=
∂
∂

=
∂
∂ )1(,;0, . 

Розв’язуємо отримані диференціальні рівняння. Перше рівняння – 
для випадку максимізації критерію 

1J  – 

( ) ( ) consttt
dt
d

JJ =Ψ=Ψ ;0 . 

93 



Для вирішення другого рівняння використовуємо числові методи. 
Розв’язання визначено як функція заданого параметра 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 ) (1 )d t u t u fin u x t u fin u x ux J x xdt x x
∂ ∂

Ψ = −Ψ ⋅ − − Ψ ⋅ ⋅ ⋅ = −Ψ ⋅ ⋅ ⋅ − −
∂ ∂

.    (2.25) 

«Фізичний зміст» цієї спряженої функції – «ціна»(вага) виробни-
чих потужностей відносно критерію оптимальності (що немає ніякого 
відношення до «цін» у економістів). Природно, що вона падає з часом 
тому, що ми включили в критерій тільки накопичення і задали обме-
жений плановий період, тому «ціна» фондів з часом спадає до нуля. 
Це реалістично в умовах швидких змін технологій та засобів вироб-
ництва, коли обладнання не встигає відпрацювати свій фізичний ре-
сурс. 

Підставимо розв’язання диференціальних рівнянь для спряжених 
функцій у (2.23) і отримаємо остаточний вираз для функції Гамільтона 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), (1 ) , , ,nH x u x t u t u x dFr k fin x t u tψ= ⋅ − + ⋅ ⋅ , (2.26) 

де спряжена функція ( )kdFrxun ,,,ψ  визначена в середовищі пакета мо-
делювання як функція управління u , темпу випуску продукції x , по-
хідної від функції розвитку dFr . 

2.3.4 Наближене розв’язання задачі розвитку 

Сьогодні автоматизовані системи управління виробництвом ста-
ють все більше «моделезалежними» – такими, що обов’язково мають в 
контурі управління модель-еталон або модель-предиктор. Це обумов-
лює потребу в швидких методах розробки задовільних моделей, і дик-
тує відповідну технологію створення моделей для автоматизованих 
систем управління. Зокрема, отримання аналітичного розв’язання пе-
вної задачі управління є першим кроком створенням еталонних моде-
лей для процесів розробки задовільних за точністю і обчислювано 
ефективних моделей для вбудовування в контури управління.  

На рис. 2.14 подано схему розподілу ресурсу на поточному кроці 
на фоні графіка зміни виробничих потужностей. На цій схемі 

))(1()(1 tutxS −⋅=  – це та частина поточного ресурсу, що йде в накопи-
чення; S2 – те, що йде в інвестиції. Згідно з рівнянням динаміки виро-
бничих потужностей частина )()(2 tutxS ⋅=  створює прирощення 

))()(( tutxfinx ⋅=∆  виробничих потужностей. 
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 Поточне накопичення 
S1 = x(t)⋅(1 - u(t))⋅∆t  
Розвиток виробництва 
S2 = x(t)⋅u(t)⋅∆t  
Прирощення виробн. 
∆x = fin(S2)⋅(Tpl - t) 
Потенційне накопичення 
S3 = ∆x⋅(Tpl - t)  
Прирощення критерію 
H(x,u) = S1 + S3 
Ціль управління 
max{H(x,u)}  u∈(0,1) 

                     t   t+∆t                   Tpl 

  
Рисунок 2.14 – Схема розподілу ресурсу на поточному кроці 

 
Оцінимо прирощення продукції, що можна отримати до кінця 

процесу,  
)())()(()(3 tTtutxfintTxS −⋅⋅=−⋅∆= . 

Це додатковий ресурс, який можна на наступних кроках викорис-
тати для накопичення і розвитку. Розподіл ресурсу повинен бути теж 
оптимальним. Якщо продовжити ці міркування ми прийдемо до мето-
ду динамічного програмування. Однак параметри сучасних виробни-
чих систем є суттєво невизначеними. 

Будемо вибирати управління u(t) так, щоб отримати максимум фу-
нкції H(x,t) = S1+S3, яка є оцінкою (індикатором) приросту значення 
критерію 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )uxHtTtutxfintutxuxH
u

,max)()1(,
)1,0(∈

→−⋅⋅+−⋅= . (2.27) 

Припущення про конвертованість ресурсів, з одного боку, робить 
задачу більш реалістичною, з іншого – суттєво спрощує її. Дійсно, 
кожна функція інвестицій тепер явно залежить тільки від одного 
управління. Спрощується також підінтегральна функція критерію оп-
тимальності. В реальних системах виділений ресурс сам по собі ще не 
гарантує певного прирощення виробничої потужності. Для реального 
розширення виробництва часто бувають необхідні десятки ресурсів і 
робіт, і все це повинно бути оптимізоване і скоординоване. Однак, від-
носно стратегічної задачі розвитку, це задачі субоптимізації. 
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2.3.5 Порівняльний аналіз точного і наближеного розв’язків 

Головні наукові результати роботи отримані на основі послідовно-
го використання методології Р. Беллмана, що дозволяє описати широ-
кий клас процесів управління в точних математичних термінах. Саме 
керуючись методологією Беллмана, використали для розв’язання уза-
гальненої задачі розвитку метод принципу максимуму, а не динамічне 
програмування. Однак, на базі аналізу аналітичних результатів Белл-
мана для випадку лінійних функцій розвитку отримали наближене 
розв’язання. Природно проаналізувати точність наближеного методу 
порівняно з точним методом. На першому етапі таке порівняння було 
виконано просто засобами обчислювальних експериментів – порів-
нянням точних і наближених процесів. Для типових задач розвитку 
отримано точність 

– за значенням критерію сумарного накопичення – в межах 3–4 %; 
– за середнім відхиленням наближеної функції управління від точ-

ної (оптимальної стратегії) – в межах 2–5 %. 
На другому етапі виконано аналітичне дослідження питань точнос-

ті і збіжності за методологією Беллмана [24–26]. Класичний метод пос-
лідовних наближень заснований на ідеї розв’язання послідовності рів-
нянь чи задач, які сходяться до бажаного рівняння чи задачі. Беллман 
пропонує при постановці варіаційних задач розглядати два різних типи 
питань. Одне з них – питання про визначення оптимального управлін-
ня, інше – про одержання квазіоптимального управління, що дає кращі 
результатів, ніж при використанні загальноприйнятого управління (ти-
пу лінійних регуляторів по вектору стану). Дискретизуємо функцію 
Гамільтона (2.26) і порівняємо її з наближеною (2.27). 

Точна: ( ) ( ) ( )kdFrxuuxFruxuxH kknkkkkkk ,,,)1(, ψ⋅⋅+−⋅= . 

Наближена: ( ) ( ) )()1(, tTuxFruxuxHn kkkkkk −⋅⋅+−⋅= . 

Можна бачити, що вирази відрізняються тільки останнім множни-
ком. Це дає нам право назвати вираз наближенням функції Гамільто-
на. Можна прийти до цього наближення і канонічним формалізованим 
шляхом – отримати точний вираз для φx(t), розкласти цю функцію в 
ряд і взяти перше лінійне наближення.  
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Проведемо кількісне порівняння функцій  та . На 

рис. 2.15 подано дві проекції тривимірного графіка, де побудовано 
еволюцію в часі функції Гамільтона – точної і наближеної. На графіку, 
що на рис. 2.15б, побудовано максимуми цієї функції – вони значно 
відрізняються, однак положення цих максимумів, значення оптималь-
ного управління, є досить близькими і однаковими за структурою: 
спочатку «все в розвиток», потім гладкі, «Ейлерові» за класифікацією 
Беллмана, ділянки, а в кінці процесу – «все в накопичення». 

 

 

Рисунок 2.15 – Залежність максимуму функції Гамільтона від часу процесу: 
а) оптимальні стратегії; б) величина максимуму функції 

 

Зведення варіаційних задач розвитку до еквівалентних одновимір-
них знімає майже всі проблеми обчислення оптимальної стратегії, 
крім проблеми отримання спряжених функцій і функції Гамільтона в 
реальному часі. За результатами аналізу робіт Р. Беллмана в області 
апроксимації в просторі стратегій [164–166] розроблено і досліджено 
відповідний метод для задач оптимального розвитку виробничих сис-
тем. Отримання наближень функції Гамільтона складає новий науко-
вий результат № 2: отримав подальший розвиток метод Беллмана 
отримання наближень у просторі стратегій управління для розв’язання 
варіаційної задачі розвитку, що відрізняється від існуючого методу 
тим, що варіаційна задача розвитку виробничої системи розв’язується 
методом принципу максимуму Понтрягіна, а не методом динамічного 
програмування. Це дозволяє отримувати наближення оптимальної 
стратегії, що дають значення інтегрального критерію, яке відрізняєть-
ся від оптимального на 2–3 %.  

Відмінність від аналогів [164–166] задач: управління запасами при 
невизначеностях та згладжування в системі «виробництво–

Точне розв’язання Наближене розв’язання  

а б 
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постачання» в тому, що цей результат був отриманий для задачі іншо-
го класу з об’єктом – еквівалентним оптимальним елементом ВС. 
Суть результату (заміна оптимальної стратегії, розрахованої для номі-
нальних значень параметрів моделі об’єкта) зменшує значення інтег-
рального критерію, однак зменшення обчислювальних витрат дозво-
ляє реалізувати корекцію стратегії розвитку за наявності збурень [127, 
130]. Порівняння альтернатив: «точна стратегія для ВС з номінальни-
ми параметрами» і «наближена стратегія з адаптацією до невизначе-
ностей і збурень» дає перевагу другій альтернативі при збуреннях па-
раметрів більше 5 %. Модель оцінки ефективності апроксимації 
подана в додатку Б [71]. 

 

2.4 Дослідження моделі оптимального розвитку 
 

Коректна, обчислювально ефективна, відкрита для змін, незалеж-
на від виду вхідних функцій (лінійні, квадратичні, випуклі та ін.) ро-
боча математична модель стає генератором результатів, які можна на-
звати «віртуальною статистикою», а також нових знань про об'єкт 
управління, таких що неможливо отримати на реальних об'єктах (дов-
гі процеси розвитку, відсутність потрібних вимірювань, небезпечність 
натурних експериментів, конфіденційність). Для проведення цілеспря-
мованих та інтенсивних обчислювальних експериментів потрібні спе-
ціалізовані робочі моделі і відповідні інтерфейси. В цьому підрозділі 
стисло подано приклади базових моделей та інтерфейсів для прове-
дення досліджень на моделях – об’єктів запровадження. 

2.4.1 Аналіз процесів розвитку 

Первинний аналіз процесів розвитку виробничих систем склада-
ється з таких етапів: введення вхідних даних елементів, агрегування 
узагальнених виробничих функцій елементів, введення вхідних даних 
виробничої системи, побудова процесу розвитку, дезагрегування вхо-
дів і виходів для кожного елемента, аналіз функцій Гамільтона. Моде-
лі цієї роботи переважно дискретизовані. Крім забезпечення обчислю-
вальної ефективності це обумовлено специфікою оптимізації при 
невипуклих і негладких ФВ. Оптимальні розв’язання однокрокових 
задач – розривні. Такі ж проблеми виникають і для розв’язань багато-
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крокових задач. На рис. 2.16 подано приклад аналізу функції Гаміль-
тона та оптимальної стратегії розвитку. 

 

 
 

Рисунок 2.16 – Еволюція функції Гамільтона в процесі розвитку ВС. Приклад 
 

Тривимірний графік складений з послідовності функцій Гамільто-
на оптимально агрегованої ВС з трьох елементів для кожного кроку 
квантування часу процесу. Бачимо складний для аналітичних методів 
характер функції Гамільтона (три локальних максимуми – відповідно 
до характеру оптимальної еквівалентної ФР системи). Отримана оп-
тимальна стратегія розвитку відповідає структурі, отриманій Беллма-
ном для узагальненої задачі розподілу, вона складається з ділянок: 
«все в розвиток», «Ейлеревої ділянки» та «все в накопичення». 

На базі отриманих теоретичних результатів були виконані програ-
мно методичні розробки для запровадження. Розроблена методологія 
дозволяє виконувати повний аналіз оптимального процесу розвитку 
(рис. 2.17). 

Це другий етап після аналізу функції Гамільтона. Бачимо «синтак-
сичну» коректність моделі оптимального розвитку: складний розрив-
ний характер розподілу ресурсу і нерозривні, монотонні залежності 
для темпів виробництва. За наявності помилок в моделі або програмі 
виникають розриви темпів виробництва.  

Розвиток  - α - Накопич. Час процесу 

Поточний 
ресурс  

розвитку 

Послідовність 
функцій 

Гамільтона 

Оптимальна стратегія  
розвитку.  (0 ≤ α ≤ 1) –  

частка ресурсу в розвиток 

Оптимальна  
Еквівалентна 
ФР системи 
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Рисунок 2.17 – Приклад розрахунку оптимального процесу розвитку:  
а – процеси в системі (1 – оптимальна стратегія розвитку – безрозмірна функція 
розподілу ресурсу системи між розвитком і накопиченням, 2 – витрати розвитку, 

3 – накопичення, 4 – кредитування, 5 – повернення кредитів);  
б – витрати ресурсів на розвиток елементів 1, 2, 3;  

в – темпи виробництва в елементах 1, 2, 3; г – порівняння процесів віддачі 
елементів при двох значеннях параметра ФР елемента №3: 1,63 і 1,61 

 

В процесі розвитку для кожної підсистеми можна обчислити гра-
фік «ефективності» – різниці або відношення витрат на розвиток пев-
ної підсистеми і накопиченого випуску. В останньому ряду (див. 
рис. 2.17) подано два графіки накопичених результатів підсистем. Ба-
чимо суттєві зміни результатів при зміні параметра однієї ФР на 1 %. 
Це специфіка оптимальних процесів розвитку, що породжує важливий 
для практики і цікавий для науки напрямок досліджень – аналіз чут-
ливості і ризиків оптимальних стратегій розвитку. 

100 



2.4.2 Аналіз впливу невизначеностей 

Розроблені орієнтовані на відповідні класи задач системи інтер-
фейсів. На рис. 2.18 подано версію інтерфейсу для програми моделю-
вання та оптимізації процесу розвитку.  

 

 
 

Рисунок 2.18 – Інтерфейс для «що буде якщо» аналізу. Введення даних;  
а – вікно введення функцій розвитку; б – формула оптимального агрегування  

для номінальних функцій f1, f2, f3; в – формула оптимального агрегування  
для збурених функцій f1v, f2v, f3v; г – розкиди функцій f1, f2, f3;  

д – результат – оптимальна еквівалентна функція розвитку (ОЕФР);  
е – введення параметрів задачі; ж – результат – незбурена і збурена ОЕФР 

 
Нова модель є потенційним джерелом отримання нових результа-

тів про властивості системи, зокрема статистики «віртуальної реаль-
ності». Сумісне використання даних для реальних систем і даних, 
отриманих на моделі, має великий синергетичний ефект. При необ-
хідності можливо збільшення розмірності задачі. На рис. 2.18 подано 
випадок повної інформованості системи оптимального управління роз-
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поділом навантаження. В ситуації, коли оптимальне управління роз-
раховано для номінальних значень параметрів, то втрати в ОЕФР бу-
дуть значно більшими [154]. Необхідна умова ефективності такого пі-
дходу – ефективні інтерфейси – обов’язкові складові комплексу 
певної моделі. Саме інтерфейси є головним компонентом запрова-
дження результатів даної роботи в організаціях. Розроблений інтер-
фейс складається з двох частин: введення даних (див. рис. 2.18); аналіз 
впливу розкиду параметрів виробничої системи. 

На рис. 2.19 подано другу частину інтерфейсу – аналіз впливу роз-
киду параметрів виробничої системи.  

 

 

Рисунок 2.19 – Стенд для аналізу впливу розкиду параметрів системи 

Подано два процеси – номінальний і збурений. В правому куту – 
паралельно подані показники процесів, які в першу чергу цікавлять 
користувача системи підтримки рішень. Нижче – резюме, згенероване 
автоматично. Розглянуті розробки є об'єктами впровадження теоре-
тичних результатів, як макети для створення систем підтримки 
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рішень. Це тільки дві сторінки з десяти сторінкового інтерфейсу, 
серед яких побудова функцій чутливості, частотних розподілів 
вихідних показників за наявності випадкових невизначеностей і 
збурень [33, 34, 36, 39, 40]. 

 
2.5 Розробка і дослідження моделі оптимального розвитку  

з урахуванням освоєння 
 
Конкретні сценарії процесів розвитку виробничих систем досить 

відмінні і не зводяться до однієї базової задачі. Тому мета досліджен-
ня моделей процесів розвитку була не отримання розв’язку конкретної 
задачі, а побудова раціональної методології для класу задач. 

Поданий далі матеріал – приклад створення структурної версії ро-
зробленої системи робочих моделей для задачі розвитку з урахуван-
ням ефектів освоєння. В цьому підрозділі повторюється послідовність 
кроків модифікації моделі розвитку з підрозділів 2.2–2.3 і виконується 
необхідна модифікація. Головна структурна зміна – заміна змінної 
управління α – пропорції розподілу поточного ресурсу між накопи-
ченням та витратами на розвиток на змінну cp – «ціна». Зауважимо, 
що ця змінна не є «ціною» в обліково-фінансовому аспекті, а є більш 
фундаментальною, системною змінною – пропорцією розподілу «цін-
ності» продукту згідно з концепцією «справедливого розподілу цінно-
сті між виробником і користувачем». Сьогодні концепція ринку і рин-
кових цін як ефективних регуляторів виробництва і потреб визнана 
неадекватною і хибною. 

2.5.1 Розробка моделі оптимального розвитку при урахуванні 
ефектів освоєння нового виробництва 

Розробка поданих далі математичних моделей розвитку була до-
сить довгим процесом пошуку прототипів [1–8, 20–30, 156–158, 167, 
168, 171–175, 180–186, 190, 194–200, 218, 249–253], власних розробок 
[32] та випробування в обчислювальних експериментах структурних 
альтернатив для загальної моделі процесу та її складових – функціо-
нальних субмоделей. Пошук в Інтернеті за ключем «оптимальні цінові 
стратегії» дає 57 000 джерел, що свідчіть про актуальність задачі, од-
нак робіт з математичними моделями, тим більше з постановкою і 
розв’язанням варіаційних задач, не знайдено. 
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В [103, 208] доведено, що у варіаційній задачі розвитку з адитив-
ним критерієм і обмеженнями можна замінити елементи з певними 
функціями розвитку (ФР), що працюють паралельно, еквівалентним 
елементом, функція розвитку якого для кожного значення витрат ре-
сурсу дає максимальне значення прирощення сумарного темпу вироб-
ництва. В підрозділі 2.1 доведено можливі заміни довільних структур 
оптимальними еквівалентними елементами. На цій підставі розгляда-
ємо еквівалентну однопродуктову задачу розвитку. Після знаходжен-
ня оптимального управління розвитком еквівалентної системи, мож-
ливо виконати дезагрегування – визначення управління для кожного 
елемента розподіленої системи [205]. 

На рис. 2.20 подано структурну схему процесу розвитку з ураху-
ванням «навчання» в стандартах теорії управління – з детальним опи-
сом входів і виходів виділених функціональних блоків, з використан-
ням суматорів та блока «множення». 
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Рисунок 2.20 – Схема процесу розвитку з урахуванням «навчання» 

В структурній схемі можемо виділити дві лінії, що починаються з 
«причин» – функцій потреби і освоєння. Третя лінія – підсистема оп-
тимізації і управління. В схемі (див. рис. 2.20) прийняті такі означен-
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ня: Xp – потрібний темп випуску продукції; Xd – дійсний темп випус-
ку продукції; Xkr – потрібний темп зовнішніх ресурсів; Sd – поточне 
значення критерію; dS – прирощення критерію; cp – «ціна» одиниці 
вимірювання продукту; cv – «собівартість» (виробничі витрати) оди-
ниці вимірювання продукту. 

Наступний етап – визначення конкретних математичних моделей 
відповідно з виділеними на рис. 2.20 функціональними блоками. 

Розробка функціональних моделей для процесу розвитку. Ви-
конаємо специфікацію функціональних елементів системи – «функції 
розвитку», «функції виробництва», «функції попиту», «функції на-
вчання». Термін «функція» ми трактуємо ширше, ніж функцію мате-
матичну – як функцію в програмуванні. В програмуванні функція – це 
програмний модуль, що бере певний набір вхідних даних і повертає 
певний набір вихідних даних. В формально-математичному плані це 
можуть бути не тільки функції, але й функціонали і оператори, напри-
клад, диференціальні рівняння, складні системи рівнянь. 

Модель розвитку виробництва. Функція розвитку характеризує 
залежність прирощення виробничих потужностей від темпу витрат на 
розвиток. В загальному випадку віддача витрат на розвиток наступає з 
певним запізненням, і не одразу, а протягом декількох періодів. Ма-
тематична модель процесу – різницеве рівняння із запізненням. В 
цьому розділі використаємо таку модель: 

( ) ( )( )τ−= tyfintx
dt
d , 

де )(tx  – швидкість зміни (темп) виробничих потужностей, одиниць 
вимірювання продукції за одиницю часу; )(ty  – темп зовнішніх ресу-
рсів; τ  – запізнення віддачі зовнішніх ресурсів; )(yfin  – монотонна 
позитивна функція, що може бути випуклою, увігнутою, кусково-
лінійною; .0)(;0;0)0( ≥>= yfinyfin  Обґрунтування можливих типів 
функцій розвитку дано у [53, 60, 197]. 

Модель потреби на новий продукт. Відбираємо і узагальнюємо 
те, що визнається достовірним і коректним. Залежність «попит–
цінність» для продуктів певного класу є результатом взаємодії таких 
факторів: частотне розподілення потенційних користувачів продукту 
по доходах, оцінка користувачем цінності, корисності та престижності 
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продукту. Перший фактор визначає кількість користувачів, що мають 
можливість придбати цей продукт за певною ціною. Другий фактор 
визначає частку множини потенційних користувачів, що мають не 
тільки можливість, але й бажання придбати продукт. Цей фактор ви-
значається як об’єктивною корисністю – зручністю, надійністю, еко-
номічністю продукту, так і інформуванням, підвищенням рівня серві-
су, «преміями» стабільним і активним користувачам. 

Згідно з принципом редукційної декомпозиції [32, 46], будуємо 
функціональну модель «потреби», як послідовність наближень. В яко-
сті першого, простішого, наближення розглядаємо усереднену модель 
[246, 281]. Вона є лінійною у подвійному логарифмічному масштабі – 
це зручно для аналітичних методів, в певних ситуаціях добре набли-
жує реальну залежність. Підставою для останнього припущення є те, 
що ця залежність є результатом усереднення функцій можливостей і 
бажань великої кількості споживачів, а такі залежності повинні бути 
стабільними і досить простими. Візьмемо за основу цю модель, але 
видалимо нереалістичні «хвости» для нульової: 0=p , та нескінченої 

∞=p  цін. В останньому випадку граничною ціною є ціна конкурен-
тів. Зрозуміла обмеженість потреб при нульовій ціні – це фізична об-
меженість потенційного ринку. Як приклад структурної декомпозиції 
розглянемо дві альтернативні моделі: – класичну модель, «обрізану» 
обмеженнями малих і великих «цін»; – модель на базі логнормального 
розподілення. 

Класичні моделі є тільки апроксимаціями експериментальних да-
них. На рівні відтворення статистичних залежностей не менш природ-
ною може бути модель на базі логнормального розподілу. «Потреби» 
інтерпретуються як імовірність того, що певний відсоток користувачів 
вибере продукт при певній «ціні». Запропоновані моделі є елементами 
певного класу функціональних моделей «цінність–потреби». Задаємо 
специфікацію моделей цього класу ),,,(1 pmaDmnpD , що розшифрову-
ється таким чином: Потреби_номер_моделі (р – цінність; n – параметр 
функції потреб; Dm – максимальні потреби; pma – максимальна цін-
ність). Ця модель відноситься до класу моделей-апроксимацій [246, 
281]. Для різних видів продукції існують різні класи моделей потреб. 
Проведене дослідження для двох класів [163–165] цих моделей. 
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Модель процесу освоєння виробництва. Ця модель характеризує 
залежність собівартості від темпу випуску і сумарного випуску про-
дукції. Розглянемо спочатку стисло можливі шляхи зменшення собі-
вартості виробництва, це: ефект навчання, тобто навчання персоналу, 
наладки обладнання, постійне покращення конструкції і технологій, 
наладка каналів збуту продукту, встановлення відносин «спорідненос-
ті» з посередниками і користувачами; ефект масового виробництва – 
постійні витрати, що не залежать від темпу (обсягу) випуску, розподі-
ляються на велику кількість продукції. 

Розглянемо моделі першого наближення для собівартості. Витрати 
на одиницю продукції можна відобразити такою моделлю «освоєння 
виробництва», що зібрана з моделі освоєння [190] та моделі «постій-
них витрат»: 

( )
( )
( ) 12ln

ln

,,,, −⋅+⋅= XvppvvvpvvpXXssv
Xs

,  (2.28) 

де vv  – коефіцієнт «змінних» витрат; vp  – коефіцієнт «постійних» 
витрат; 10 << p  – коефіцієнт освоєння виробництва; X – поточний 
темп випуску; Xs – накопичений випуск за плановий період виробниц-
тва продукту. 

Записуємо дискретну модель витрат на поточний випуск. Вироб-
ничі витрати (і-го елемента в момент t) tiVytr ,  пропорційні темпу випу-
ску. Записуємо робочий вираз для виробничих витрат (собівартості) 
на «виріб» 

ti

t

tiiti XvpvvpXXsvVytr ,
1

,,, ,,,, ⋅




= ∑

=τ
τ ,   (2.29) 

де tiX ,  – дискретизований темп випуску і-го продукту в момент t. 

2.5.2 Розробка моделі динаміки процесу розвитку виробництва 

З розглянутих функціональних модулів збираємо дискретизовану 
модель динаміки процесу розвитку. Головним елементом новизни мо-
делі є інший вибір змінних управління. У відомій літературі не знай-
дено аналогів запропонованої моделі. При пошуку, як побічний ре-
зультат, отримана статистика використання варіаційних задач в 
моделюванні: 80 % – задачі мінімізації узагальненого інтегрального 
квадратичного критерію, 15 % – задачі максимізації інтегрального 
критерію першого роду (накопиченого випуску), 5 % – інші задачі. 
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У задачі розподілу, дослідженій Беллманом [25–27] змінними 
управління є частки поточного ресурсу системи, що йде у розширення 
виробничих потужностей та темп залучення зовнішніх ресурсів. Ви-
бираємо як змінну управління «ціну» продукту і темп зовнішніх ресу-
рсів [14, 58]. 

Постановка оптимізаційної задачі. Нам необхідно знайти дві 
функції – залежності «ціни» продукту оптимальної )(tcpo  і розміру 
зовнішніх ресурсів )(txkro  від часу, такі що дають максимум сумар-
ного прибутку. Сумарний прибуток – це інтеграл (сума для дискретної 
задачі) від потоку прибутків .dS   

Дана задача є варіаційною – треба знайти саме функцію часу 
)(tcpo  таку, що максимізує сумарний прибуток. Запишемо дискретні 

рівняння динаміки системи в термінах введених в підрозділі 2.5.1 функ-
цій. Конкретні версії цих функцій вибираються з відповідних бібліо-
тек і так збирається орієнтована на певний підклас задач (наприклад: 
комп’ютери, мобільні телефони, тепловози, біогазові установки) реа-
лізація модульної математичної моделі процесу розвитку з урахуван-
ням освоєння. 
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де )(tx  – швидкість зміни (темп) виробничих потужностей, одиниць 
вимірювання продукції за одиницю часу; )(ty  – темп витрат на розви-
ток; τ – запізнення віддачі витрат на розвиток; )(yFin  – монотонна 
додатна функція ( 0)0( =fin , 0>y , 0)( ≥yfin ); )(cpFdm  – залежність 
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потреб від ціни; )(dxpFinO  – функція зворотна до функції )( yFin . Ви-

значимо вектор управління  











)(

)(
)(

txkr
tcp

tu , 

де cp(t) – «ціна» одиниці вимірювання продукту; xkr(t) – темп зовніш-
ніх ресурсів. 

Зробимо потрібну нам дискретну модель виробничих витрат в 
прирощеннях. Диференціюємо (символьним процесором) вираз (2.28). 
і отримуємо: 
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(2.31) 

Замінимо у (2.30) інтеграл сумою tSxp , а похідну – першою різни-

цею Dxp  і отримаємо робочий вираз 

)()2ln(

)ln()(
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)2ln(

)ln(

1 DtDxp
txp

vppo
Sxp

potxpvvcvcv
tSxp

t
tt 













 ,   (2.32) 

де vv, vp – коефіцієнти змінних і постійних витрат виробництва; po – 
коефіцієнт освоєння; xp – темп випуску продукції; Dxp – похідна (або 
оцінка похідної); Sxp – інтеграл (або сума) від темпу випуску продук-
ції. У виразі (2.32) tcv , txp  – відповідні змінні еквівалентної дискрет-

ної моделі, вирази 
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дискретні еквіваленти інтегралу і похідної. Складаємо на базі рівнянь 
(2.30) програму моделювання.  

На рис. 2.21 подано базовий інтерфейс програми. В верхній части-
ні подано функцію віддачі інвестицій (функцію розвитку), функція 



собівартості і функція попиту. Це не є характеристики одного класу. 
Далі розташовані зони введення параметрів цих функцій та граничних 
умов і результатів моделювання. В нижній частині – графіки процесу 
розвитку. Для цієї «задачі підручників» аналогів не знайдено, тільки 
статистичні дані та емпіричні правила. 

 

 

Рисунок 2.21 – Інтерфейс програми моделювання процесів розвитку 
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2.5.3 Отримання точного розв’язання задачі розвитку з ураху-
ванням ефекту освоєння виробництва 

Поставимо і розв’яжемо варіаційну задачу знаходження оптима-
льної стратегії розвитку. Терміни «стратегія управління», «стратегія 
прийняття рішень» часто зустрічаються в літературі. В даній роботі 
стратегія розвитку з урахуванням освоєння («цінова стратегія») – фу-
нкція )(tcp , залежність ціни продукту від часу, така що максимізує ін-
тегральний критерій накопичення. Пам’ятаємо, що «ціна продукту» 
сама по собі однозначно не визначає попит [25–27]. «Ціна продукту» – 
розмите системне поняття, що враховує усі компоненти витрат корис-
тувача. Зміна ціни в будь-якому напрямку повинна базуватись на 
складній інформаційній діяльності з освоєння і донесення до користу-
вачів цінності продукту. 

Постановка варіаційної задачі оптимізації. Як базову розгляда-
ємо «одновимірну» – однопродуктову оптимально агреговану систе-
му. Метод оптимального агрегування для задач з адитивними критері-
ями і обмеженнями дає можливість замінити систему паралельно 
працюючих елементів одним еквівалентним елементом і розглядати 
еквівалентну одновимірну систему [207, 208]. Формалізуємо задачу, 
записуємо диференціальні рівняння виробничої системи в стандарт-
ному для варіаційних задач вигляді: 

)33.2(
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=
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=

=

∫
Tp

dtcpcvfjJ

xvfinxv
dt
d

cpfdxd
dt
d

cpcvfcvcv
dt
d

 

де cp  – ціна одиниці вимірювання продукту; cv  – виробничі витрати 
на одиницю вимірювання продукту; xd, xv – темпи потреб і випуску 
відповідно; (.)fcv , (.)fd , (.)fin , (.)fj  – функції освоєння, потреб, роз-
витку та критерію, що були визначені в підрозділі 2.5.2. В (2.33) пода-
ні рівняння динаміки собівартості продукту (виробу), рівняння дина-
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міки потреб на продукт, рівняння динаміки темпу виробництва (виро-
бничих потужностей), критерій – прибуток накопичений за період Tp . 
Ціль оптимізації – }max{J , змінна управління – ціна cp. 

Це варіаційна задача Ейлера–Лагранжа з інтегральним критерієм і 
обмеженнями, що задані диференціальними рівняннями. Записали за-
дачу в термінах змінної стану процесу – собівартості cv , і змінної 
управління – ціни продукту cp . Однак, собівартість залежить безпо-
середньо від обсягу випуску продукції та накопиченого обсягу випус-
ку. Крім того, обсяг випуску є більш вимірюваною категорією, ніж 
прибуток і собівартість. Вибираємо для розв’язання варіаційної задачі 
метод принципу максимуму Л. С. Понтрягіна, тому що він дає можли-
вості гнучкого поєднання аналітичних і числових методів розв’язання, 
а задача максимізації функції Гамільтона легко «вбудовується» в про-
грами моделювання процесів розвитку. Розширимо набір змінних (ве-
ктора стану) процесу розвитку виробничої системи. Будемо розгляда-
ти такі змінні: J – сумарний прибуток, xv – темп випуску продукції, xs 
– накопичений обсяг випуску, xd – темп потреб, cv – собівартість про-
дукції. Змінні управління – ціна продукту та темп витрат на розвиток. 

Приведемо задачу до канонічної форми. 
1. Беремо похідну від критерію і додаємо це рівняння до рівнянь 

процесу: 

 
В першому наближенні можна вважати, що темп виробництва то-

чно дорівнює темпу потреб, тобто, темп виробництва )(tx  

),,,(2 pmaDmncpDxdx ==  або ),,,(1 pmaDmncpD . 
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2. Складаємо функцію Гамільтона: 
 

( ) xfcvffcpcvH xcvJJ

n

i
ii ⋅+⋅+⋅=⋅= ∑

=

ψψψψ
0

, . (2.34) 

Згідно з методикою розв’язання задачі методом принципу макси-
муму, не включаємо в функцію Гамільтона обмеження на управління. 

3. Записуємо умову оптимальності управління 

( ) ( ){ }
cp

cpcvHHm ,max=⋅ . 

4. Складаємо рівняння для визначення спряжених функцій (згідно 
з властивостями функції Гамільтона [169]): 
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Через ці функції виражається оптимальне управління. Особливість 
принципу максимуму в тому, що варіаційна задача знаходження фун-
кції, яка дає екстремум функціоналу, замінюється задачею математич-
ного аналізу з визначення параметрів оптимального управління )(tcp . 
В загальному випадку задача визначення оптимального управління 
методом принципу максимуму зводиться до розв’язання системи з 

)( mnn ++  рівнянь (n диференційних рівнянь процесу, n диференцій-
них рівнянь для спряжених функцій, m рівнянь для оптимальних 
управлінь). В нашому випадку потрібно знаходити на кожному кроці 
процесу розв’язання диференціальних рівнянь. За своєю суттю метод 
принципу максимуму, як обчислювальний метод є декомпозиційним: 
задачу знаходження екстремуму функції К (число кроків процесу) 
змінних розбиваємо в послідовність задач знаходження екстремуму 
функції Гамільтона тільки по поточних змінних управління – поточній 
ціні продукту та темпу залучення зовнішніх ресурсів. Суттєвий недо-
лік методу – знаходження спряжених функцій і функції Гамільтона в 
загальному випадку – складна задача. Задаємо типові достовірні мо-
делі для функцій «критерій» (.)fj  та «собівартість» (.)fcv  і запишемо 
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вираз для функції Гамільтона. Визначимо функцію (.)fj , що є похід-
ною від критерію 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ 





−−⋅==

TpTp

dttx
dx
dfinotcvtcptxdtcpcvfjJ

00

.))((,  

Це фактично підінтегральний вираз критерію: 

)35.2(.)())()(()(),,( 





−−⋅= tx

dt
dfinotcvtcptxcpxcvfj  

Перша складова функції це «прибуток» від випущеної продукції, 
друга складова (від'ємна) – витрати ресурсу на розширення виробниц-
тва. Ми припустили, що обсяг виробництва дорівнює потребам. Тоді 
ми можемо виключити змінну x(t) з рівнянь динаміки: 

),,),(()( pmaDmntcpDtx = . 

В процесі роботи програми оптимізації і моделювання параметри 
«функції потреб», що характеризує потребу в продукті: pmaDmn ,,  – 
еластичність, максимальний попит, максимальна ціна, вводяться один 
раз, на початку процесу. Вважаємо темп випуску функцією тільки ці-
ни продажу )(tcp : 

)36.2().(),,),(()( cpFdpmaDmntcpDtx ==  

Підставляємо (2.36) в (2.35) 

)37.2(.))(())()(()(),( 





−−⋅= tcpFd

dt
dfinotcvtcpcpFdcpcvfj  

Виходячи з малої точності вхідних даних, можливо виконати ще 
одне спрощення – вважати функцію віддачі зовнішніх ресурсів ліній-
ною. Лінійною буде і зворотна функція dxKinvdxfino ⋅=)( . 

З урахуванням цього отримуємо вираз для правої частини: 

)38.2(.))(())()(()(),( 





⋅−−⋅= tcpFd

dt
dKinvtcvtcpcpFdcpcvfj  

Визначимо функцію ),( txfcv . Записуємо спрощену функцію собі-
вартості 

.)(),( 1)ln( −⋅ ⋅+⋅= txvppvvtxcv tKo  
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Беремо похідну від цієї функції (за допомогою символьного про-
цесора) 

).)(( 1)ln( −⋅ ⋅+⋅ txvppvv
dtt
d tKo  

Таким чином, отримуємо 

)39.2().(
)(

)ln(),( 2
)ln( tx

dt
d

tx
vppo

t
Kopovvtxfcv tKo ⋅−⋅⋅⋅= ⋅  

Бачимо, що функція має дві складові – функцію часу і функцію 
темпу випуску х(t). Підставимо (2.36) в (2.39) і отримаємо такий ви-
раз: 

)40.2().(
)(

)ln(),( 2
)ln( cpFd

dt
d

cpFd
vppo

t
Kopovvcpcvfcv tKo ⋅−⋅⋅⋅= ⋅  

Визначення функції Гамільтона. Підставимо (2.38) та (2.40) у 
вираз для функції Гамільтона (2.34) і спряжених функцій. Враховує-
мо, що змінна х, за рахунок припущення про рівність потреб і вироб-
ництва, виключена. 

( ) ;,
0

∑
=

⋅+⋅=⋅=
n

i
ii fcvcvfjjfcpcvH ψψψ

 

)41.2(
.))((

)(
)ln(

...))(())()(()(),(

2
)ln(









⋅−⋅⋅⋅⋅+













⋅−−⋅⋅=

⋅ cpFd
dt
d

cpFd
vppo

t
Kopovvcv

tcpFd
dt
dKinvtcvtcpcpFdjcpcvH

tKoψ

ψ
 

Навіть для значно спрощеної задачі отриманий вираз для функції 
Гамільтона є досить складним. 

Знаходження спряжених функцій. Підставляємо тепер вираз для 
функції Гамільтона (2.41) у диференціальні рівняння спряжених фун-
кцій:  
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Знаходимо відповідні окремі похідні від функції Гамільтона 

 (2.41) 
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0),,,( =
∂
∂ cvJcpcvH
J

ψψ ; )(),,,( cpFdJcvJcpcvH
cv

⋅−=
∂
∂ ψψψ  

і підставляємо їх у диференціальні рівняння для спряжених функцій 

0)( =tJ
dt
d ψ ; )()( cpFdJtcv

dt
d

⋅=ψψ . 

Розв’язуємо ці диференціальні рівняння 

1)( CotJ =ψ ; ∫⋅=
t

dttcpFdCotcv
0

))((1)(ψ . 

Підставляємо отримані вирази у вираз для функції Гамільтона. 
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Згідно з методом принципу максимуму потрібно на кожному кроці 
процесу знаходити максимум цієї функції. Положення максимуму не 
залежить від множника-константи, тому остаточно маємо  

)42.2(.))((),(),(),,(
0
∫⋅+=
t

dttcpFdtcpfcvcpcvfjtcpcvH  

Для значно спрощеної одновимірної задачі маємо досить складний 
вираз, в який входять функція потреб, функція освоєння (залежна від 
функції потреб). Функція освоєння входить і як похідна, і як зворотна 
величина від квадрату. Отримали складний вираз, який залежить від 
нечітких і невизначених залежностей. Для розв’язаної задачі моделю-
вання оптимальних процесів розвитку з урахуванням ефектів освоєння 
не знайдено близьких аналогів і повних статистичних даних. Тому для 
перевірки математичної коректності і адекватності реальним процесам 
проведено: дослідження властивостей функції Гамільтона для задач 
розвитку; аналіз оптимальних та емпіричних стратегій розвитку; дос-
лідження чутливості цінових стратегій до варіацій параметрів функцій 
розвитку, освоєння та потреб. 

На рис. 2.22 подано приклад еволюції функції Гамільтона для ти-
пового процесу розвитку. В нашому прикладі можемо бачити особли-
вість процесів розвитку: існує інтервал часу процесу (0, Tz), Tz < Tp, де 
оптимальна ціна продукту є меншою собівартості. Згадаємо, що функ-
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ція Гамільтона є «проекцією» поточних управлінь (рішень) на майбут-
нє накопичення, і звернемо увагу на те, що ця функція на ранніх ста-
діях процесу є від’ємною, а на пізніх стадіях вона є додатною. В кінці 
процесу темп росту прибутку стабілізується вичерпанням можливос-
тей ринку та освоєння виробництва.  

 

Рисунок 2.22 – Еволюція функції Гамільтона. Приклад 
 

В межах побудованої моделі розвитку з урахуванням ефекту осво-
єння можна сформулювати: 

Твердження 2.1. Оптимальна стратегія розвитку – зміна ціни в 
часі, монотонно спадна функція часу, що має на початку інтервал 
від’ємних значень різниці «ціна–собівартість», а залежність величини 
максимумів функції Гамільтона від часу процесу – функція, що моно-
тонно зростає. 

Доведення твердження виконано паралельно на рівні імітаційного 
моделювання конкретних задач (див. рис. 2.21, 2.22) і на рівні аналізу 
властивостей точного розв’язання та наближених розв’язань для емпі-
ричних стратегій. 

В умовах інноваційного розвитку керівникам і аналітикам потрібні 
в першу чергу високоінформативні комплексні графічні форми подан-
ня результатів моделювання. Як підсумок розглянутих моделей і ме-
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тодів оптимізації на рис. 2.23 подано разом для порівняння три прик-
лади оптимальних стратегій. 

 

     
 

Рисунок 2.23 – Приклади розв’язань оптимізаційних задач на базі заміни 
точкового розв’язання функцією розв’язання від обмеження 

 
Матеріали розділу 2 в цілому складають новий науковий резуль-

тат. 
Формулювання. Вперше розроблено декомпозиційну структуру і 

відповідний метод моделювання і оптимізації процесу розвитку виро-
бничої системи, що відрізняється від існуючих методів тим, що 
розв’язання варіаційної задачі розвитку розбивається на дві послідовні 
задачі: – задачу заміни виробничої системи оптимальним за критерієм 
сумарного виробництва еквівалентним елементом (результат №1) та – 
варіаційну задачу розвитку для еквівалентного оптимального елемен-
та (одновимірного об’єкта), де управління на кожному кроці процесу 
– розподіл ресурсу виробничої системи між накопиченням і розвит-
ком, що дає максимум функції Гамільтона, згідно з методом принципу 
максимуму. Це дає можливість отримувати розв’язок варіаційної за-
дачі розвитку для розподілених виробничих систем з функціями роз-
витку класу «обмежені, нестрого монотонні і нестрого позитивні», а 
також суттєве зменшення обчислювальних витрат для розподілених 
виробничих систем великої розмірності. 
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Відмінність від аналогів. Єдиний близький прототип – розв’язання 
варіаційної задачі розвитку для виробничих систем з паралельними 
елементами» [206]. Відмінність – розширення області застосування на 
системи з довільними структурами і обмеженнями. 

Актуальність – існує потреба в методах отримання на базі єдиної 
методології оптимальних стратегій розвитку для широкого класу за-
дач, що не мають аналітичних розв’язань.  

Суть результату – зведення задач розвитку виробничих систем 
до варіаційної задачі для одновимірного об’єкта з інтегральним кри-
терієм і гарантоване розв’язання її методом принципу максимуму з 
визначенням спряжених функцій та функції Гамільтона числовими 
методами як функцій користувача. 
 

Висновки до розділу 2 
 

Необхідність розгляду сучасних виробничих систем як складних 
процесів неперервного вдосконалення конструкцій, технологій і про-
цесів паралельного випуску продуктів одного класу обумовила необ-
хідність розгляду задачі оптимального розподілу ресурсів в процесах 
розвитку як варіаційної.  

Запропоновано декомпозиційний підхід до однокрокової і багато-
крокової оптимізації розподілених виробничих систем. Розроблено, 
обґрунтовано метод оптимального агрегування для типових структур 
виробничих систем: паралельних, послідовних та з ресурсним зворот-
ним зв’язком. Методи оптимального агрегування для цих структур 
мають суттєві відмінності в реалізації та обґрунтуванні, однак мають 
спільну методологію – декомпозиція багатовимірних задач оптиміза-
ції в послідовність одновимірних, алгебраїзація. Виконано узагаль-
нення методу оптимального агрегування, що спочатку був розробле-
ний для розподілених систем з елементами, що працюють паралельно. 
Отримані результати в однокроковій оптимізації дозволили постави-
ти, розв’язати і дослідити оптимальні стратегії для низки задач розви-
тку виробничих систем з урахуванням освоєння, розвитку, викорис-
тання зовнішніх ресурсів. Метод оптимального агрегування дозволяє 
виконати декомпозицію задачі оптимального розвитку на дві задачі: 
задачу заміни розподіленої виробничої системи оптимальним еквіва-
лентним виробничим елементом; і задачу отримання оптимальної 

119 



стратегії розвитку еквівалентної оптимальної одновимірної виробни-
чої системи. В першій задачі ресурси розподіляються між елементами, 
в другій задачі – між розвитком і накопиченням. 

Методи моделювання і оптимізації різних задач розвитку мають 
суттєві відмінності в реалізації та обґрунтуванні, однак мають спільну 
методологію – це декомпозиція варіаційної задачі на задачу оптиміза-
ції розподілу ресурсу між елементами виробничої системи та застосу-
вання декомпозиційних методів – оптимального агрегування та мето-
ду принципу максимуму. 

Вперше розроблено методологію побудови еквівалентних оптима-
льних елементів для паралельних, послідовних і кільцевих структур 
виробничих систем на базі методу оптимального агрегування, що від-
різняється від існуючих методів агрегування отриманням оптимальної 
характеристики «вхід-вихід», а від існуючих методів оптимізації роз-
поділу ресурсів – декомпозицією багатовимірної задачі оптимізації в 
послідовність одновимірних задач. Це в підсумку робить метод нечут-
ливим до виду функцій виробництва, і малочутливим до розмірності 
виробничої системи, що дозволяє будувати ефективні моделі для оп-
тимізації процесів функціонування і розвитку оптимально агрегованих 
виробничих систем. 

Одержав подальший розвиток метод Беллмана отримання набли-
жень у просторі стратегій управління для розв’язання варіаційної за-
дачі розвитку, що відрізняється від існуючого методу тим, що варіа-
ційна задача розвитку виробничої системи розв’язується не методом 
динамічного програмування, а за принципом максимуму Понтрягіна з 
використанням дискретизованого гамільтоніану й уступки у максима-
льному значенні функціонала якості. Це дозволяє отримувати набли-
ження оптимальної стратегії, що дають значення інтегрального крите-
рію, яке відрізняється від оптимального щонайбільше на 3 %. 

Вперше розроблено декомпозиційну структуру і відповідний ме-
тод моделювання і оптимізації процесу розвитку виробничої системи, 
що відрізняється від існуючих методів тим, що розв’язання варіацій-
ної задачі розвитку розбивається на дві послідовні задачі: – задачу за-
міни виробничої системи оптимальним за критерієм сумарного виро-
бництва еквівалентним елементом та – варіаційну задачу розвитку для 
еквівалентного оптимального елемента (одновимірного об’єкта), де 
управління на кожному кроці процесу – розподіл ресурсу виробничої 
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системи між накопиченням і розвитком, що дає максимум функції Га-
мільтона, згідно з методом принципу максимуму. Це дає можливість 
отримувати розв’язання варіаційної задачі розвитку для розподілених 
виробничих систем з довільними функціями розвитку класу «обмеже-
ні, нестрого монотонні і нестрого позитивні», а також суттєве змен-
шення обчислювальних витрат для розподілених виробничих систем 
великої розмірності. 

Підтвердженням коректності і практичної корисності наукових ре-
зультатів розділу є отримання розв’язків для двох задач розвитку ви-
робничих систем – виробничої системи, елементи якої мають неліній-
ні функції виробництва з класу нестрого монотонних і нестрого 
позитивних функцій, та виробничої системи з урахуванням ефекту 
освоєння виробництва. Побудовано системи інтерфейсів та проведено 
дослідження, напрацьовано технології створення робочих математич-
них моделей в комплексі з інтерфейсами для проведення досліджень 
на моделях.  

В цьому розділі отримано низку суттєво відмінних від аналогів 
нових наукових результатів. Ці результати отримані на базі нової ціліс-
ної методології і без використання фундаментальних наукових напря-
мів: теорії нечіткості, штучних нейромереж і генетичних алгоритмів 
оптимізації. Можлива причина: нові результати отримані на робочих 
моделях, вони є малопродуктивними абстракціями поза програмними 
платформами. Ще одна причина – раціональний підхід до вибору 
структур, не довільні мережі, графи, а ієрархічні ресурсні структури 
об’єктів – виробничих систем і продуктів виробництва. 

Теоретичні і практичні результати досліджень опубліковані в [33, 
34, 40, 42–44, 51, 66, 71, 72, 74, 77, 78, 85, 89, 90, 95, 133–135,142, 143, 
145–148]. 
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РОЗДІЛ 3 
РОЗРОБКА СИСТЕМИ ІМІТАЦІЙНИХ МОДЕЛЕЙ 

РОЗПОДІЛЕНИХ СИСТЕМ 

Формально структури реальних систем є результатами певних фор-
малізованих операцій композиції і декомпозиції. В цьому розділі розг-
лядаємо дві концепції розподілених систем: утворених в результаті 
процесів об’єднання незалежних елементів; утворених в результаті 
процесів розбиття монолітних систем. 

Призначення розділу: показати продуктивність запропонованої 
методології створення моделей для цих двох концепцій структуроут-
ворення; показати конвергенцію структур, утворених в результаті 
процесів композиції і декомпозиції структур «продукт», «виробнича 
система», «моделі виробничої системи з урахуванням ефектів освоєн-
ня», до деякої узагальненої раціональної структури, параметричне на-
строювання якої дозволяє створювати моделі розподілених систем. 

Аналоги і прототипи. В розділі широко використовується поняття 
«імітаційна модель». В літературі використання цього поняття не є 
однозначним. Строге визначення можливе тільки для певної вузької 
предметної області. 

В роботі взято визначення цього поняття з робіт Р. Беллмана 
[25–27], Дж. Форрестера [272, 273], М. Пешеля [246], Н. Моісєєва 
[235], М. Месаровича [228–230], С. Хайтуна [274]: імітаційна модель – 
математична модель, де відтворюються «породжуючі механізми» – 
закони механіки, фізики, біології та ін. Ці закони можуть бути спро-
щеними, гіпотетичними, іноді помилковими. В процесі верифікації 
моделі коректуються, розширюються, позбавляються від помилок. 
Моделі на базі статистики відносять до «моделей-апроксимацій». Згі-
дно Форрестеру, з причин нелінійності, нестаціонарності виробничих 
систем, побудова моделей на базі статистичних даних – непродуктив-
на, статистика повинна залучатись на етапі верифікації моделі, побу-
дованої на базі «породжуючих механізмів». 

Завжди, особливо сьогодні, актуальними є моделі для аналізу і 
прогнозування ризиків функціонування і розвитку виробництва. Як 
показав аналіз відомих моделей функціонування і розвитку розподі-
лених виробничих систем, неможливо отримати задовільні моделі для 
аналізу ризиків не розширюючи границі системи. Відомі моделі і ме-
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тоди аналізу ризиків недостатні для сучасних виробництв, в першу 
чергу через швидкі зміни.  

Вибрано підхід до розробки моделей соціо-техніко-екологічних си-
стем (СТЕС): створення системи імітаційних моделей виробничих си-
стем; моделювання для оцінки ризиків розвитку певного підприємства 
разом з оточенням – іншими виробниками і споживачами (коротко на-
звано такий підхід «один на фоні всіх»); використання будь-яких за 
обсягом і джерелами числових даних для ідентифікації і настроюван-
ня моделі на базі концепції «спостерігач стану і параметрів нелінійної 
динамічної системи» (це відповідає сучасним трендам «опортуністич-
ні системи», «опортуністичний комп’ютинг» – системи, що функціо-
нують незалежно від складу елементів, що постійно змінюються); мі-
німізація ризиків виробництва за рахунок паралельних структур з 
неідентичних елементів – «неідентичне резервування». 

Проблеми: проблема об'єму обчислень – розв’язання її на базі 
операторів векторизації. Розроблені програми дозволяють на серед-
ньому персональному комп'ютері моделювати системи 200 виробни-
ків, 200 видів продуктів; проблема розробки узагальненої моделі ло-
кального (на рівні підприємства) і глобального (координація дій в 
системі виробництв) управлінь – розв’язання на базі методології оп-
тимального агрегування; проблема адекватності моделей розвитку 
складних, стохастичних систем, що розвиваються і створюються на 
базі еталонних імітаційних моделей, що теж знаходяться в процесі ро-
звитку, – вирішення побудови процедур ідентифікації на базі детермі-
нованих і стохастичних породжуючих механізмів. 

Відповідно до прийнятої методології розбиваємо процес створен-
ня задовільної моделі в процес створення послідовності моделей, що 
уточнюються і ускладнюються. Розробка і дослідження методології 
моделювання оптимальних процесів функціонування і розвитку в роз-
ділах 1–2 створили можливості для наступного кроку – створення уза-
гальненої моделі функціонування і розвитку системи виробників пев-
ного сегменту виробництва. 

Для підвищення ефективності розроблених моделей функціону-
вання і розвитку потрібно було ввести в них більш адекватні моделі 
невизначеностей зовнішнього середовища. Найбільш значимими 
складовими невизначеностей сьогодні є діяльність інших виробників з 
розробки нових технологій і продуктів виробництва, а також вибір ко-
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ристувачів певного класу продуктів виробництва. Для адекватного ві-
дображення невизначеностей вибрано концепцію моделювання «один 
на фоні всіх» – моделюємо процес функціонування і розвитку певного 
виробника разом з моделюванням його оточення, іншими виробника-
ми та користувачами певного класу продуктів. 

 
3.1 Концептуальна модель децентралізованої розподіленої системи 

 

Сучасні розподілені системи звичайно є також і децентралізова-
ними – кожний елемент технологічної системи самостійно вибирає 
напрямки розвитку і розподіляє власні ресурси, виходячи тільки з вла-
сного критерію ефективності. Управлінські рішення елемент приймає 
на базі неповної і неточної інформації про стан системи, неточних ма-
тематичних моделей, що використовуються для прогнозування і пла-
нування. Все це обумовлює систему невизначеностей процесів розви-
тку системи в цілому. 

Вибір структури елемента «системи виробників» – підприєм-
ства. На рис. 3.1 представлено базову структуру елемента системи ви-
робників.  

 

 
 

Рисунок 3.1 – Базова структура елемента розподіленої виробничої системи 
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Це замкнутий контур, в прямому ланцюзі якого складний ком-
плекс блоків «інновації (освоєння)», «розвиток», «виробництво»; в 
ланцюзі зворотного зв'язку – споживання. У прямому ланцюзі – блок 
управління розвитком, функції якого – розподіл ресурсів. Показані 
двосторонні зв'язки цього елемента з іншими. 

В цьому розділі вже в простішій моделі першого наближення вра-
ховуються в агрегованому вигляді: невизначеності і відповідні рівню 
невизначеностей алгоритми управління, нелінійні механізми зв’язків 
між інноваціями, розвитком і виробництвом. В наступних моделях ці 
механізми деталізуються. В цілому моделі цього розділу – це інтерп-
ретації абстрактної схеми трирівневої декомпозиції моделі у функціо-
нальні, структурні і редукційні моделі. Урахування невизначеностей 
вимагає інших моделей управління і прийняття рішень порівняно з де-
термінованими задачами. Вибір моделі локального управління вироб-
ничою системою в оточенні інших базувався на аналізі літератури з 
практики управління виробництвом в США, Франції, Англії, Японії. 

В розділі досліджується вісім моделей, які об’єднує урахування 
невизначеностей і збурень та відповідних методів управління. Ці мо-
делі є модифікаціями базової моделі системи виробників. На рис. 3.2 
подано в дискретній формі базову модель, а в правій колонці – пункти 
новизни цієї моделі. 

Вибір системи критеріальної оцінки розподіленої системи обумо-
влені використанням декомпозиційного підходу [10, 46, 63, 65, 74, 76–
79, 101, 112] та методу оптимального агрегування [33, 56, 59, 60, 94, 
104, 131, 206, 214]: виділяємо однокрокову задачу розподілу ресурсу 
між елементами виробничих систем і замінюємо систему оптималь-
ним еквівалентним елементом. Критерії оптимальності – сумарне ви-
робництво. Задачі розвитку – варіаційні задачі з інтегральним критері-
єм першого роду. В цьому розділі розробляються і досліджуються 
альтернативні підходи до задач оптимального розвитку. Суть цих під-
ходів – використання наближень, оцінок функції Гамільтона. Оцінки 
базуються на тому, що функція Гамільтона – прирощення інтеграль-
ного критерію в кінцевий момент процесу, породжене поточним 
управлінням. Причина відмови від канонічних варіаційних методів в 
цих моделях – не математичні складності, а невизначеності майбут-
нього, що збільшуються зі збільшенням періоду планування. 
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Рисунок 3.2 – Базова модель функціонування і розвитку системи виробників 
 

3.1.1 Постановка задачі децентралізації управління 

В розділі 2 вибрано концепцію централізованого розподілу уза-
гальнених ресурсів і оптимального агрегування, а саме – заміну бага-
тоелементної системи оптимально агрегованою еквівалентною, одно-
елементною, однопродуктовою системою. Після оптимізації екві-
валентної агрегованої системи, локальні оптимальні управління 
отримуються дезагрегуванням глобального оптимального управління. 
В цьому розділі ми виходимо з концепції локального управління: роз-
поділу кожним елементом розподіленої системи власного ресурсу між 
виробництвами окремими продуктами на базі мінімальної інформації 
про стан системи виробників. Централізоване управління в цій моделі 
зводиться до визначення певних однакових для всіх елементів параме-
трів. Коротко називаємо моделі такого класу «N виробників, М проду-
ктів, К користувачів». Такі моделі детально досліджувались в багатьох 

Модель системи N× M. Виробництво j-го продукту і-м виробником  
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- динаміка параметрів ФВ  

[ ]2,)2(,)2()2( ,1,1, kMpXfvY jitjitjit −−=  - функція виробництва 

Базова задача кожного виробника: максимізація власного сумарного випу-

ску  NiYJ
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.  

 Базова узагальнена субмодель локального управління:  
 Обробка вхідних даних  

( ) )1(,1,, αα −⋅+⋅= + jtjiji i
Xxsxs  - ковзне середнє змінних стану; 

)1(,,, ββ −⋅∆+⋅= jijiji xsdxsdxs  - ковзне середнє темпів змінних стану; 

 jijiji dxsaxsaefp ,,, 21 ⋅+⋅=  - показник ефективності. 

Розподіл 1: імовірнісна частка 
ititi loxRsRpm ⋅= ,,
,  

                     детермінована частка )1(,, ititi loxRsRdp −⋅= . 

Розподіл 2: "лотерейний" ( ) ( )jitijit rzpPRpmrpm ,,, ⋅= ,  

                        пропорційний ( ) jitijit rzpRdprdp ,,, ⋅=       

Розподіл 3: ресурсу для кожного елемента: ( ) ( ) jitjitji rdprpmr ,,, += . 

    Параметри  10 ≤≤ α , 10 ≤≤ β  – об’єкти настроювання в залежності 
від швидкості змін і рівня шумів. Модель управління відтворює відомі алго-
ритми локального управління вибором параметрів α, β, lox. 
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роботах, зокрема, в роботах В. Буркова [156, 157], М. Месаровича [228–
230], В. Опойцева [239]. Для моделей такого класу, не знайдено прямих 
прототипів математичної моделі розвитку розподілених систем як де-
композиційної структури. Причина – ці роботи базуються на припу-
щеннях лінійності, випуклості, «малого впливу» виробничих функцій 
елементів. Вибираємо таку декомпозицію математичної моделі цього 
класу в ряд моделей зростаючої складності: 

1) модель «1 елемент, 1 продукт»; 
2) модель «N елементів, 1 продукт»; 
3) модель «1 елемент М продуктів»; 
4) модель «N елементів М продуктів» детермінована; 
5) модель «N елементів М продуктів» з урахуванням невизначено-

стей. 
Система моделей 1–4 упорядковується операцією агрегування: 

модель 3 є результатом агрегування системи виробників, модель 2 – 
результат агрегування системи продуктів в один еквівалентний про-
дукт і, нарешті, модель 1 – результат агрегування по виробниках і 
продуктах. В роботах [62, 83, 87, 88, 99, 103, 109] розглянуті моделі і 
результати моделювання для розподілених систем класів «N елемен-
тів, 1 продукт» та «1 елемент М продуктів». Далі подано розробку мо-
делей для розподілених виробничих систем класу «N елементів М 
продуктів» з урахуванням невизначеностей. Формально моделі „1×М» 
та „N×1» є окремими випадками моделі „N×М», однак з точки зору ро-
зробки та реалізації – це елементи комплексної моделі, що охоплює 
більше класів реальних об’єктів і більш точно відображує їх суттєві 
властивості. Нарешті, така комплексна модель є більш стійкою до не-
визначеностей, в першу чергу, невизначеностей незнання за рахунок 
взаємоконтролю моделей різної структури і різних рівнів деталізації. 

Технічні засоби сьогодні практично є безвідмовними, а програми 
для забезпечення стійкості до невиявлених помилок і особливостей 
роблять багатоверсійними – кожна програма будується на базі певної 
математичної моделі. Редукційні моделі використовуються для конт-
ролю більш точних моделей. Вимоги розробки нових математичних 
моделей для нових об’єктів приводять до таких самих структур. Схе-
му такого комплексу подано на рис. 3.3. 
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Рисунок 3.3 – Схема системи моделей розподіленої виробничої системи 
 

В розподіленій виробничій системі обсягом виробництва «керу-
ють» усі елементи через витрати на розвиток, а обсягом потреб «ке-
рує» система – «користувач–виробник», згідно з власними ресурсами, 
що залежать від виробництва. 

3.1.2 Аналіз структур децентралізованих систем 

Розглянемо розподілену децентралізовану систему як сукупність 
автономних елементів, що діють в умовах обмеженого попиту. Це ви-
кликає перехід від критерію накопиченого прибутку до критерію су-
марного темпу виробництва в усталеному стані при насиченні попиту 
за усіма видами продукції. Сумарний випуск продукції визначається 
виробничими фондами. Таким чином, критерій рівня виробничих по-
тужностей в кінці перехідних процесів це оцінка потенціалу ресурсів і 
ефективності освоєння для нових видів продукції. Зробимо аналіз ем-
піричних стратегій розвитку системи. Планово або стихійно потреби в 
продукті розподіляються між елементами системи. Для системи в ці-
лому бажано розподілити потреби так, щоб система мала стабільний 
розвиток; розподіл потреб на різні продукти був би стійким і оптима-
льним. Розглянемо емпіричні розв'язання задачі оптимального розпо-
ділу M видів продуктів між N елементами системи (рис. 3.4) [10, 34]. 
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Рисунок 3.4 – Задача розподілу виробництва M продуктів між N елементами 
 
Можливі такі розподіли виробництва між елементами системи ви-

робників: 
– жорстка спеціалізація: кожний елемент виконує тільки свою за-

дачу (випускає один продукт), постійно підвищує ефективність свого 
продукту в своїй справі. Система розпадається на незалежні функціо-
нальні підсистеми; 

– повна універсальність: кожен елемент виконує усі задачі в одна-
кових обсягах. Можна сказати, що спеціалізація елементів відсутня, 
кожен елемент виробляє повний спектр продуктів; 

– пропорційний розподіл. Природно припустити, що оптимальний 
розподіл буде компромісом між жорсткою спеціалізацією і повною 
диверсифікацією. 

3.1.3 Аналіз і вибір функціональних субмоделей для децентра-
лізованої моделі управління 

Діяльність елемента виробничої системи складається з виконання 
таких функцій (див. рис. 3.1): виробництво продукту, – доведення 
продукту до користувачів, – розподіл ресурсу виробництва і розвитку 
між виробництвами. Послідовність цих функцій складає повний виро-
бничий цикл – від вкладення до повернення ресурсів і повторюється з 
певною регулярністю. В моделі першого наближення вважаємо виро-
бництво детермінованим, не враховуємо у явному вигляді запізнення 
виробництва, запізнення віддачі витрат на розвиток. Процеси розши-
рення виробництва подаємо моделлю росту з обмеженням: приріст 
виробництва пропорційний досягнутому рівню і незаповненості рин-
ку, і обсягу витрат на розвиток. Перекладемо лінгвістичні моделі на 
мову математики. Основними об’єктами робочої моделі робимо три-
вимірні масиви. 
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Модель потреб. Загальну модель потреб подаємо як ряд моделей, 
що поступово ускладнюються і уточнюються – це редукційна деком-
позиція. В базову модель закладаємо простішу модель – фіксовані по-
треби і ціни для кожного продукту. Також в базовій моделі вважаємо, 
що усі виробники певного j-го продукту виробляють його з однаковим 
рівнем корисності і якості. 

Модель виробництва і розвитку. Загальну модель виробництва 
теж подаємо як ряд моделей, що ускладнюються, і починаємо цей ряд 
з лінійної моделі виробництва. За основу беремо узагальнену модель 
зростання з обмеженням [39]. Подаємо цю модель в дискретній, робо-
чій формі. 
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Цьому виразу відповідає така словесна формула: 

поточне прирощення випуску і-м учасником j-го продукту = 
= ефективність ×⋅обсяг поточний × відносний обсяг потреб ×  
× зовнішні ресурси × крок. 

Перші три множники – це коефіцієнти, що характеризують поточ-
ну ефективність перетворення витрат на розвиток jiInv ,  у прирощення 

виробничих потужностей  jiX ,∆ . Відносний обсяг попиту може бути і 

від’ємним у випадку перевиробництва. В цій моделі згорнуто три мо-
делі: функції виробництва, розвитку виробництва, виробництва інно-
вацій. Саме система з трьох послідовно поєднаних елементів є кінце-
вою метою дослідження. 

Моделі локального управління. Елементи системи самостійно 
розподіляють ресурси між виробництвами різних продуктів. «Ринко-
вий» принцип регулювання однаково ефективно працює в алгоритмах 
оптимізації, обчислювальних системах і у системах матеріального ви-
робництва. На рис. 3.5 подано схему прийняття рішень, що є формалі-
зацією практичного досвіду. Особливість цієї схеми в тому, що вона 
може бути основою для побудови адаптивних алгоритмів автоматич-
ного управління і зручна для включення в контур управління людини. 

 

(3.1) 
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Рисунок 3.5 – Узагальнена схема локального управління 
 

Детермінована модель локального управління. Розглядаємо та-
ку детерміновану модель розподілу ресурсів елемента по розвитку ви-
робництв окремих продуктів [11, 13, 41, 42, 51]: виробник оцінює пер-
спективність розширення виробництва. Тут можуть бути такі 
альтернативи: згідно з усередненим за певний період обсягом прода-
жів кожного продукту; згідно з сумою усереднених успіху та темпу 
успіху (темп = похідна); згідно з сумою усереднених успіху, темпу 
успіху і темпу темпу успіху (темп темпу = похідна другого порядку). 

Словесна модель оцінки перспективності продукту має вигляд: 

оцінка = а1×середня_віддача_зовнішніх ресурсів +  

+ а2×середній_темп_зміни_віддачі + а3×темп_темпу_зміни. 

Виберемо альтернативу 2. Робимо модуль «ковзне середнє». Зада-
ємо перше значення середнього: ( ) jiji Xxs ,1, = ; параметр оновлення се-

реднього 10 ≤≤ α . Маємо ковзний середній темп виробництва. Пара-
метр α – темп оновлення середнього (або швидкість «забування» 
минулих значень). Вибирається цей параметр в залежності від швид-
кості змін процесу і рівня шумів 

( ) )2.3().1(,1,, αα −⋅+⋅= + jitjiji Xxsxs  

Поточний ресурс   Модель прийняття рішень з розподілу 
«накопичення–розвиток» 
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системи 

Пропорційні 
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розподілу «кому єдиному бонус» 
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з пропорційного розподілу 

«кому скільки» 
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Аналогічно робимо ковзне середнє для прирощення темпу випус-
ку – ковзний середній темп прирощення темпу виробництва  

)3.3().1(,,, ββ −⋅∆+⋅= jijiji xsdxsdxs  

Параметри 10 ≤≤ α , 10 ≤≤ β  – об’єкти настроювання в залежності 
від швидкості змін і рівня шумів [10, 41]. Оцінка перспективності 
продукту 

)4.3(.21 ,,, jijiji dxsaxsaefp ⋅+⋅=  

Імовірнісна модель локального управління. Природним глоба-
льним критерієм для системи в цілому є темп сумарного виробництва, 
або накопичене за певний період сумарне виробництво. Цю задачу 
розв’язуємо непрямим шляхом – кожен елемент максимізує свій влас-
ний темп сумарного виробництва; не шукаємо максимум сумарного 
виробництва, а розподіляємо ресурс відповідно до критерію «очікува-
на ефективність» (3.2)–(3.4). Згідно з принципом недостатності підс-
тав при повній невизначеності альтернатив слід вважати їх рівнознач-
ними. В статті [42] розглянуто алгоритм «вибір–навчання», що 
починав роботу з рівномірного розподілу ресурсів і по мірі накопи-
чення даних змінював оцінки ефективності виробництва продуктів. 
Відбираємо з цього діапазону розподілів два простих для реалізації: 
пропорційно критерію перспективності продукту efp ; монопольно – 
кращому продукту весь поточний ресурс. На базі цих детермінованих 
моделей розподілу будуємо імовірнісний алгоритм розподілу поточ-
ного ресурсу між виробництвами різних продуктів. Розподіляємо ре-
сурс елемента на дві частини: імовірнісну 10 ≤≤ lox  та детерміновану 

)1( lox−  частки. Частка lox  випадає одному продукту, але згідно з ро-
зподілом ймовірностей, що формується нормуванням ефективностей 
продуктів; частка )1( lox−  ділиться відповідно цьому ж розподілу. 
Змінюючи параметр lox  в діапазоні 10 ≤≤ lox  отримуємо широкий 
спектр детермінованих та імовірнісних законів управління. Відповідні 
залежності: 

 – нормований критерії перспективності продуктів  
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– розподіл ресурсу між детермінованою часткою та імовірнісною 

)6.3().1(, ,,,, loxRsRdploxRsRpm titiititi −⋅=⋅=  

Розподіл цих часток між витратами на розвиток виробництва про-
дуктів: 

– «лотерейний» розподіл  

)7.3(),()( ,,, jitijit rzpPRpmrpm ⋅=  

– пропорційний розподіл 

)8.3(,)( ,, jijit rpzRdprdp ⋅=  

частки ресурсу для кожного елемента 

)9.3(,)()( ,,, jitjitji rdprpmr +=  

де −== MjNi ...1,...1 індекси елементів та продуктів; −≤≤ 10 ilox ча-
стка поточного ресурсу системи, що розподіляється ймовірнісно («ло-
терейний розподіл»); −tiRs , поточний сумарний ресурс і-го елемента; 

tiR p m,
, tiR d p,  – імовірнісна монопольна, детермінована пропорційна ча-

стки ресурсу відповідно; −)( , jirzpP  випадкова подія: ресурс tiRpm ,  виді-
лений для розвитку виробництва j-го продукту; ,)( , jitrpm  

−jitrdp ,)( імовірнісна та детермінована складові поточного ресурсу, 

виділеного у розвиток j-го продукту; −jir , локальне управління: пото-

чний ресурс, виділений і-м елементом у розвиток j-го продукту. 
Можливі дві альтернативи прийняття рішення на базі цих даних. 

Вибираємо і комбінуємо обидві альтернативи як зважену суму. Збира-
ємо робочі функціональні моделі виробництва, попиту, локального 
управління в базову програму моделювання.  

3.1.4 Розробка інтерфейсу програми моделювання 

Згідно з вибраною концепції повністю відкритої для користувача 
програмної системи інтерфейс має три рівні: введення і виведення пара-
метрів задачі, початкових значень змінних і параметрів; введення функ-
ціональних модулів програми з відповідної бібліотеки; внесення змін 
безпосередньо в текст програми. Інтерфейс третього рівня – це текст 
програми з коментарями. У вибраному середовищі текст програми від-
повідає стандартам математичних публікацій. Відкритий текст для бі-
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льшості користувачів – це важливий фактор впевненості і довіри до про-
грами і математичної моделі. Розроблена програмна система придатна 
для моделювання систем розмірності 100×100 і більше, якщо необхідно. 

На рис. 3.6 подано реалізацію базової моделі поряд з текстом про-
грами моделювання NM-системи. Інтерфейс введення. Будуємо інтер-
фейс на базі ранжування елементів системи за певними показниками – 
узагальненим «розміром» елемента, що може мати такі інтерпретації: 
«капітал», «дохід», «виробнича потужність» та ін. Усі вхідні дані: про-
дуктивності виробників, потреби та ін., подаємо у ранжованому вигляді. 
Рангові розподіли широко використовуються для опису активних систем. 

 

 
 

Рисунок 3.6 – Реалізація базової моделі класу «N виробників, M продуктів» 
 

На рис. 3.7 подано блок введення параметрів, розроблений на осно-
ві рангового подання параметрів системи. Ми задаємо тільки залежності 
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для рангових розподілів ефективності виробників, стартових вироб-
ничих потужностей та ін., а в сервісному модулі обчислюються зна-
чення параметрів для кожного елемента системи. 

 

 
 

Рисунок 3.7 – Модуль введення даних для моделювання NM-систем 
 
Інтерфейс виведення результатів моделювання. Інтерфейс ви-

ведення повинен дати в комплексному, одночасно компактному і ви-
черпному вигляді характеристики як системи в цілому, так і окремих 
елементів. В сервісному модулі формуються дані для комплексних 
таблиць і графіків. Сервісний модуль також має відкритий текст і мо-
же змінюватись і налаштовуватись. Інтерфейс виведення складається з 
таких функціональних підсистем (сторінок): 

– порівняльний аналіз процесів розвитку для двох вибраних еле-
ментів; 

– аналіз рангових розподілів для системи в цілому та окремих 
елементів; 

– аналіз динаміки розподілів темпів виробництва в системі; 
– аналіз впливу стартових розподілів параметрів елементів. 

Параметри розподілів сукупності продуктів, ефективності, 
стартових темпів виробництва: Число виробників N=30, число 
продуктів M=10, ORIGIN=1, i=1…N, j=1…M  

Параметри системи: середні об’єми продуктів на одного вироб-
ника Rys=6; ефективність інвестицій efs=1.1; стартовий темп виро-
бництва Xos=0.2; Домінування в стартовому рівні (відносне) 
Dom=0.0. Мінімальна сукупність продуктів Rmi=2; мінімальна ефе-
ктивність efmi=1.1; мінімальний стартовий темп Xom=0.1 

Параметри моделювання. Період моделювання кроків Tmo = 

=150; час tt=1…Tmo; крок моделювання dT=0.07; стартові значення 
для змінних програми: темп росту tmpyi, j = 0; перспективності про-
дуктів nrmefj = 10; стартові значення множн. Nmrfei=0.8; пропорції 
розподілу rzoi, j=1÷N. 

Параметри моделі прийняття рішень. Усереднення: темпу 
виробництва α=0.8; темпу прирощення β=0.7. Цінності: темпу 
а1=1; прирощення а2=30. 
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3.1.5 Аналіз результатів моделювання децентралізованої  
системи 

Мета проведених досліджень – перевірка адекватності результатів 
моделювання відомим статистичним даним, пошук нових результатів. 
На рис. 3.8 подано приклад результатів моделювання для системи 
класу N×1 – N-виробників, один агрегований продукт. 

 

 
 

Рисунок 3.8 – Приклади моделювання системи N виробників, один продукт 

Тривимірний графік – послідовність поточних рангових розподілів 
виробників. Подано дві реалізації випадкового процесу розвитку. На 
«фоні» цих рангових розподілів подано траєкторії двох виробників. 
На малих графіках подано дві проекції 3Д-графіка – динаміка рангів і 
динаміка виробництва. Коли виробнича система знаходиться в актив-
ному оточенні, то суттєвими стають не абсолютні рівні і темпи вироб-
ництва, а їх місце (ранг) в оточенні. Між іншим, в прикладі взято 150 
виробників. 

Відмінності моделювання і оптимізації від робіт-прототипів – 
процес оптимізації розвитку елемента проходить в активному середо-
вищі інших елементів. 
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Динаміка 
рангів  
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Аналіз динаміки розподілів виробництва в системі «N×M». Для 
розподілених систем класу «N×M» при певних значеннях параметрів 
виникають «ступінчасті» режими розвитку. На рис. 3.9 подано прик-
лад результатів моделювання вже для системи класу «N×M» – N виро-
бників, M продуктів. 

 

 
Рисунок 3.9 – Моделювання системи «N виробників, M продуктів». Приклад 

В нижній частині рис. 3.9 подано два процеси в системі виробників – 
зростання і спад з наступним зростанням. «На фоні всіх» подано проце-
си для двох виробників. В верхній частині рис. 3.9 подано динаміку роз-
поділу ресурсів певного виробника між виробництвами різних продук-
тів, ранжованих за ефективністю їх випуску. Можлива інтерпретація 
рис. 3.8, 3.9 – моделювання виробничої системи за альтернативними мо-
делями – з агрегованими продуктами виробництва і деталізованої. 

Задовільна модель за рівнем адекватності може бути ефективним 
джерелом віртуальної статистики. 

На рис. 3.10 подано тестовий приклад для системи з чотирьох 
елементів, виконано 2000 прогонів програми моделювання і отримано 
розподіли ймовірностей для показників в кінці заданого періоду роз-
витку. 
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Рисунок 3.10 – Системи класу NM малої розмірності. Аналіз ризиків. Приклад 

 
Розподіли ймовірностей не згладжуються при зростанні вибірки, 

вони мають фрактальний характер. Це обумовлено тим, що збурення 
для одного виробника викликають через інтенсивні ресурсні зв’язки 
збурення для інших виробників. Маємо модель-предиктор для потен-
ційного практичного і науково-дослідного використання. Модель може 
бути настроєна на відображення певної реальної виробничої системи на 
обмеженому статистичному матеріалі, за умови досить точного відтво-
рення «породжуючих механізмів» (адекватність за Форрестером). 

Аналіз рангових розподілів для темпу сумарного виробництва. 
Важливим індикатором оптимальності та стійкості активних систем 
[10, 11, 13, 17, 34, 41, 42, 60, 62, 74, 75, 83, 87, 88, 99, 103, 212], до 
яких відносяться і розподілені виробничі системи, вважаються певні 
значення нахилів асимптот рангових розподілів. Оптимальними нахи-
лами є нахили 12 −=α  та 5.01 −=α . Запропоновані базові моделі і про-
грами можуть відтворити все, що спостерігається для реальних розпо-
ділів ресурсів у розподілених системах. У відомій літературі 
розглядаються переважно імовірнісні математичні моделі, що поро-
джують рангові розподіли в активних системах [280, 284, 285]. Отри-
мано детерміновану модель, що при певних умовах породжує гіпербо-
лічні розподіли. Моделюванням підтверджено, що гіперболічні 
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рангові розподіли малочутливі до зміни кількості елементів в системі, 
тобто гіперболічні розподіли є системною властивістю. Умовою ви-
никнення гіперболічних рангових розподілів в детермінованій системі 
є стартова різниця iefi  в ефективності елементів. Невелика різниця 
ефективностей елементів в 3–5 % породжує велику, гіперболічну різ-
ницю в усталених темпах сумарного виробництва кожного елемента. 
Структура усталеного рангового розподілу виробництва різних про-
дуктів між елементами є суттєво нерівномірною. На рис. 3.11 подано 
графіки рангових розподілів елементів за ефективністю витрат на роз-
виток (причина) та темпами сумарних випусків (наслідки). 

 

Рисунок 3.11 – Результати аналізу адекватності.  
Стійкі рангові розподіли виробників  

 

Нерівномірність розподілу обсягів виробництва продуктів між 
елементами має два рівні – кількісний, за сумарними виробництвом; 
та структурний (якісний), за часткою виробництва певного продукту. 
Можна бачити, що кращі виробники мають більші частки по кращих 
продуктах, аутсайдери мають збільшені частки по гірших продуктах. 
Тобто в активних системах кращі за продуктивністю елементи не про-
сто забирають більшу частку виробництва, вони при цьому забирають 
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виробництва кращих для виробника продуктів. Це властивість опти-
мальних систем з запропонованим алгоритмом локального управлін-
ня. Проведемо аналіз впливу стартових розподілів параметрів елемен-
тів. Процеси розвитку і кінцевий стан розподіленої системи суттєво 
залежать від початкових умов. На рис. 3.12 подано усталений ранго-
вий розподіл сумарного виробництва по кожному елементу, та його 
деталізація – графік розподілу темпів випусків продуктів для кожного 
елемента. Стартові темпи виробництва є однаковими для всіх елемен-
тів, а ефективність елементів відрізняється на 5 %. 

 

 
 

Рисунок 3.12 – Розподіли обсягів виробництва в залежності  
від рангу продукту для виробників з різною ефективністю 

На рис. 3.13 подано рангові розподіли сумарного виробництва 
елементів та тривимірні графіки кінцевих розподілів «виробники–
продукти». 
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Моделі відтворюють емпіричні залежності між ефективністю і структурою багато-
продуктового виробництва в децентралізованих системах. Моделі дозволяють дослі-

джувати властивості, які майже неможливо виявити на статистиці реальних систем. 
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Рисунок 3.13 – Розподіл продуктів між виробниками  
при різних структурах стартового домінування виробників по одному з продуктів 

 
Ці три пари графіків подають результати дослідження: вплив по-

чаткового домінування у виробництві певного продукту для кожного 
елемента. Для верхньої пари графіків вибрано сценарій: елемент з 
найбільшою ефективністю домінує у виробництві найгіршого продук-
ту, елемент з найменшою ефективністю – у виробництві найкращого 
продукту. Згідно з моделлю функціонування елемента і моделлю ло-
кального управління (3.1)–(3.4) виникає спеціалізація кожного елеме-
нта у «своєму» продукті. У випадку малого (10 %) домінування у стар-
товому рівні виробництва кожного елемента по одному з продуктів 
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виникає структура (пара графіків посередині на рис. 3.13), що є аплі-
кацією двох розподілів «повне домінування» та «повна спеціалізація» 
(нижня пара графіків на рис. 3.13). 

Тобто, модель відтворює конфігурації, що спостерігаються в реа-
льності. Звернемо увагу на неможливу для лінійних і стаціонарних сис-
тем особливість: гірший за продуктивністю елемент є лідером, тільки 
тому, що він мав стартове домінування по кращому продукту. 

Цей результат суперечить постулатам про домінування кращого за 
продуктивністю елемента [280, 284, 285]. Базова модель була модифі-
кована для дослідження поведінки системи при відмовах елементів. 
Показано, що у всіх випадках навантаження перерозподіляється між 
працюючими елементами і сумарний темп виробництва в усталеному 
стані близький до максимуму.  

 
3.2 Узагальнення моделі локального управління 

 

В підрозділі 3.1 розроблено модуль детермінованого розподілу ре-
сурсу елементом виробничої системи між окремими продуктами та 
модуль прийняття рішень з лотерейного розподілу «кому єдиному бо-
нус». Тепер зробимо узагальнений модуль, де поточний ресурс ділить-
ся спочатку на дві частки. Потім одна частка розподіляється детерміно-
вано між окремими продуктами пропорційно критеріям їх 
перспективності, друга частка – імовірнісно виділяється одному з 
елементів. Імовірності вибору елементів формуються пропорційно 
критеріям перспективності елементів. Для ізольованого елемента ма-
тематичні очікування величин ресурсу, що виділяється для розвитку 
окремих продуктів, при чисто імовірнісному розподілі будуть пропо-
рційними значенням критерію перспективності. Тобто, для ізольова-
ного елемента розподіленої системи середні величини ресурсу для ро-
звитку різних продуктів будуть сходитись до величин визначених 
детермінованим розподілом. 

Однак для ансамблю нелінійних динамічних систем, що виробля-
ють певні продукти при наявності обмежень на сумарний обсяг виро-
бництва, результати імовірнісного розподілу не будуть тотожними ре-
зультатам детермінованого пропорційного розподілу. В рамках 
базової моделі, на початкових етапах розвитку, коли до обмежень су-
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марного виробництва ще далеко, концентрація ресурсів на одному з 
продуктів дає не тільки більший приріст темпу сумарного виробницт-
ва, але й приводить до незворотного розподілу потрібного виробницт-
ва на певний продукт. Альтернативою детермінованому пропорційно-
му розподілу може бути детермінований монопольний розподіл – весь 
поточний ресурс віддавати кращому за критерієм перспективності 
продукту. Пропорційний і монопольний детерміновані розподіли – 
механізми наближеної реалізації оптимальних стратегій розвитку для 
різних умов – зростання, спаду, великих, малих невизначеностей. 

В розділі 2 отримано точний розв’язок задачі оптимізації розвитку 
як варіаційної задачі Больца. В умовах невизначеностей точність ма-
тематичних моделей повинна бути адекватною точності вхідних да-
них. До таких моделей відноситься модель комбінованого розподілу 
ресурсу (див. рис. 3.2, 3.5). 

Викладені результати складають новий науковий результат. 
Вперше запропоновано і реалізовано узагальнену структуру і ме-

тод локального управління окремим виробником в активному оточен-
ні інших виробників певного сегмента виробництва, що відрізняється 
від існуючих методів декомпозицією процесу управління на такі кро-
ки: визначення пропорції розподілу ресурсу виробничої системи між 
частками на ризикове і детерміноване управління; розподілу цих час-
ток між виробництвами окремих продуктів. Запропонований метод 
локального управління є узагальненням – змішаною стратегією на базі 
відомих детермінованих та імовірнісних методів, що дає: можливість 
адаптації локального управління станом сегмента виробництва до не-
визначеностей стану виробництва, потреб, появи нових технологій; 
можливість імітації управління окремих виробників сегмента за раху-
нок доступної статистики і побудови імітаційної моделі системи ви-
робників для реалізації нового підходу «один на фоні всіх» до оцінки 
ризиків певного виробника з урахуванням імітації дій інших виробни-
ків. Аналоги – алгоритми відкритого управління (В. Опойцев, 
В. Бурков), алгоритми функціонування елементів штучних нейронних 
мереж (Я. Ципкін). Запропонований алгоритм – система двох алгорит-
мів різних структурних класів. Актуальність – задачі розподілу ресу-
рсів в розподілених системах різних рівнів виконуються регулярно і 
переважно на базі інтуїції та емпіричних правил. Суть результату – 
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синтез відомих методів управління функціонуванням і розвитком: ме-
тодів обробки вхідних даних, методів пропорційного розподілу і ме-
тодів імовірнісного – «бонусного» розподілу ресурсів в єдиний адап-
тивний алгоритм розподілу ресурсів для розвитку між виробничими 
елементами. Запропонований алгоритм зміною параметрів може змі-
нюватись і відтворювати відомі детерміновані та імовірнісні алгорит-
ми локального управління в мережевих системах. 

3.2.1 Технологія модифікації робочої моделі локального 
управління 

Процес розробки модуля локального управління був розбитий в 
послідовність кроків – від елементарних одновимірних генераторів 
випадкових подій до багатовимірної системи з самонастроюванням 
параметрів алгоритму локального управління. Цей процес в практич-
ному аспекті – технологія швидкої і безпомилкової розробки певного 
кінцевого продукту, програмного модуля, в теоретичному аспекті – 
інтерпретація оператора редукційної декомпозиції моделі локального 
управління. Змінні, за якими упорядковується система моделей, поро-
джених редукційною декомпозицією – розмірності системи M×N, та 
кількість параметрів для яких виконується самонастроювання. Тексти 
програм vp7(Mr) та ),(8 loxMrvp  подані в додатках В [71]. Модуль 

),(8 loxMrvp  бере матрицю ефективності кожного продукту у кожного 
елемента Mr розміром (M×N) та вектор lox значень «ризикової частки» 
управління для кожного продукту (в теорії прийняття рішень в умовах 
невизначеності це називають «схильністю до ризику»), і повертає ма-
трицю розподілу ресурсу, кожен стовпець якої – вектор розподілу ре-
сурсу між окремими продуктами для відповідного елемента. Для кож-
ної версії модуля локального управління були побудовані інтерфейси 
для налагодження і тестування. 

Програма моделювання процесів розвитку розподілених систем з 
урахуванням невизначеностей отримана незначною зміною поперед-
ньої програми моделювання детермінованих процесів розвитку. На 
рис. 3.14 подано кінцеві фрагменти двох програм. Виділено виклик 
підпрограми локального управління. Це приклад елемента раціональ-
ної технології побудови робочих моделей, що є поєднанням абстракт-
них концепцій декомпозиції і практичних правил розробки ефектив-
них програм. 
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Рисунок 3.14 – Порівняння версій програм моделювання процесів розвитку 

3.2.2 Аналіз властивостей процесів розвитку децентралізованих 
систем 

Було проведено великий обсяг досліджень на імовірнісній моделі 
за напрямками: відтворення режимів, що спостерігаються в реальних 
розподілених системах; пошук умов оптимальності та стійкості; аналіз 
властивостей. Далі подано приклади моделювання. На рис. 3.15 пода-
но дві реалізації випадкових процесів розвитку системи «30 елементів, 
10 продуктів». В кожній реалізації подано процеси зміни темпів виро-
бництва в часі по кожному з продуктів для аутсайдера і лідера за про-
дуктивністю. 

 

 
 

Рисунок 3.15 – Дві реалізації процесів розвитку для вибраних елементів 

Реалізація 1 
Аутсайдер                 Лідер 

            
      

                                                
       

                                      

           
               

              
            
              

            
      

                                                
       

                                      

           
               

              
            
              

Реалізація 2 
Аутсайдер                 Лідер 

Ранг 
продукту 
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На рис. 3.16 подано ранговий розподіл усталених обсягів в системі 
з 30 елементів, а поряд – тривимірний графік розподілу усталених тем-
пів виробництв в кожному елементі по кожному продукту. 

 

 
 

Рисунок 3.16 – Усталений розподіл виробництва. Приклад 
 
Можемо бачити суттєву нерівномірність розподілу. В обчислюва-

льному експерименті для всіх елементів задана однакова ефективність 
перетворення ресурсу в продукт, але невизначеності виробництва і 
даних, на основі яких приймаються рішення, приводить до суттєво 
нерівномірного – гіперболічного розподілу ресурсу. Цей результат від-
повідає статистичним даним в різних галузях (електроніка, програмні 
продукти, металургія, автопром та ін.). 

Тобто розроблені моделі відтворюють властивості реальних сис-
тем – це підтвердження адекватності моделей. При аналізі модельних 
процесів розвитку детермінованих розподілених систем визначили, 
що навіть при невеликому домінуванні за продуктивністю в устале-
ному стані теж виникають гіперболічні розподіли, коли 10–20 % еле-
ментів забирають 80–90 % загального обсягу виробництва. 

Розроблена модель NM-системи дозволяє для кожного елемента 
задавати свої алгоритми управління розподілом ресурсів (локального 
управління). Використаємо цю можливість моделі для порівняння 
імовірнісних і детермінованих алгоритмів локального управління. На 
рис. 3.17 подано три процеси розвитку системи. На цих тривимірних 
графіках подано залежності темпів сумарного виробництва для 30-ти 

Стартовий ранг елемента 
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елементів системи. Умови обчислювального експерименту: елементи 
ранжовані за ефективністю (параметром efi в (3.1)), п’ятнадцять кра-
щих елементів розподіляють ресурс у розвиток за детермінованим ал-
горитмом (3.2)–(3.4), а п’ятнадцять гірших – за імовірнісним  
(3.5)–(3.9). 

 

 
 

Рисунок 3.17 – Процеси розвитку системи з двома класами елементів 
 
На рис 3.17а подано процеси розвитку для випадку, коли ризикова 

частка ресурсу елемента: lox = 0.7, на рис. 3.17б lox = 0.4, на рис. 3.17в 
lox = 0.0. Можемо бачити, що елементи з підмножини «аутсайдерів» за 
ефективністю можуть виходити в лідери за темпом сумарного вироб-
ництва. В середньому, використання імовірнісного алгоритму дає еле-
менту перевагу в 20–40 % відносно елементів, що використовують де-
терміноване управління в умовах зростання виробництва. 

На рис. 3.18 подано приклад статистичного аналізу усталених роз-
поділів темпів виробництва в розподіленій системі з трьох елементів 
за наявності невизначеностей. На рис. 3.18а подано результати обчис-
лювального експерименту для такої ситуації: кожен елемент має стар-
тове домінування 12 % з виробництва одного з продуктів; ефективно-
сті елементів складають відповідно 1.30, 1.15, 1.00; обсяги попиту на 
окремі продукти дорівнюють 3, 5, 8. Алгоритми управління у всіх 
елементів однакові – імовірнісні. Усталені середні значення обсягів 
виробництва дорівнюють 6.7, 5.3, 4.0, а нормовані 1.67, 1.32, 1.00. Од-
нак ці середні є малоінформативними, тому що частотні розподіли 
мають складну структуру. 

а б в 

Ранг елемента 

lox= 0.7 lox= 0.4 lox= 0.0 
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На рис. 3.18А частотні розподіли мають складну структуру: роз-
поділ у лідера має три приблизно однакові максимуми (моди); розпо-
діл у другого за продуктивністю теж має три моди, одна з яких є домі-
нуючою, тобто для середнього найбільш імовірним станом є друга 
мода;– розподіл у останнього за рангом має дві моди на границях діа-
пазону, фактично останній за продуктивності або стає останнім у ви-
робництві, або, з меншою але суттєвою імовірністю, стає лідером. 

 

 
 

Рисунок 3.18 – Аналіз статистики розподілів обсягів виробництва  
в системі виробників малої розмірності 
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На рис. 3.18Б подано результати обчислювального експерименту 
для такої ситуації: кожен елемент має стартове домінування 12 % по 
виробництву одного з продуктів; ефективності елементів складають 
відповідно 1.10, 1.05, 1.00; обсяги попиту на окремі продукти дорів-
нюють 5, 5, 5. Алгоритми управління у всіх елементів однакові – імо-
вірнісні. Усталені середні значення обсягів виробництва дорівнюють 
5.6, 5.0, 4.4, а нормовані 1.27, 1.13, 1.00. Усі розподіли приблизно уні-
модальні, моди (максимуми) є приблизно однаковими. Звернемо увагу 
на те, що розподіл «середнього» елемента симетричний, розподіли 
елемента-лідера і елемента-аутсайдера мають асиметричні «хвости», 
для лідера в бік більших, для аутсайдера в бік менших темпів сумар-
ного виробництва. З практичної точки зору цікавим є те, що найбільш 
імовірні значення темпів виробництва є однаковими, хоч елементи 
мають різні ефективності. Конкретні причини – рівноцінність продук-
тів за попитом та наявність початкової спеціалізації. За цими розподі-
лами ймовірностей стоять розподіли виробництва зі спеціалізацією 
(див. рис. 3.13). 

Таким чином зв’язки елементів через ресурси, суттєві нелінійності 
і нестаціонарність розподіленої системи породжують складну струк-
туру поведінки розподілених систем вже у випадку трьох елементів. В 
цілому одержана система моделей дозволяє отримувати нові знання 
про властивості розподілених систем. Моделюванням фактично підт-
верджено положення Форрестера «Використовуючи модель складної 
системи, можна дізнатися більше про внутрішні взаємодії, ніж при ек-
спериментуванні з реальною системою» [272, 273]. 

 
3.3 Побудова системи моделей  

для задачі термінального управління  
 

В систему моделей даної роботи включено фундаментальний клас 
моделей – управління кінцевим станом або термінального управління. 
В розділі 2 досліджено розв’язання двох варіаційних задач розвитку 
розподілених виробничих систем. Суть цих задач – знайти стратегію 
управління, що дає максимум інтегрального критерію першого роду за 
плановий період. Варіаційна задача термінального управління відріз-
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няється від варіаційної задачі розвитку критерієм другого роду, тобто 
квадратичним. Змістовні інтерпретації критерію – інтегральна квадра-
тична помилка заданого кінцевого стану, витрати енергії на управлін-
ня. Модель термінального управління потрібна на нижніх технологіч-
них рівнях виробництва – для систем реакторів, виробничих ліній, 
систем постачання, вертикально інтегрованих систем. Модель термі-
нального управління вибрана також як методологічний зразок для по-
будови моделей оптимального розвитку при невизначеностях, а саме: 
періодичний перерахунок оптимальної стратегій на інтервал часу, що 
залишається до кінця планового періоду. 

3.3.1 Розробка базової моделі системи з термінальним управ-
лінням 

Методи термінального управління мають велике практичне зна-
чення, тому обсяг публікацій з цієї тематики незначний через конфі-
денційність. З доступної літератури конкретні розв’язання задач тер-
мінального управління подані в [23]. На цій основі будуємо систему 
моделей для прецизійних відмовостійких розподілених систем з тер-
мінальним управлінням. 

Розглянемо задачу управління рухом деякого керованого об’єкта 
по одній осі декартової системи координат. Потім, коли відпрацюємо 
таку одновимірну задачу для об’єкта другого порядку, розглянемо си-
стеми вищих порядків та іншої природи. Обмеження диференціальні: 
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різниця сум контрольованих і неконтрольованих уза-

гальнених сил. 
Ця задача відноситься до класу варіаційних задач, де шукається не 

одна точка, а функція. Запишемо задачу в стандартній формі. Об'єкт 
управління: координати S – положення, V – швидкість, ud – прискорен-
ня дійсне − в задачі воно є управлінням, ut – прискорення потрібне. 

Обмеження алгебраїчні на управління і координати вводяться  
далі. 
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Граничні умови: S 0( ) So; V 0( ) Vo; S T( ) Sk; V T( ) Vk, що озна-
чає: на момент часу Т перейти з даного початкового в заданий кінце-
вий стан. Критерій 

)11.3(
0

2dtuJ
T

∫=  

характеризує витрати енергії на управління процесом переходу. 
Ціль оптимізації ( )Jtu )(min  – знайти управління, що дає мінімум 

критерію, витрати енергії на управління. Для цієї задачі структура оп-
тимального управління відома – оптимальне управління шукаємо в 
класі поліномів 
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де m – число граничних умов.  
Розв’язання задачі тепер зводиться до знаходження невідомих ко-

ефіцієнтів ic . Число граничних умов може бути і більше, і менше по-
рядку системи. Задачі термінального управління в залежності від чис-
ла кінцевих умов класифікуються [23] на задачі: розгону – 
забезпечення потрібної кінцевої швидкості; приведення – забезпечен-
ня потрібної кінцевої координати; зближення, де треба забезпечити 
потрібні кінцеві швидкість і координату. 

3.3.2 Дослідження термінальної САУ при паралельній роботі 
приводів 

Розроблено комплекс моделей, програмних модулів та інтерфей-
сів, що дозволяє вести дослідження впливу раптових і поступових від-
мов виконавчих елементів [35, 45, 46, 61, 63, 68, 90, 91, 112, 118, 126]. 
Можливо оцінювати чутливість, виконувати пошукову оптимізацію 
параметрів системи управління. В епоху досить великих і частих тех-
ногенних катастроф на електростанціях, нафтопереробних заводах і 
металургійних заводах, можливість швидко створювати імітаційні мо-
делі суттєво підвищує безпеку виробництв з небезпечними процесами. 

На рис. 3.19 подано приклад процесу для найбільш важкого випад-
ку: в момент найбільшого навантаження, на 40-му та 100-му кроках 
(позначено маркерами) відмовляють два виконавчі елементи з трьох. 

151 



152 

Система залишається задовільною. Ситуації такого класу є досить типо-
вими і частими в електромережах. Робоча модель наведена в додат-
ках [71]. 

Таким чином отримано черговий модуль для «бази знань» для ав-
томатизованої системи «створення математичних моделей для задач 
інноваційного розвитку». Підтверджено функціональну придатність 
термінального управління по вищій похідній для підключення вико-
навчих елементів, що працюють паралельно, без координаційного 
управління верхнього рівня. Ця властивість є базою для забезпечення 
живучості розподілених систем без реконфігурації. 

 

  
Рисунок 3.19 – Стенд «дослідження відмовостійкої системи» 

 



3.4 Побудова системи моделей для об’єкта  
з паралельними інформаційними каналами 

 

Відпрацьовуємо методологію створення моделей для класу «моде-
лі відмовостійких систем» – робимо систему з інформаційними кана-
лами, що паралельно працюють, на базі ідентифікаторів стану. Увага 
приділена технологіям створення робочих моделей, придатних для 
проведення обчислювальних експериментів та методів синтезу, при-
датних для використання в мікроконтролерах. 

Особливість задачі побудови моделі розподіленої системи цього 
класу – розробка і об’єднання інформаційних ресурсів окремих еле-
ментів – вимірювачів. В даному прикладі це інформація про вектор 
стану об’єкта. Цей інформаційний ресурс не підсумовується, а інтег-
рується за іншими правилами, на основі яких формується критерій оп-
тимальності процесу. 

3.4.1 Синтез та дослідження імпульсної динамічної системи з 
ідентифікатором стану 

Починаємо з напрацювання «інструментів» – методів синтезу ти-
пових систем управління зі спостерігачем вектора стану і орієнтова-
них на реалізацію мікропроцесорними засобами. Відомі методи су-
часної теорії імпульсного управління реалізуємо, обчислюючи 
ефективними програмними модулями, а потім на цій основі будуємо 
оптимальні в номінальних і неномінальних режимах розподілені сис-
теми. Подальший матеріал викладаємо на прикладі системи 3-го по-
рядку. Неважко результати застосувати для систем довільної розмір-
ності, крім того 70–80 % задач аналізу і синтезу виконуються для 
розумно спрощених методами теорії управління до другого-третього 
порядку «моделей синтезу». Стихійне розділення моделей об’єктів на 
моделі для синтезу і моделі для аналізу проаналізовано і формалізова-
но в [68, 174, 175, 225]. 

В даному прикладі розглядаємо «швидкий регулятор» (регулятор з 
кінцевим часом усталення). Вибрали саме такий клас регуляторів, то-
му, що таке управління є альтернативною формою термінального 
управління, розглянутого в підрозділі 3.3. При лінійному неперервно-
му управлінні початкова помилка стає нульовою у нескінченості. 
Швидкий регулятор може забезпечити нульову помилку точно на  
N-му кроці для динамічної системи N-го порядку. 
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Розробка модулів синтезу управління. Задеклароване в цій ро-
боті створення математичних моделей інтерпретується як створення 
робочої математичної моделі для нової задачі при кінцевих витратах 
часу і ресурсів. Перший крок в цьому напрямку – напрацювання сис-
теми базових модулів і технологій розробки робочих моделей, інтер-
фейсів і процесів тестування. 

Розглядаємо N-вимірну систему з регулятором вектора стану. 
Об'єкт управління – неперервний. Записуємо канонічні рівняння сис-
теми з спостерігачем вектора стану і скалярним управлінням. 

 
 
Підставляємо рівняння регулятора в рівняння об’єкта. Записуємо 

еквівалентне різницеве рівняння 
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де −Fp перехідна функція стану. 
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Для задачі синтезу обмежимось першим наближенням перехідної 

функції стану 
( ) )16.3(.dTkBAIFp T ⋅⋅++=  
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Підставляємо Fp в еквівалентне різницеве рівняння, виконуємо  
Z-перетворення 

 
( )[ ] ( )[ ] )()(;1 zXdTkBAIzXzxdTkBAIx TkTk ⋅⋅++=⋅⇒⋅⋅⋅++=+ .      (3.17) 

 
Виконуємо алгебраїчні перетворення і записуємо характеристичне 

рівняння 
( )[ ]( ) ( )[ ] )18.3(.00)( =⋅⋅++−⋅⇒=⋅⋅⋅++−⋅ dTkBAIzIzXdTkBAIzI TT  

 
Аналогічно отримуємо Z-характеристичне рівняння для спостері-

гача. А саме – записуємо рівняння вільного руху спостерігача (u, xo – 
зовнішні входи): 
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Записуємо еквівалентне різницеве рівняння 
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Для задачі синтезу обмежимось, як і при синтезі регулятора, пер-

шим наближенням dTCLAIFn ⋅⋅++= )( . 
 

Підставляємо Fn  у різницеве рівняння, виконуємо Z-перетворення 

 

( )[ ] ( )[ ] )21.3().()(1 zXndTCLAIzXnzxndTCLAIxn kk ⋅⋅⋅++=⋅⇒⋅⋅⋅++=+  

 
Виконуємо алгебраїчні перетворення і записуємо характеристичне 

рівняння спостерігача 
 

( )( )( ) ( )[ ] )22.3(.00)( =⋅⋅++−⋅⇒=⋅⋅⋅++−⋅ dTCLAIzIzXndTCLAIzI  
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Детермінанти записані в означеннях математичного пакета: «|A|» 
замість «det(A)». Якщо розкрити ці детермінанти, то отримаємо алге-
браїчні рівняння n-го ступеня відносно комплексної змінної z. Вважа-
ємо, що вибрано еталонний перехідний процес і крок квантування dT, 
тобто відомі коефіцієнти еталонного характеристичного рівняння. 
Прирівнюємо коефіцієнти характеристичного рівняння до їхніх потрі-
бних значень – так отримуємо n рівнянь. У випадку скалярного управ-
ління маємо n невідомих параметрів регулятора (або спостерігача). В 
загальному випадку невідомих параметрів n × m, де m – розмірність ве-
ктора управління. Додаткові рівняння отримуємо із розв'язання опти-
мізаційних задач і обмежень. 

Розробка програми синтезу імпульсного регулятора. Необхідно 
розробити програму моделювання САУ, орієнтовану на розрахунки і 
дослідження впливу відхилень параметрів об'єкта від номінальних. 
Задаємо рівняння об'єкта і спостерігача у канонічній матрично-
векторній формі: 
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Задано неперервний об'єкт 
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Записуємо друге наближення для перехідних функцій F(.) і G(.) 
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Розробка модуля для вибору бажаного розподілення z-коренів. 

Еталонний процес – це перехідний процес для динамічної системи, 
оптимальний відносно певного критерію – інтегральної квадратичної 
помилки, витрат енергії на управління, сумарних навантажень, трива-
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лості перехідного процесу (ПП) та ін. В математичній теорії систем 
можна отримати нові результати за рахунок інтеграції аналітичних 
методів і вбудованих в математичні пакети числових методів. Було 
виконано узагальнення методу стандартних коефіцієнтів: задачі син-
тезу повністю алгебраїзовано і автоматизовано на базі нових підходів 
без явного визначення коефіцієнтів і коренів характеристичних рів-
нянь, зведено до функції від параметрів об’єкта управління [35]. 

3.4.2 Розробка програмних модулів для синтезу та моделю-
вання стійкої до відмов вимірювачів системи 

Проведемо порівняльний аналіз двох альтернатив побудови систе-
ми управління. На рис. 3.20 подано схему САУ з регулятором вектора 
стану та резервованими вимірювачами компонентів вектора стану Х1, 
Х2, Х3. Система повністю виходить з ладу при одночасній відмові 
трьох вимірювачів якогось з компонентів вектора стану. При виході 
тільки трьох з дев’яти вимірювачів система стає непрацездатною.  

На рис. 3.21 подано альтернативу – САУ з регулятором вектора 
стану і системою ідентифікаторів стану. Кожен з ідентифікаторів роз-
рахований для певної ситуації вимірювання. Кожен спостерігач видає 
оцінку всього вектора стану, за умови спостережуваності системи. Та-
ка система буде працездатною, якщо деякі компоненти вектора стану 
взагалі не вимірюються [169, 189, 276]. 

 

 
Рисунок 3.20 – Альтернатива 1 відмовостійкої системи. Резервування 
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Рисунок 3.21 – Альтернатива 2 відмовостійкої системи. Система ідентифікаторів 

Призначення блоків «Логіка», «Аналіз, логіка» в схемах (див. 
рис. 3.20, 3.21) – ідентифікація та ізоляція елемента, що працює неко-
ректно. Аналогів подібної схеми побудови керованої системи не знай-
дено. Розробка структури моделей та результати досліджень є пунк-
том наукової новизни [35–38, 46, 61, 63, 90, 91]. 

Суть результату – організація інформаційної системи на базі неі-
дентичного резервування не приладів, а системи обробки первинних 
даних – ідентифікаторів.  

Конкретизуємо опис системи, поданої на рис. 3.21. На кожен з 
трьох спостерігачів подається тільки один сигнал Х1, Х2, Х3 (можливі 
інші конфігурації кількості і поєднання вимірювачів та ідентифікато-
рів). Маємо три матриці вимірювань. Кожен із ідентифікаторів видає 
оцінку всього вектора стану, тобто значення Х1, Х2, Х3. При вибраній 
структурі матриці об’єкта система у всіх випадках є спостережува-
ною. Всі ці варіанти дають коректні оцінки вектора стану. 

При відмові одного з вимірювачів його вихід буде значно відріз-
нятись від інших. Блок «Логіка, аналіз» повинен ідентифікувати неко-
ректний канал та ігнорувати його вихід. Дещо складніша ситуація при 
відмові двох вимірювачів, коли працездатний канал – один.  

Конкретизуємо і формалізуємо відмови вимірювачів. 
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Часткова відмова – помилка вимірювання з номінальних 0–2 % 
збільшується до 10–30 %. Відмова може проявлятися як: адитивний 
шум, нечутливість, обмеження вихідного сигналу, збільшення кванту-
вання рівня і часу.  

Повна відмова – вихідний сигнал стає нульовим. Цей випадок від-
повідає стандарту відмовобезпечності – якщо технічна підсистема ви-
ходить з ладу, то вона не повинна стати джерелом відмов інших, а 
тільки «обнулитись», відключитись. 

Розроблено такі модулі:  
– модуль синтезу швидкого регулятора;  
– модуль синтезу швидкого спостерігача, де розглянуто три випа-

дки: вимірюється тільки Х1; вимірюється тільки Х2; вимірюється тіль-
ки Х3.  

На цих модулях можна побудувати узагальнену програму синтезу 
як функцію користувача: 

Параметри_спостерігача( параметри об’єкта, конфігурація вимірювання). 

З модулів «синтез», «регулятор», «спостерігач» зібрано модуль 
«модель САУ зі спостерігачем».  

На рис. 3.22 подано шість процесів – з двома значеннями кроку 
квантування та трьома варіантами спостерігачів – на базі вимірювання 
Х1, Х2, Х3 відповідно. 

 

1 1.78 2.56 3.33 4.11 4.89 5.67 6.44 7.22 81.2

0.88

0.56

0.24

0.08

      

0
x1s AV τ1,( )1 k,

x1s AV τ2,( )1 k,

x2s AV τ1,( )1 k,

x2s AV τ2,( )1 k,

x3s AV τ1,( )1 k,

x3s AV τ2,( )1 k,

k τ1⋅ k τ2⋅, k τ1⋅, k τ2⋅, k τ1⋅, k τ2⋅,  
 

Рисунок 3.22 – Перехідні процеси в САУ. Координати 
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Останній крок розробки – модуль «моделювання відмовостійкої 
САУ». Модуль дозволяє вичерпно моделювати поведінку системи в 
різних конфігураціях відмов вимірювачів. Задаємось таким сценарієм 
моделювання: система відпрацьовує заданий зовнішній вхід (гармоніч-
ний сигнал, послідовність імпульсів або шум); на деякому кроці кван-
тування відмовляє один із вимірювачів, потім – ще один. Для реаліза-
ції відмовостійкої системи і моделювання її згідно зі сценарієм 
необхідно розробити ряд модулів. 

Альтернативні варіанти функції відмов вимірювачів. Функція 
Ot1(.) – обнулює відповідний компонент виходу, за умови k > kotі – 
моменту відмови; Ot2(.) – починаючи з кроку kotі – додає до вхідного 
сигналу шум. 
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Записуємо функції L01(Av,T), L02(Av,T), L03(Av,T), що подають 
структуру відмов для випадків вимірювання тільки координати, шви-
дкості, прискорення. Функція логіки формування вихідної оцінки век-
тора стану об’єкта – центр проектування в даній роботі. Вимоги до ці-
єї функції: детермінована «ізоляція» сигналів від елемента, що 
відмовив; простота, відсутність механічних та інших переключень. 
Система моделювання відмовостійкої САУ – кінцевий результат.  

Нарешті збираємо програму моделювання відмовостійкої САУ. На 
рис. 3.23 подано фрагмент тексту програми, що також є і математич-
ною моделлю, записаною в стандартах математики. 

Головні елементи програми – модулі імітації відмов та інтеграції да-
них від паралельних інформаційних каналів. На рис. 3.24 подано прик-
лад моделювання для таких вхідних даних. Модуль введення даних. 
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Рисунок 3.23 – Програма моделювання системи, стійкої до відмов вимірювачів 

 

 
Рисунок 3.24 – Результати моделювання відмовостійкої САУ. Приклад 
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3.5 Побудова системи моделей для задачі  
оптимального управління розподіленою технологічною системою 

 
В цьому підрозділі розглядаємо задачу розподілу обмеженого ре-

сурсу, що є спряженою задачею до задачі максимізації сумарного ви-
робництва при обмеженні ресурсу. Це задача мінімізації виробничих 
витрат при обмеженні сумарного виробництва. Для розв’язання задачі 
використано новий варіант методу відкритого управління з декомпо-
зицією управління в часі, коли на одному такті управління працює ре-
гулятор підтримки заданого навантаження, на наступному такті – екс-
тремальний регулятор мінімізації витрат. Елементом новизни 
запропонованого методу є розбиття задачі управління між двома ре-
гуляторами в часі, що дозволяє використати регулятор навантаження 
як генератор тестових дій для екстремального регулятора. Тобто, мо-
жна назвати таке поєднання регуляторів «синергетичним». У кожного 
регулятора своя задача, але спільні виконавчі елементи. Головна увага 
приділена технологіям створення робочих моделей, придатних для 
проведення обчислювальних експериментів та методів синтезу, при-
датних для реалізації в системах реального часу. 

3.5.1 Система оптимального управління синтезом стиролу 

Розглядається хімічний реактор для синтезу стиролу. Стирол – си-
ровина для великотоннажної пластмаси – полістиролу. Виробництво 
стиролу звичайно є масовим. Реактори для синтезу стиролу працюють 
разом, паралельно. Причини цього – велика потреба в продукті, ста-
ріння реакторів, періодична зупинка їх для заміни каталізатора при 
умові підтримки заданого рівня випуску продукції. 

Паралельна робота реакторів, великі вимоги до надійності функці-
онування виробництва в цілому обумовлюють і методи управління – 
групового, одразу всіма реакторами. Перша ціль управління – підтрим-
ка потрібного рівня сумарного виробництва незалежно від стану 
окремих реакторів. Специфіка масового виробництва продуктів у реа-
кторах в тому, що навіть малі частки відсотка зміни експлуатаційних 
витрат приводять до великих сумарних економічних ефектів. З цієї 
причини режими роботи реакторів – тиск, температуру, концентрації – 
ретельно оптимізують. Характеристики реакторів з часом погіршу-
ються – проходить процес «отруєння каталізатора». Звичайно в бата-
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реї реакторів паралельно працюють реактори з різною ефективністю 
(одиниць продукції на одиницю експлуатаційних витрат). Зрозуміло, 
що треба кращі реактори завантажувати більше. Друга ціль управлін-
ня – таке розподілення навантаження по реакторах, що дає мінімум 
експлуатаційних витрат при заданому рівні випуску продукції. Розг-
лянемо стисло технологічний процес синтезу стиролу (рис. 3.25).  

В реакторі нагрівається етилбензол в присутності каталізатора, 
утворюється суміш стиролу, етилбензолу, бензолу, толуолу, що пере-
ганяється, і виділений етилбензол знову йде у реактор. Реактор підіг-
рівається парою. Особливості системи – нелінійні і нестаціонарні ха-
рактеристики реактора, а також паралельна робота декількох реакто-
рів на потрібний сумарний вихід стиролу. 
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Рисунок 3.25 – Схема системи виробництва стиролу 
 
Необхідно розробити систему оптимального управління розподі-

лом етилбензолу по окремих реакторах з урахуванням обмеження на 
сумарну продуктивність. Критерій – сумарні виробничі витрати на за-
даний випуск продукту.  

Зауваження. Технологічні об’єкти запровадження результатів да-
ної роботи – металургійні агрегати виробництва феромарганцю, біо-
реактори для переробки відходів птахофабрик, свинокомплексів, сіль-
ськогосподарських рослинних відходів. Дані для моделювання цих 
систем конфіденційні або неповні. Систему реакторів синтезу стиролу 
вибрано тому, що по цій тематиці достатньо публікацій з моделюван-
ня і оптимізації [222–224]. 
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3.5.2 Розробка системи оптимального управління синтезом 
стиролу 

Подане в аналогу [222] розв’язання задачі оптимізації розподілу 
навантаження між реакторами було відтворене в середовищі матема-
тичного пакету і досліджене. Подаємо його як предметний аналог для 
порівняння з розробленим методом. Математична модель реактора 
для аспекту «залежність виробничих витрат від виходу стиролу» – ап-
роксимація реальної характеристики поліномом. Запишемо також по-
хідну від цієї залежності [35]. 

)26.3(
.301.021:),3,2,1(

,325120:),3,2,1(
4

52





⋅⋅+⋅+=

⋅+⋅⋅+⋅+=

PaPaaPaaadC
PaPaPaPaaaC

 

Математична модель реактора для аспекту «залежність виходу 
стиролу від рівня подачі етилбензолу». Ця характеристика є оптимізо-
ваною за іншими вхідними змінними – витратою пари, температурою, 
тиском та іншими. Використовуємо як перше наближення модель з 
одним параметром b1. 

)27.3(.1:),1( 5,0xbxbPi ⋅=  

Задаємо ранжовані змінні Р та Х і будуємо графіки характеристик 
(рис. 3.26): 
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Рисунок 3.26 – Залежності виробничих витрат від виходу стиролу  

та виходу стиролу Р від подачі етилбензолу Х 

Формулювання оптимізаційної задачі. Задана цільова функція – 
сумарні виробничі витрати. Ціль оптимізації – мінімум цієї функції. 

)28.3().3(3)2(2)1(1)3,2,1( PCPCPCPPPFCsum ++==  

Знайти min{F(P1, P2, P3}. 
Задано обмеження на сумарний вихід стиролу, тобто: 

P1+P2+P3=Psum, Psum=Ptr, G(P1, P2, P3):=(Ptr–P1–P2–P3)=0   (3.29) 
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Для порівняння подаємо спочатку типове розв’язання цієї задачі 
методом невизначених множників Лагранжа. Управління процесом 
можна побудувати на безпосередньому обчисленні оптимальних зна-
чень виходу стиролу для кожного реактора. Потім ці значення встано-
влюються за допомогою відповідних локальних систем регулювання. 
Записуємо функцію Лагранжа 

)30.3(.)3,2,1()3,2,1(),3,2,1( λλ ⋅+= PPPGPPPFPPPL  

Записуємо необхідні умови екстремуму цієї функції: 

)31.3(.0),3,2,1(
3

;0),3,2,1(
2

;0),3,2,1(
1

=== λλλ PPPL
dP
dPPPL

dP
dPPPL

dP
d  

Додаючи сюди рівняння обмеження, отримаємо чотири рівняння 
для чотирьох невідомих змінних – Р1, Р2, Р3, λ . Підставимо конкрет-
ні значення функцій (3.29) і (3.30) в (3.31). 

.)3,2,1()3,2,1(),3,2,1(;321:),3,2,1(
;333323132321213112111:),3,2,1( 444
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.
 

Для знаходження аналітичних виразів похідних використаємо 
апарат символьних обчислень 
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Вводимо значення параметрів функцій виробничих витрат для 
усіх реакторів: 

;3.0:23;2:13;001.0:32;3.0:22;1:12;001.0:31;25.0:21;5.:11 ======== aaaaaaaa   
а33:=0.033.  

Вводимо значення обмеження та початкові значення шуканих 
змінних:  

;80:=Ptr  ;10:1 =P  ;10:2 =P  ;10:3 =P  .10:=λ  

Записуємо і розв'язуємо числовим методом систему рівнянь: 
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Контроль виконання обмежень: 80321 =++ оптХоптХоптX , 80=Ptr  
– збіглося. Можна узагальнити цю задачу на випадок N реакторів, 
зробити розв’язання функцією значення обмеження: Хопт(Ptr). Однак 
розв’язання можливе тільки для випуклих функцій з неперервними 
похідними. 

3.5.3 Розробка альтернативної системи управління реакторами 

На рис. 3.27 подано структурну схему системи [35]. Виходимо із 
визначених вище функцій системи управління техпроцесом: підтримка 
заданого рівня виходу стиролу; оптимізація розподілення наванта-
ження між реакторами. Для виконання першої задачі беремо пропор-
ційно-інтегральний регулятор. Виконання другої задачі ускладнено 
проблемами оперативного вимірювання характеристики С(Р1, Р2, Р3) 
– сумарних виробничих витрат.  
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Рисунок 3.27 – Схема системи оптимального управління хімічними реакторами  
з двома регуляторами, що працюють послідовно  

 

Замість цього використаємо індикатор – величину, що пов’язана з 
потрібною величиною монотонною залежністю. Такою величиною є 
похідна dPi / dXi – вихід стиролу на одиницю подачі етилбензолу.  

166 



Словесна модель регулятора оптимізації розподілення така: регу-
лятор рівня подає однакові управління в усі реактори; вимірюються 
«відклики» dPi кожного з реакторів на це управління; формуються ві-
дхилення від середнього, із затримкою на такт; на реактори подаються 
«вирівнювальні» управління. В результаті збільшується навантаження 
реакторів, у яких dPі вище середнього, зменшується для тих, де dPі – 
нижче середнього. 

Розробка базової програми моделювання. На підставі вибраних 
альтернатив побудови системи, згідно зі структурною схемою (див. 
рис. 3.27) записуємо текст програми (рис. 3.28). В програмі викорис-
товуємо векторизацію. Нижче подано для порівняння дві альтернати-
ви подання присвоєння: 
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Рисунок 3.28 – Робоча модель адаптивної САУ  
з регуляторами, що працюють послідовно  
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Векторизація обчислень не тільки скорочує і спрощує запис про-
грам обробки багатовимірних даних. Головний виграш векторизації – 
у швидкості обчислень. Сучасні процесори виконують векторизовані 
вирази паралельно. Програма повертає масив векторів стану системи – 
розподілів навантажень окремих реакторів. 

3.5.4 Дослідження системи управління реакторами 

Виконуємо перевірку системи на стійкість та чутливість. Система 
в цілому нелінійна, тому аналітично можна знайти тільки певні оцінки 
стійкості та якості регулювання. Модель реактора – нелінійна, і реак-
ція системи буде залежати від амплітуди вхідного сигналу. Точні оцін-
ки чутливості і стійкості можна отримати тільки моделюванням. Для 
дослідження системи та вибору параметрів регулятора k1, k2, k3 ство-
рюємо стенд. Центр стенда – графіки перехідних процесів. Біля цих 
графіків розташовуємо блоки вхідних і вихідних даних. Далі подано 
приклад стенду. Вхідні параметри – продуктивність реакторів, пара-
метри закону управління, задана видача:  
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Наводимо приклад дослідження системи та вибору параметрів ре-
гулятора k1, k2, k3 (рис. 3.29).  

Вхідні параметри: кількість кроків моделювання .70=N  Виводимо 
параметри закону управління, стартовий і кінцевий розподіли 
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Темп сумарного виробництва: стартовий ( ) ;53Pr =⋅ ImeanKa

заданий ;72Pr ≡otribn  усталений ( ) 72Pr 2 =⋅ ⋅NmeanKa  – система праце-
здатна. 
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Рисунок 3.29 – Перехідні процеси в системі реакторів 

Дослідимо вплив початкових умов на стійкість і усталені значення 
виходу. На рис. 3.30 подано три перехідних процеси для сумарного 
навантаження, навантажень окремих реакторів і динаміка критерію 
сумарні витрати, який мінімізується непрямо – регулятором корекції 
навантажень окремих реакторів. Звернемо увагу на те, що процеси для 
окремих реакторів мають скачки, а графік сумарного навантаження – 
гладкий. Можемо бачити специфічні коливання на початку процесу. 
Вони обумовлені дискретизацією управління і пошуковим характером 
роботи регуляторів. Ці ефекти в реальній системі згладжуються за ра-
хунок інерційності реакторів. Моделювання для моделі реакторів з 
урахуванням інерційності і запізнень дало подібні результати. 
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Рисунок 3.30 – Перехідні процеси в реакторах і динаміка сумарних витрат 
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Запропонована базова модель адаптивної системи оптимального 
розподілу навантаження між елементами дозволяє легко отримувати 
моделі і програми моделювання з урахуванням додаткових факторів. 
Зокрема, розроблена модель з урахуванням інерційності і нестаціонар-
ності елементів (реакторів в даному прикладі). Результати розробки і 
досліджень наведені в [33, 35, 43, 76]. 

Узагальнення розробок і досліджень управління розподіленими 
технологічними системами. Виконані повні цикли розробки моделей 
адаптивних і відмовостійких систем з елементами, що працюють па-
ралельно, – від побудови лінгвістичних моделей до аналізу результа-
тів досліджень. Ці розробки мали такі цілі: 

– розв’язання актуальних задач управління технологічними систе-
мами; 

– розробка конкретних прикладів систем, задовільних і в номіна-
льних, і в неномінальних умовах функціонування; 

– отримання «експериментальних даних» відносно технологій роз-
робки і витрат часу на створення моделей для використання в побудо-
ві метамоделі процесу розробки моделей розподілених систем. 

В цьому розділі досліджені такі моделі систем: 
– система термінального управління, оптимальна за критерієм ви-

трат на управління і стійка до відмов виконавчих елементів; 
– система управління із спостерігачами, стійка до відмов вимірю-

вачів; 
– адаптивна екстремальна система оптимального розподілу наван-

таження між технологічними агрегатами, з регуляторами стабілізації 
сумарного навантаження і оптимального розподілу навантаження, що 
працюють послідовно. 

Схеми названих систем а також розробки екстремальної системи з 
реакторами, що працюють паралельно, [30] подані разом на рис. 3.31. 
В кожній з цих розробок були отримані нові наукові результати в об-
ласті побудови систем регуляторів та методів синтезу параметрів ре-
гуляторів. 

В роботі розглядається тільки один з цих результатів дослідження 
відмовостійких систем управління технологічними об’єктами – розро-
бка адаптивних регуляторів систем з технологічними елементами, що 
працюють паралельно. 
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Сенс цього результату – декомпозиція алгоритму управління в по-
слідовність зв'язаних спеціалізованих простих управлінь. Особливість 
декомпозиції екстремального регулювання в тому, що регулятор на-
вантаження генерує дані для ідентифікації, потрібні для регулятора 
оптимізації. Адаптивні системи з тестовими діями відомі давно, але в 
даному випадку тестова дія одночасно є управлінням. 

 

 
 

Рисунок 3.31 – Розробка адаптивних, відмовостійких розподілених систем 
 
Результати дослідження системи з реакторами, що працюють па-

ралельно, складають зміст нового наукового результату. Формулю-
вання. Отримав подальший розвиток метод реалізації оптимального 
розподілу ресурсу в умовах високої невизначеності через побудову 
екстремальної системи з регуляторами, що працюють послідовно, за 
схемою «управління–тест, ідентифікація, управління–настроювання». 
Від існуючих адаптивних систем запропонована методика відрізня-
ється працездатністю при довільних нелінійностях. Відмінність від 
аналогів – для систем, де потрібно підтримувати задане навантаження 

Термінальна система - оптимальна, відмовостійка 
Система з спостерігачами  відмовостійка 

Екстремальна система управління ресурсами 
Екстремальна система розподілу навантаження 
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і оптимізувати сумарну ефективність, відомі тільки системи управлін-
ня з регуляторами, що працюють паралельно. Актуальність – задачі 
оптимального управління розподіленими системами зустрічаються на 
всіх рівнях виробництва – від локальних технологічних процесів до 
координації системи виробників галузі. Суть результату – комплекс 
робочих моделей для аналізу і синтезу систем з довільним числом 
елементів, що працюють паралельно, і довільними виробничими фун-
кціями. 

 
3.6 Узагальнення: трирівнева декомпозиція 

 

Проведені в розділах 2, 3 розробка і дослідження дозволяють ви-
конати узагальнення декларованої в розділі 1 тривимірної декомпози-
ції. В процесі розробки моделей виконувались як операції розбиття 
моделі складної системи на функціональні, структурні та редукційні 
субмоделі, так і збирання монолітних моделей з системи певних суб-
моделей. Формалізуємо ці операції. 

3.6.1 Формалізація і обґрунтування трирівневої декомпозиції 

Проаналізуємо операції декомпозиції і композиції на двох рівнях 
узагальнення і формалізації – теоретико-множинному і на рівні алгеб-
раїзації [32, 33, 46, 49, 62, 65, 68, 69, 145]. 

Функціональна декомпозиція. На теоретико-множинному рівні 
функціональна декомпозиція розбиття заданої множини станів відно-
шення системи, при якому окремі відношення задають зв’язки між під-
множинами змінних стану. 

Розглядаємо математичну модель відкритої системи S з множиною 
узагальнених станів X (яку потім деталізуємо на підмножини вихідних 
змінних та вхідних – управління і збурень), що залежить від деякої 
множини параметричних входів W, S S W( ) ⊂ X X× , а також є ви-
значеною класифікаційна ознака для змістовного розбиття по класах 
X ⇒ { X j }, j 1 M..   Тобто маємо схему спрощення: 

 

ΣDF {S: X ⇒ X, R ⊂ X X× }.   (3.32) 
 
Для (3.32) має місце теорема [174, 175]. Якщо на Х – множині ста-

нів спрощених через декомпозицію системи з відображенням S: X ⇒ X 
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задано відношення еквівалентності R і спряжене з ним натуральне 
сюр’єктивне відображення π Х в підмножину Xj ⊂ X 

 
π nat R: X ⇒ X/R = ∪ Xj, j∈J; π j: X ⇒ X j,  (3.33) 

 
для якого S X j( ) X j (тобто підмножина відображується в себе), то 
відображення заданої системи S може бути розкладено (декомпозова-
но) на М окремих підсистем S j, тобто 

 

{S: X ⇒ X} ⇒ {π j S⋅ π j( ) 1−⋅ : X j ⇒X j , j∈J , J M}. (3.34) 
 
Окремі відображення S j підсистем отримуються з заданого відо-

браження S шляхом звуження області визначення на X j – класи екві-

валентності. Розбиття X/ X j, j∈J  гарантує виконання умови суміснос-

ті π j S⋅ π j( ) 1−⋅ ⊂S. 

Оскільки X j M j M< X , то така процедура приводить до 
системи моделей меншої розмірності. Це дає можливість аналізу і оп-
тимізації системи по частинах. Змістовними прикладами спрощення 
може бути декомпозиція на функціональні підсистеми для автомобіля, 
системи переробки відходів в біореакторах – відповідно етапам тех-
нологічного процесу, математичної моделі системи на підсистеми S – 
«об’єкт», V – «зовнішнє оточення», U – «регулятор» з виділенням від-
повідних підсистем вимірювання стану y, v, u. 

Розглянута схема декомпозиції не дає для практики нічого, крім 
осмислення і узагальнення. Конкретне відношення спрощення через 
декомпозицію вибирається на базі практики – технологій виробницт-
ва, призначення продукту та ін. Але ж конструкції і технології можуть 
бути побудовані на різних концепціях і фізичних процесах технологій. 

Тобто теоретично узагальнене Месаровичем розбиття системи на 
функціональні підсистеми не вичерпує всіх можливих підходів до де-
композиції. Для дослідження моделей, процесів побудови моделей і 
моделювання потрібні розширення декомпозиційних схем, що відо-
бражують: 
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– дуальність моделі як відображення реального технічного об’єкта 
і еталона для майбутнього технічного об’єкта; 

– динамічність моделі – параметричні та структурні модифікації 
для підвищення ефективності і адекватності моделі. 

Урахування дуальності і динамічності обумовлює необхідність 
чергового узагальнення – метамоделі. В проекті UML введено ієрар-
хію метамоделей. 

З цими абстрактними теоретичними проблемами пов’язані суто 
практичні: ефективність сучасних безпілотника, біореактора, в першу 
чергу, від закладених в системи управління моделей ідентифікації і 
управління процесами. В цих прикладах модель є видом промислової 
продукції, корисність якої достовірно може бути визначена в значен-
нях певних критеріїв ефективності. 

Критерієм ефективності декомпозиції є обсяг взаємозв’язків між 
підсистемами S j . Теорема М. Месаровича про декомпозицію ствер-
джує можливість декомпозиції будь-якої абстрактної системи в не ме-
нше ніж тримісні відношення з інтерпретацією «вхід», «вихід», «взає-
мозв’язки». Стверджується також, що не існує регулярних методів 
декомпозиції абстрактної системи в двомісні відношення [229]. 

Редукційна декомпозиція. В моделюванні завжди має місце си-
туація, коли для об’єкта існує ряд моделей, що можуть бути упоряд-
ковані за складністю і менш складна модель має меншу адекватність. 
Формалізацією цього є редукційна схема спрощення. А. Горбань [32, 
174, 175] запропонував редукційну схему спрощення математичних 
моделей, що в даній роботі дозволила узагальнити і обґрунтувати ре-
зультати практики в різних сегментах виробництва. Схема задається 
відношеннями 

 
Σ2d = {S: X ⇒ X; Hn: X ⇒ Z; Tr ⊂Z Z× },  (3.35) 

 
де Hn – ін’єктивне відображення; Tr відношення спрощення (Tr = R), 
що може бути або еквівалентністю (Tr = Q), або квазіпорядком  
(Tr = R). 

Якщо Tr = R, Σrd = Σr1≈ Σ1d. У випадку Tr = Q маємо: 
 

Σ2d = Σ22 = {Sp: Hn S⋅ Hn 1−⋅ : X; Hn: X ⇒ Z; Tr ⊂Z Z× }. (3.36) 
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Для (3.36) може бути сформульовано таке твердження: якщо в си-
стемі відношень (3.36) має місце  

 

Z Q⋅ Z 1−⋅ Z1⊂Z; K natQ :Z⇒Z1, 
 

то звуження (сюр'єкція) перетвореного відображення Szv на спеціалі-
зовану підмножину Z1 дає відображення спрощеної системи Szvs,  
тобто 

S1 K S⋅ K 1−⋅ : Z1⇒ Z1, Hm S⋅ Hm 1−⋅ , Z⇒Z. 
 

Проведемо порівняльний аналіз функціональної і редукційної де-
композиції. 

При функціональній декомпозиції повна система S розбивається 
на множину окремих моделей, що змістовно є математичними моде-
лями функціональних підсистем 

Σ1d: S⇒{ Sj Xj,( )}, j∈J , 

де Sj – відношення повної підсистеми, звужене на область визначення 

Xj. Для того, щоб виконати зворотну операцію – агрегування окремих 

математичних моделей Sj в повну – S, необхідно задати структуру 

зв’язків між функціональними підсистемами. На цьому рівні опису 
абстрактних систем, як відношень на множинах, зв’язки задаються 
Zj⊂Xj множиною станів зв’язків між підсистемами. Зв’язки можуть 
бути для кожної підсистеми Sj класифіковані на входи і виходи. 

При редукційному спрощенні [174] повна математична модель S 
розбивається на множину окремих редукованих моделей: 

Σ2d: S⇒{ Srl Zl,( )}, l∈L, 

де Srl Zl,  – редуковане відношення і множина станів відповідно; l, L – 

індекс редукованої системи та індексна множина, відповідно l = 0 від-
повідає «точній моделі» (повній системі), тобто: Sr0 S, Z0 X . 

Нехай для (S, X) існує множина відношень спрощення {Rk}, k ∈ K 
і відношення «подібності» Tr – деяке рефлексивне, симетричне, не-
транзитивне відношення (толерантність). Це відношення має інтерп-
ретацію як нечітке поняття «модель Sri тієї ж природи, що і модель 
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Sm», або «Sri подібна до Sm». Кожне відношення спрощення поро-
джує кінцевий ланцюг (порядок) спрощених моделей, де пара сусідніх 
моделей пов’язана відношенням 

(Sri,Zi)Tr(Sr(i-1)) ∧ (Sri,Zi)Qr(Sr(i-1)), 

де Q відношення «простіше» (Sri, Zi), i-та спрощена модель в ряді мо-
делей спрощених заданим відношенням. Приклад – моделі апрокси-
мації рядом Тейлора або Фур’є: наближення 1-го, 2-го ... порядків. В 
окремих застосуваннях редукційної схеми, наприклад, при апрокси-
маціях динамічних і статичних залежностей використовується термі-
нологія «Sri є оцінка Sr(i – 1)». Математичні моделі, що отримуються 
за допомогою різних відношень спрощення Rk, Rm з одної моделі 
Rk(S, X), Rm(S, X), k, m∈ K не можуть бути упорядковані за складністю 
без додаткових даних про структури, інтерпретації моделі, критерію 
складності. Тому довільне послідовне застосування відношень спро-
щення породжує деревовидний порядок на множині редукованих мо-
делей. 

Необхідність у використанні систем редукованих моделей виникає 
в системах реального часу, де потрібний результат повинен бути не 
тільки задовільним за точністю, але і вчасним – без неприпустимого 
запізнення. Послідовність редукованих моделей природним способом 
виникає в інноваційних розробках, коли паралельно ведуться розроб-
ки технічної системи і її моделі – спочатку створюється простіша мо-
дель, потім вона деталізується і корегується. Формалізацію такого 
процесу можна знайти у Беллмана – він назвав це «функціональна ап-
роксимація». Звична функціональна ієрархічна декомпозиція базува-
лась на стабільних виробах, технологіях і виробництвах в стабільному 
оточенні інших виробників галузі. 

Структурна декомпозиція. Функціональна і редукційна декомпо-
зиція не вичерпують можливі способи розбиття систем на частини. 
Звична функціональна ієрархічна декомпозиція – відображення мину-
лих реалій, коли певний виріб, певна технологія трималися без змін 
десятками років. Це були виробничі системи і вироби – незмінні, неа-
даптивні і досить стабільне зовнішнє середовище Редукційна деком-
позиція породжує упорядковані ієрархічні структури моделей, прида-
тних до вбудовування в комп’ютерні системи управління. Однак цих 
двох декомпозицій недостатньо у випадках високої невизначеності 
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для об’єкта, коли є тільки цілі, обмеження і альтернативи побудови 
об’єкта. Ситуація великої невизначеності виникає також, коли певний 
технічний напрям швидко і стихійно розвивається при відсутності нау-
ково обґрунтованого і практично корисного «модельного забезпечен-
ня» (американський термін для такої ситуації «ізольовані від науки 
області»). В таких випадках бувають альтернативні моделі стихійної 
реальності. В проектуванні технічних систем часто використовується 
паралельне пророблення версій проекту, в процесі пророблення певні 
версії відбраковуються – це інтерпретація структурної декомпозиції. 

Вводимо структурну декомпозицію [32, 46, 63] моделі певного 
об’єкта Σ3d, {S, X} в структурні класи 

 

Σ3d: S = {Si, Xi}, i∈ J, 
 

де Si – математична модель і-го структурного класу, що визначається 

як група відносно деякої операції Sil ∈ {Si}: gi(Sil)) = Sik ∈ {Si}. 
Неформально деяка окрема структурна ММ (Si, Xi) описує повну 

систему (S, X) з деякою припустимою точністю, що оцінюється крите-
рієм 

Q(x(t), xi(t), V), x(t)∈X(t), xi(t)∈ Xi(t),v∈ V, 
 

де v – реалізація збурення, невизначеності. Множина {Si, Xi} утворює 
клас еквівалентності за ознакою існує 

v∈ V: ((Sk,Xk) ∈ {Sk,Xk}, i, k∈ J) ==> Q(xk(t), xi(t), v) <Qr.  (3.37) 

Змістовно Q() є критерієм близькості виходів повної ММ і окремої, 
спеціалізованої відносно деякого стану невизначеностей (ВС) v∈ V. 

Очевидно, умова належності (3.37) не визначає якісь границі мно-
жини {Si, Xi}, не задає порядок на цій множині. В окремих випадках, 
коли можливо задати порядок на множині зовнішніх середовищ, упо-
рядкування елементів множини {Si, Xi} виконується за критерієм Q(.). 
В загальному випадку на {Si, Xi} можливо виділити підмножину Па-
рето 

 
{Sl, Xl} l∈ L∈ J ∃ l, f ∈ L ∃ v∈ V: Q(xl(t),xi(t),v) ≥ Q(xf(t),xi(t),v),  (3.38) 
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що інтерпретується як наявність певної реалізації зовнішнього сере-
довища для певної ММ {Sl, Xl}, що належить до множини (Si, Хi) і бу-
де найкращою серед ММ цього класу за критерієм Q(). 

Розглянутий аналіз декомпозицій на рівні абстрактних теоретико-
множинних моделей є неконструктивним в умовах ізоляції теоретико-
множинного рівня від інших рівнів дослідження. В даній роботі 
обов’язкова складова дослідження – доведення моделі до рівня робо-
чої і проведення досліджень на робочій моделі. Робочі моделі є необ-
хідним доповненням і замінником для досліджень процесів розвитку, 
особливо – розвитку інноваційного. 

Неконструктивність абстрактних моделей суттєво звужується, як-
що виконати розширення проблеми декомпозиції як проблеми побу-
дови і дослідження пари операторів «декомпозиція–композиція». 

3.6.2 Синтез декомпозиційної структури для систем К-класу і 
Д-класу 

Вводимо два класи розподілених систем за ознакою створення. 
Розподілені системи К-класу. Аналіз інформації відносно проце-

сів розвитку певних класів виробів, виробництв, систем управління 
підприємствами дозволяє виділити окремий клас розподілених систем 
різної природи – обчислювальних, соціо-техніко-економічних, інфор-
маційних, які можна описати єдиною математичною моделлю «N еле-
ментів, M задач». Поведінка елемента описується узагальненою імові-
рнісною моделлю зростання з обмеженням та імовірнісною моделлю 
локального управління розподілом ресурсу елемента. 

Розподілені системи Д-класу. Зміна концепції оптимізації обумо-
влює концепції декомпозиції. Аналіз практики проектування і реаль-
них структур великих систем дозволяє диференціювати розбиття «ці-
ле–частина» мінімум на три класи. Функціональна декомпозиція – 
розбиття математичної моделі (ММ) на субмоделі, кожна з яких відо-
бражує якусь окрему функцію повної ММ. Редукційна декомпозиція – 
розбиття ММ системи на субмоделі, що належать до одного структур-
ного класу апроксимаційних моделей. Кожна з субмоделей відображає 
повну ММ системи, але з різною точністю. Структурна декомпозиція 
– розбиття ММ системи на субмоделі, що належать до різних структу-
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рних класів і є еквівалентними відносно критеріїв точності відобра-
ження реального об’єкта. 

Складність проблеми декомпозиції в тому, що вона є багаторівне-
вою: продуктивними є дослідження проблеми на рівнях загальної тео-
рії систем, прикладних теорій – теорії управління, теорії ймовірності, і 
потім на рівні конкретних технічних наук – аерокосмічних систем, ме-
талургійних і агробіологічних систем і також системи освіти. Якщо 
обмежитись одним рівнем – результати досліджень будуть непродук-
тивними. Для забезпечення ефективної стратифікації проблеми деком-
позиції необхідно знайти загальні правила і процедури переходу між 
рівнями. 

Фактично в реальних процесах розробки моделей мають місце як 
процеси декомпозиції, так і композиції. Об'єднаємо два еволюційних 
процеси розвитку реальних систем та їх моделей в одну схему 
(рис. 3.32). Логіка схеми: певний технічний об’єкт може розглядатись 
або як система в аспекті його конструювання і виробництва, або як 
елемент, що може використовуватись в системах вищого рівня. 

 

 
 

Рисунок 3.32 – Схема процесів трирівневої декомпозиції та композиції 
 

β - тезаурус об’єкта 

α - тезаурус об’єкта 
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Розроблені та досліджені моделі дозволяють показати конструкти-
вність пропонованої концепції трирівневої декомпозиції. У літературі 
немає твердих стандартів на термінологію в області класів декомпо-
зицій. Тому стисло визначимо введені декомпозиції. 

Декомпозиційна структура К-класу. В роботі об’єднуються в 
симетричну структуру два еволюційні процеси розвитку реальних 
систем і їх моделей через розділення і об'єднання підсистем. Згідно 
з цією схемою кожен об'єкт може розглядатися і як система, яка 
може складатися із структурних, функціональних і редукційних 
елементів, і як підмножина систем, до складу яких може входити 
даний елемент.  

Термінологію для композиції взято з лінгвістики, оскільки на по-
чаткових етапах створення технічної системи, вона існує у вигляді ло-
гіко-лінгвістичної системи, де використання деякого елемента харак-
теризується: «темою» – цільовим призначенням системи, де він 
використовується; «синонімом» – можливим замінником цього елеме-
нта в даній темі і «доповненням» – необхідними при використанні 
цього елемента в даній «темі» (контексті) іншими елементами.  

На рис. 3.33 подано порівняльний аналіз запропонованого підходу 
і прямих аналогів. Питання алгебраїзації і операцій декомпозиції ви-
ходить за межі задач, однак, ведуться дослідження в цьому напрямку. 
Для окремих випадків отримані програмні реалізації операторів деком-
позиції.  

На базі аналізу і узагальнення отримано Новий науковий резуль-
тат.  

Формулювання. Вперше запропоновано і реалізовано концепцію 
побудови системи моделей інноваційного розвитку на базі 3D-
декомпозиції (структурної, функціональної, редукційної), де, на від-
міну від існуючих підходів і методів, в систему моделей включаються 
і використовуються паралельно моделі різних структурних класів і 
моделі одного структурного класу, але з різними рівнями редукції. 
Паралельне використання альтернативних моделей забезпечує взає-
моконтроль моделей інноваційного розвитку для ще не реалізованих 
виробничих систем та підвищення надійності прогнозування для реа-
лізованих виробничих систем 
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Існуючі підходи  
до декомпозиції 

Запропонований підхід  
до декомпозиції 

Багатокрокова декомпозиція про-
цесу прийняття рішень (динамічне 
програмування, Р. Беллман [24]). 

Багатокрокова декомпозиція про-
цесу прийняття рішень (метод прин-
ципу максимуму, Л. Понтрягін 
[249]). 

Багаторівневі ієрархічні декомпо-
зиції: страти, шари, ешелони 

(М. Месарович [229, 230]). 

Багаторівнева декомпозиція про-
цесу розвитку. Анатомічний і фізі-
ологічний принципи декомпозиції 
моделі складної системи (М. Пешель 
[246]). 

Мерономія, таксономія, коророз-
биття (Ю. Шрейдер, А. Шаров [280]). 

 

Еволюційний підхід:  
К-система: результат процесів розви-

тку системи з множиною однорідних 
елементів. 

Д-система: результат процесів утво-
рення системи через розбиття «моноліт-
ного» елемента згідно з певними опера-
ціями декомпозиції. 

Синтез існуючих підходів 
1. Розпаралелювання задач і даних в 

обчисленнях. 
2. Декомпозиція систем: функціональ-

но-структурно-редукційна декомпозиція 
(FSR). 

3.Декомпозиція процесів – багатокро-
кова декомпозиція управління. 

Декомпозиційна структура для аналізу 
і синтезу розподілених систем на базі 
FSR декомпозиції і TZD композиції. 

 
Рисунок 3.33 – Порівняння запропонованої декомпозиційної структури  

з аналогами 
 
Аналоги – декомпозиції «страта, рівень, ешелон» (М. Месарович 

[230]) та «мерономія–таксономія» (Ю. Шрейдер [280], М. Пешель 
[246]), «морфологічний ящик» (Ф. Цвіккі [350]). Результат 3D-
декомпозиції – багатоваріантна, надлишкова структура. Актуальність 
– розробка нових моделей для нових задач є потужним сектором інду-
стрії виробництва «інтелектуальної продукції», що потребує раціона-
льних структур моделей і раціональних технологій їх конструювання. 
Суть результату – надлишковість: зменшує обсяг змін при переході 
від спрощених до більш точних моделей, підвищує рівень контролю 
коректності та стійкість до помилок розробки. Ієрархія операторів де-
композиції: DS(.) – структурна, DF(.) – функціональна, DR(.) – редук-
ційна. Класи декомпозицій: однокрокові 1D – DS( ), DF(.), DR(.); дво-
крокові 2D – DS(DF(.)), DF(DS(.)), DR(DF(.)), DR(DS(.)); трикрокові 
3D – DS(DF(DR(.))), DF(DS(DR(.)))… 
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Висновки до розділу 3 
 

Центральна проблема розподілених виробничих систем – оптима-
льний розподіл управління між локальними управліннями і централі-
зованим управлінням. Одна з вторинних, похідних проблем – пробле-
ма формування узгоджених з глобальними цілями локальних 
управлінь. Локальне управління крім підвищення ефективності 
централізованого управління породжує нову властивість цілісної роз-
поділеної системи – живучість, складовими якої є відмовонечутли-
вість, відмовостійкість та відмовобезпечність. 

Проведено дослідження моделей локальних управлінь, що дозволи-
ло узагальнити існуючі і запропоновані нові методи локального управ-
ління. Проведено дослідження розподілених систем двох рівнів – про-
дуктів виробництва і виробничих систем в аспекті ефективності в 
номінальних і неномінальних умовах. Створено моделі, що підтверди-
ли можливість побудови розподілених систем, що не потребують до-
даткових витрат на забезпечення живучості. 

Виконано інтеграцію процесів розробки моделей і проведення дослі-
джень на моделях. В процесі проведення досліджень отримано нові ре-
зультати стосовно властивостей розподілених виробничих систем: ви-
значені залежності усталених розподілів від початкових умов та 
ефективностей елементів; показано, що усталені розподіли є композиці-
ями двох типів розподілів; доведено, що відомі стійкі гіперболічні ран-
гові розподіли можуть бути результатом дії детермінованих механізмів.  

В підсумку отримані результати досліджень дозволяють більш то-
чно прогнозувати розвиток розподілених систем. В результаті дослі-
дження на моделях з урахуванням невизначеностей процесів освоєння 
показано, що існує оптимальний рівень збурень, що стабілізує розви-
ток розподілених систем.  

На базі запропонованих декомпозиційних методів розроблено екс-
тремальну систему управління, що складається з двох регуляторів – 
стабілізації сумарного навантаження і оптимізації розподілу наванта-
ження між окремими реакторами, – що працюють послідовно. Регуля-
тори працюють послідовно, так що регулятор рівня забезпечує інфор-
мацією регулятор оптимального розподілу. Система моделювання і 
алгоритм адаптивного управління мають великий потенціал подаль-
шого розвитку і вдосконалення.  

В результаті проведених досліджень отримано нові наукові ре-
зультати. 
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Вперше запропоновано і реалізовано узагальнену структуру і метод 
управління окремим виробником в активному оточенні інших вироб-
ників певного сегменту виробництва, що відрізняється від існуючих 
методів декомпозицією процесу управління на такі кроки: визначення 
пропорції розподілу ресурсу виробничої системи між частками на ри-
зикове і детерміноване управління; розподілу цих часток між виробни-
цтвами окремих продуктів. Запропонований метод локального управ-
ління є узагальненням – змішаною стратегією на базі відомих 
детермінованих та імовірнісних методів, – що дає можливість адаптації 
локального управління станом сегмента виробництва до невизначенос-
тей стану виробництва, потреб, появи нових технологій; можливість 
імітації управління окремих виробників сегмента за рахунок доступної 
статистики і побудови імітаційної моделі системи виробників для реа-
лізації нового підходу «один на фоні всіх» до оцінки ризиків певного 
виробника з урахуванням імітації дій інших виробників.  

Отримав подальший розвиток метод реалізації оптимального роз-
поділу навантаження у виробничих системах з елементами, що працю-
ють паралельно в умовах високої невизначеності за допомогою екстре-
мальної адаптивної системи, що відрізняється від існуючих методів 
оптимального адаптивного управління використанням регуляторів ста-
білізації навантаження виробничої системи і мінімізації витрат вироб-
ництва, що працюють послідовно, де перший регулятор крім стабіліза-
ції навантаження генерує тестові дані для другого регулятора, що 
перерозподіляє навантаження для мінімізації витрат виробництва. За-
пропонований метод дає можливість забезпечити задовільну роботу 
виробничої системи при нелінійностях функцій виробництва елементів 
з класу нестрого монотонних і нестрого позитивних функцій.  

Вперше запропоновано і реалізовано концепцію побудови системи 
моделей виробничої системи на базі трирівневої декомпозиції – струк-
турної, функціональної, редукційної, що відрізняється від існуючих пі-
дходів і методів декомпозиції моделей виробничих систем тим, що 
кожний елемент системи моделей є результатом застосування трьох 
відповідних операцій декомпозиції моделі різних структурних класів, 
з різними рівнями редукції (спрощення). Паралельне використання 
альтернативних моделей в регуляторах, ідентифікаторах, предикторах 
подібно неідентичному резервуванню в технічних системах підвищує 
ефективність і надійність. Запропонована декомпозиційна структура 
дозволяє формалізувати процес побудови моделей виробничих сис-
тем, що тільки створюються.  

Нові наукові результати відображені в публікаціях [33–40, 64, 65, 
74, 81, 82, 85, 97]. 
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РОЗДІЛ 4 
МЕТАМОДЕЛІ ПРОЦЕСІВ РОЗВИТКУ  

РОЗПОДІЛЕНИХ СИСТЕМ 
 

В цьому розділі подано розробку і дослідження моделей двох рів-
нів – моделей розвитку розподіленої виробничої системи, що тільки 
створюється, і моделі процесу побудови цієї моделі. Модель процесу 
побудови моделі не є черговим ієрархічним рівнем моделі розподіле-
ної виробничої системи, а саме метамоделлю. В розділі 3 було запро-
поновано класифікаційну структуру для математичних моделей виро-
бничих систем – трирівневу декомпозицію. Ця структура частково 
заповнена розробленими в розділах 2, 3 моделями функціонування і 
розвитку виробничих систем. 

Наступний природний і необхідний крок дослідження процесів 
створення робочих моделей – формалізація процесів створення сис-
теми моделей функціонування і розвитку виробничої системи. Так ми 
природним чином приходимо до поняття метамоделі, як моделі реаль-
ного процесу створення нових моделей для виробничих систем, що 
тільки створюються. На базі методологічних результатів розділу 2, 
оптимального агрегування і дезагрегування, вибрано для розробки і 
дослідження метамоделі таку послідовність процесу побудови:  

– розробка і дослідження концептуальної агрегованої метамоделі;  
– розробка і дослідження деталізованої метамоделі.  
Початкові дані для побудови і дослідження агрегованої метамоде-

лі – результати досліджень (розділи 1, 2, 3) і аналіз різнорідної інфор-
мації про реальні виробничі системи і продукти виробництва. Реаліс-
тичність і актуальність вибраного напрямку підтверджується 
практикою, де процеси які виконувались досить ізольовано і послідо-
вно, тепер інтегровані. 

В цьому розділі – два паралельні процеси:  
– побудова і дослідження метамоделі;  
– продовження побудови системи моделей розподіленої виробни-

чої системи класу: від моделі класу «виробники, продукти» переходи-
мо до більш реалістичної і складної розширеної моделі «виробники, 
лінійки продуктів, користувачі». 
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4.1 Визначення метамоделей – моделей процесів побудови  
моделей розподілених виробничих систем 

 
Постановка проблеми. В умовах глобалізації головним інструмен-

том прогнозування і планування є робочі (реалізовані в програмному 
середовищі) математичні моделі систем класу «N виробників, M про-
дуктів, K споживачів» (N×M×K – систем). Побудова математичних 
моделей для складних, відкритих, таких що розвиваються систем, ви-
магає адекватної концепції декомпозиції. Проблема міждисциплінар-
на, тобто «нічийна» – маємо справу з розподіленими системами, що 
функціонують за монолітними, нероз'ємними соціо-технічними меха-
нізмами. Аналоги і прототипи роботи: багатокрокова декомпозиція 
процесу прийняття рішень [24–26, 249, 250]; багаторівневі ієрархічні 
декомпозиції – страти, шари, ешелони [228–230]; багаторівнева деко-
мпозиція процесу розвитку, анатомічний та фізіологічний принципи 
декомпозиції [246], мерономія, таксономія, коророзбиття [280]. 

Визначення метамоделі. Метамодель змістовно – певна декомпо-
зиційна структура моделі розвитку розподіленої виробничої системи, 
де задані певні детерміновані та імовірнісні алгоритми модифікації та 
створення субмоделей цієї декомпозиційної структури. Тобто, мета-
модель – це процес розвитку системи моделей – кінцевий стан якого – 
задовільна, реалізовна модель інноваційного розвитку розподіленої 
системи. Термін «метамодель» – поширене і багатозначне поняття. 

Найближче, з позицій інформаційних технологій, до автоматизації 
процесів розробки програм і «орієнтованого на моделювання інжині-
рингу» була система UML, де введено багаторівневу систему моделей 
від М0 реальності до моделей реальності М1, метамоделей М2. В 
UML, чисто комерційному продукті, число таких рівнів не обмежу-
ється. Це свідчить про актуальність підходу до моделювання як галузі 
виробництва. Конкретизуємо ці визначення стосовно тематики даної 
роботи. Метамодель процесу розвитку виробничих систем це модель 
процесів сумісного розвитку створюваної виробничої системи і ство-
рюваної моделі цієї виробничої системи. 

Моделі інноваційного розвитку формально належать до іншого 
прагматичного класу, ніж моделі-відображення існуючих реальних 
об’єктів або процесів. Назвемо ці класи так: дескриптивні моделі – та-
кі, що описують існуючий реальний об’єкт; прескриптивні моделі – 
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такі що вказують, яким повинен, або може бути майбутній реальний 
об’єкт. Ці два класи мають суттєво відмінні процеси їх побудови, тоб-
то метамоделі. На рис. 4.1, 4.2 подано схеми процесів двох типів.  

 

 
Рисунок 4.1 – Схема процесу «побудова моделі існуючого об’єкта» 

 
 

Рисунок 4.2 – Схема процесу «побудова нової моделі для нового об’єкта» 
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Графіки на рис. 4.1 і 4.2 побудовані за моделями нульового на-
ближення – нелінійними моделями випадкових процесів – створення 
моделей базується на бібліотеках («базах знань») міжрівневих елемен-
тарних моделей. Міжрівневі моделі – математичні моделі, що викори-
стовуються на різних рівнях ієрархічної моделі виробничої системи. 
Формалізація категорії міжрівневих моделей виконана М. Месарови-
чем [230]. Прикладом може бути використання імовірнісних моделей і 
моделей нечіткої логіки в обчислювальних мережах – від процесів в 
мікросхемах до процесів в Інтернеті. В даній роботі одним з таких між-
рівневих модулів є модуль «імовірнісне зростання з обмеженням з до-
вільними законами розподілів ймовірностей і нечіткостей».  

На рис. 4.3 подано три реалізації процесу класу «імовірнісне зрос-
тання з обмеженням з довільними законами розподілів ймовірностей і 
нечіткостей». Можемо бачити, що накопичення випадкових відхилень 
на кожному кроці процесу приводить до великих розкидів в середині 
складного процесу. Реальний процес може породжуватись взаємодією 
десятків природних (розробників) і штучних (програми) інтелектів. В 
моделі постульовано цілеспрямованість (згідно з визначенням М. Ме-
саровича [230]), раціональність (згідно з визначенням раціональних 
технологій А. Горбаня [175]) процесу створення системи моделей ро-
зподіленої виробничої системи. 

 

 
 

Рисунок 4.3 – Реалізації процесів побудови моделей нових об’єктів 
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Введені нами два типи процесів розробки моделей виробничих си-
стем «об’єкт моделювання–модель об’єкта», «модель об’єкта–об’єкт» 
– певні корисні ідеалізації. Між цими класами моделей можна побу-
дувати неперервний ланцюг процесів розробки і виробництва техніч-
них систем. Відомо багато моделей прогнозування тривалості і варто-
сті процесів розробки нових технічних систем [194]. Параметрами 
упорядкування моделей природно вибрати коефіцієнт новизни α1 та 
коефіцієнт освоєння α2. 

Коефіцієнт новизни α1 – відношення (вартостей, мас) не нових до 
нових компонентів технічної системи. Для розробок нових транспорт-
них літаків α1 = 90–95 %. Навіть для таких технічних систем, як кос-
мічні апарати, термоядерні генератори, що не мали прямих прототи-
пів: α1 = 70–80 %. 

Для подальшої роботи з метамоделями потрібно дати операційні 
визначення для поняття «стан системи моделей об’єкта». Почнемо з 
добре розробленої області динаміки технічних систем. Не виникає те-
хнічних проблем для визначення стану транспортних засобів, напри-
клад вектор координат в тривимірному просторі. З незначними про-
блемами можна визначити вектор стану біореактора чи трубчастої 
обертальної печі в значеннях температури, тиску, змісту компонентів 
та ін. Стан системи масового обслуговування можна задати чергами в 
системі. 

Вибираємо для визначення стану процесу створення певної моде-
лі: готовність моделі до цільового використання, яку зручно задати в 
діапазоні (0, 1). Простіша множина станів: 0 – модель непридатна, 1 – 
модель придатна для цільового використання. На базі експертних і 
аналітичних процедур для конкретних ситуацій можна визначити не-
перервну нечітку шкалу задовільності моделі. Найближчий аналог 
проблеми вимірювання задовільності моделі – проблема вимірювання 
продуктивності вчених і конструкторів – розробників інтелектуальної 
продукції [275]. 

В даній роботі системи моделей породжуються тривимірною де-
композицією моделі складної системи в структурні, функціональні, 
редукційні субмоделі, тому природно описати стан системи моделей 
за допомогою «інформаційного куба», де координати відповідають 
номеру структурної версії, номеру функціональної підсистеми, номе-
ру редукційної підсистеми (3.32), (3.35), (3.38). Кожен елемент «інфо-
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рмаційного куба» – структура даних, що містить структуру і парамет-
ри субмоделі. Після підготовчої роботи можемо дати формальне ви-
значення стану системи моделей об’єкта, коротко – стану метамоделі. 

Стан системи моделей об’єкта – ієрархічна матрична структура, 
перший рівень якої – субмоделі, упорядковані згідно зі структурно-
функцонально-редукційною декомпозицією [34], інші рівні містять 
структуру і параметри субмоделей. Формалізуємо поняття «оператор 
перетворення стану системи моделей». Побудуємо оператор перетво-
рення стану як узагальнення відомих дискретних моделей динаміки 
[35, 169], розглянемо їх в порядку ускладнення: 

– лінійна система, стан об’єкта задається вектором 

)1.4(;1 kkk uBxAx ⋅+⋅=+  

– адитивно-нелінійна система, стан об’єкта задається матрицею  

( ) )2.4(;,1 kkkk dMsMsUdMsMs +=+  

– нелінійна система, стан об’єкта задається структурою даних – 
матрицею, елементи якої можуть бути векторами, матрицями: 

( ) )3.4(., ,1 PUMsdOpMsd kkk =+  

В цих рівняннях kx , ku  – вектори стану і управління; A, B – від-

повідні матриці; kMs  – матриця стану, елементами якої можуть бути 

вектори, матриці; kdMs  – прирощення матриці стану за крок кванту-

вання; ( )⋅Ud  – оператор управління; ( )⋅Op  – оператор, що бере: kMsd  – 

поточний стан; ,kU  – поточне управління; P  – вектор параметрів і 

повертає наступний стан об’єкта 1+kMsd . В ситуації, коли рівняння 
(4.1)–(4.3) описують один і той же об’єкт, то ці моделі є елементами 
редукційної декомпозиції моделі складної системи в послідовність 
моделей, де кожна наступна модель є спрощенням попередньої [112]. 

Конкретизуємо ці моделі відносно задач даного дослідження. Ма-
ємо моделі трьох рівнів агрегування (редукції). Дотримуємось мето-
дології Беллмана побудови моделей виробничих систем за наявності 
невизначеностей [24–26].  

На рис. 4.4 представлені визначення елементів метамоделі. 
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Рисунок 4.4 – Формалізація агрегованої метамоделі системи «модель–об’єкт» 

Подаємо моделі у двох формах – в інтегральній і в прирощеннях 
[172, 173]: 

– скалярна модель для середніх – одновимірні моделі

( ) ( ) )4.4(;,,2;,,1 11 tvsusxsfsxsxsvsusxsfsxs kkkkkkkkk ∆⋅+== ++

– векторна модель для частотних розподілів – одновимірні моделі

( ) ( ) )5.4(;,,2;,,1 11 tvvuvxvFvxvxvvvuvxvFvxv kkkkkkkkk ∆⋅+== ++

– матрична модель для імітації елементів моделі класу N×M

( ) ( ) )6.4(;,,2;,,1 11 tvmumxmFmxmxmvmumxmFmxm kkkkkkkkk ∆⋅+== ++  

– узагальнена матрична модель для імітаційної моделі класу
N×M×К з тривимірними структурами стану – «інформаційними куба-
ми», що мають координати «виробник, продукт, користувач»: 

( ) ( ) )7.4(.,,2;,,3 11 tvkbukbxkbfmxkbxkbvkbukbxkbFmxkb kkkkkkkkk ∆⋅+== ++  
Тепер можемо дати формальне визначення оператора переходу. 

Об’єкт – регресія нормованого показника готовності виробничої системи 
( )tx2 від часу та відповідні точки статистичних даних. 

Модель об’єкта - регресія нормованого показника готовності моделі ( )tx1
від часу та відповідні точки статистичних даних. 

Стан метамоделі ( ) ( )( )txtx 2,1
Оператор переходу: функція користувача, що бере стан системи, управлін-

ня, функції зв’язків, збурення і повертає новий стан системи: 
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Метамодель: пара: ( )[ ]mod,2,1 Fmxx kk , де ( )kk xx 2,1   множина припусти-

мих станів системи, modFm   - оператор переходу між станами. 
Класи функцій розвитку – стохастичні, «зростання з обмеженням». 
Класи функцій зв’язків: стохастичні зростаючі, спадні, екстремальні. 
Вхід моделі – нечіткі, стохастичні функції розвитку і зв’язків. 
Вихід моделі – нечіткі, стохастичні функції розвитку системи «модель - 

об’єкт» та розподіли імовірностей для кінцевих показників - розподіли імовір-
ностей часу досягнення заданих рівнів готовності об’єкта і моделі або розподі-
ли імовірностей рівнів готовності в заданий момент часу. 

Інтерпретація метамоделі: модель «виробники, продукти – користувачі». 

Об’єкт – регресія нормованого показника готовності виробничої системи 
( )tx2   від часу та відповідні точки статистичних даних.

Модель об’єкта - регресія нормованого показника готовності моделі ( )tx1
від часу та відповідні точки статистичних даних. 

Стан метамоделі ( ) ( )( )txtx 2,1
Оператор переходу: функція користувача, що бере стан системи, управлін-

ня, функції зв’язків, збурення і повертає новий стан системи: 
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Метамодель: пара: ( )[ ]mod,2,1 Fmxx kk , де ( )kk xx 2,1  - множина припусти-

мих станів системи, modFm   - оператор переходу між станами. 
Класи функцій розвитку – стохастичні, «зростання з обмеженням». 
Класи функцій зв’язків: стохастичні зростаючі, спадні, екстремальні. 
Вхід моделі – нечіткі, стохастичні функції розвитку і зв’язків. 
Вихід моделі – нечіткі, стохастичні функції розвитку системи «модель - 

об’єкт» та розподіли імовірностей для кінцевих показників - розподіли імовір-
ностей часу досягнення заданих рівнів готовності об’єкта і моделі або розподі-
ли імовірностей рівнів готовності в заданий момент часу. 

Інтерпретація метамоделі: модель «виробники, продукти – користувачі». 
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Оператор переходу – алгоритм (функція користувача), що бере 
стан системи з множини припустимих станів системи, управління та 
збурення і повертає новий стан системи, що належить підмножині 
припустимих станів системи. 

Метамодель – пара: , де – множина припустимих
станів системи, – оператор переходу. Була розроблена модель
першого наближення для процесу сумісного розвитку виробничої сис-
теми та її моделі.  

На рис. 4.5 подано «інформаційний блок» – відображення процесу 
створення нової моделі для системи з інформаційним обміном – від 
схеми до програмної системи. 

Рисунок 4.5 – Побудова метамоделі «модель–об’єкт» 

Моделі «перехідні процеси»  і  «частотні розподіли»

Нечіткі функції нелінійних зв’язків в системі «модель–об’єкт» 

Два приклади процесів розвитку       моделі  і  об’єкта 

Імітаційна модель 
побудови, розвит-
ку, використання 

моделі об'єкта 

Об'єкт (виробнича 
система, продукт 

 виробництва) 

Управління 
об'єктом 

Моделювання 
(обчислювальні 
експерименти) 

Функціонування 
об'єкта 

Корекція об'єкта і  
правил управління 

Корекція моделі, 
поповнення бібліо-
теки екземплярів 

 

Освоєння, 
навчання 
об'єкта 

Освоєння, 
навчання 

моделі 

191 



Подано три стандартних кроки створення моделі: 
– перший крок – розробка схеми системи з нелінійними, нечітки-

ми і стохастичними зв'язками; 
– другий крок – розробка моделей типових нелінійних, стохастич-

них і нечітких зв'язків (ці функції зібрані з великої кількості літерату-
ри з проектування, виробництва і технологічного прогнозування, на-
приклад [234, 253]); 

– третій крок – перехідні процеси і розподіли ймовірності для тер-
мінів розробки моделі і об'єкта. 

Далі розглядаємо два приклади побудови системи моделей для за-
дачі моделювання розподілених систем класу «виробники, продукти, 
користувачі». Розглядаємо технічну задачу – виробництво продуктів 
одного класу, що відрізняються рівнем цінності для споживача. 

4.2 Розробка імітаційної моделі для систем класу 
«виробники, продукти, користувачі» 

Розглядаємо процес побудови робочої моделі «виробники, проду-
кти, споживачі», що є розширенням моделі «виробники, продукти» з 
розділу 3. Розроблено дві версії моделі – з імітацією кожного вироб-
ника, продукту, споживача і частково агрегована модель, де споживачі 
згруповані за рівнем потреб. 

Призначення розробки – отримання нової моделі для нової задачі 
– управління випуском лінійки продуктів, відпрацювання технології
створення моделей і проведення досліджень, побудова інтерпретації 
для метамоделі. 

4.2.1 Лінгвістична і графова моделі системи «виробники, про-
дукти, користувачі»  

Згідно з задекларованою в розділі 2 технологією створення робо-
чих моделей, користувач продукту характеризується «ресурсом», ін-
формованістю – спроможністю розрізняти вироби різних виробників 
та досвідом використання продукту, і наявністю власного досвіду ви-
користання продукту та схильністю до використання (американські 
виробники програмно-апаратних засобів дають безкоштовно в універ-
ситети зразки нових продуктів – щоб студенти, що стануть спеціаліс-
тами, замовляли відповідні марки). 
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Система користувачів характеризується обсягом даного регіону, 
розподілом доходів в даному регіоні, насиченістю регіону, залежністю 
середньої імовірністю вибору в залежності від рівня доходу і рейтингу 
продукту. 

Продукт виробництва (марка) на ринку характеризується собівар-
тістю, ціною, корисністю і якістю (цінністю), функцією пропозиції і 
функцією «навчання» користувачів. 

Система продуктів і виробників певної галузі. В певній галузі 
існують продукти різної ціни і якості. Потенційно можливо дати оцін-
ку корисності (цінності) продуктів і побудувати залежність «ціна–
цінність». Відобразимо лінгвістичну модель в граф зв’язків і впливів.  

На рис. 4.6 виділено підсистеми моделей – функціонування (пове-
дінки) користувачів, моделі функціонування виробників, окремо виді-
ляємо моделі управління. Згідно з технологією створення [255, 258] 
робимо базові моделі першого наближення, такі що можна розширю-
вати і настроювати на різні продукти, виробництва і ринки. Нові мо-
делі повинні створюватись саме так – спочатку відлагоджується 
спрощена базова модель, а потім додаються послідовно розширення і 
уточнення, кожен крок ретельно тестується. 

Рисунок 4.6 – Схема процесів  
«вибір споживача => лінійка продуктів <= вибір виробника» 
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Виділяємо модуль «система марок продуктів». Звичайно користу-
вач має справу з множиною продуктів, упорядкованих за виробниками 
та ціною. Ставимо конкретну задачу: побудову модуля, що бере «хма-
ру точок» на площині «ціна-цінність», а повертає залежності «середня 
ціна – цінність». 

4.2.2 Розробка моделі лінійки продуктів 

Призначення цього і наступного підрозділів – показати цілісність і 
раціональність методології створення математичних моделей функціо-
нування і розвитку виробничих систем. Інтеграція розробки моделей і 
досліджень на цих моделях суттєво підвищує ефективність досліджень. 

Задаємо тестову модель даних. Задаємо: крок Msfxmshag ÷=: ; 
«причина» – ;: hagixsi ⋅=  шум: середнє ;0:=mu  варіація .4.0:=va  Па-
раметри тестових наборів даних: .8:;04.0:;1: === swA  Модель даних: 

 

Визначення параметрів регресії. Можуть бути різні гіпотези про 
механізми утворення залежності «ціна–цінність» і відповідні моделі – 
наприклад, квадратична, експоненціальна залежності. Виконуємо іден-
тифікацію. Задаємо початкові значення змінних 2:=An ; 05.0:=wn ; 

3:=sn . Використовуємо вбудований метод оптимізації пакета: 
Minerr (шукані змінні) (рис. 4.7). 

( )[ ] ( ).,,:;0110
2

1
snwnAnMinErr

so
wo
Ao

eAnySGiven
Msf

i

snxswn
i

i =















=−⋅⋅−∑

=

⋅−  

Підставляємо розв'язок в модель регресії ( ) ( ) .110: soxwoeAoxysi ⋅−−⋅⋅=  
Робимо модуль «система лінійок продуктів від окремих виробни-

ків». Поняття «лінійка продуктів» є нечітким. Виробники повинні орі-
єнтуватись в стихійних споживацьких оцінках продуктів – вони мо-
жуть означати нову перспективну область потреб, або необхідність 
змін. Зробимо базову модель лінійки продуктів ринку як об’єднання 
лінійок продуктів окремих виробників. Використовуємо базову мо-
дель (4.8). 
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Рисунок 4.7 – Отримання моделі «лінійка продуктів» 

Задаємо матрицю параметрів Mp, де кожний стовпець задає пара-
метри моделі відповідного виробника. На рис. 4.8 подано структуру 
даних лінійки продуктів. 

 

Рисунок 4.8 – Структура даних лінійки продуктів  

Робимо функцію користувача ( )KkVpLinP , , що генерує імітацію ре-
альної лінійки для певного класу продуктів. Технологічна особливість 
програми в тому, що спочатку генерується вектор випадкових відхи-
лень цінностей продуктів, а потім вже в циклі обчислюються значення 
цінностей для відповідних цін. Розроблений модуль бере матрицю па-
раметрів Mp , а повертає матрицю лінійок продуктів Mlp . Обробка ма-
сивів підвищує ефективність модуля.  
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 LinP Vp Kk,( ) Vypad Vp1 Vp5⋅ rnorm Kk 0, Vp6,( )⋅←

cinnisti Vp1 1 e
Vp2− Vp4⋅ i⋅

−( )Vp3
⋅ Vypadi+





 rnd 1( ) Vp7<( )⋅←

cinnisti max cinnisti 0,( )←

i 1 Kk..∈for

cinnist

:=

  

(4.9)

 
 
Зроблено ще одну функцію ( )indCiLiLinPci Pr,  – перерахунку ліній-

ки продуктів при змінах цін. 

4.2.3 Розробка моделі вибору користувача на лінійці продуктів 

Модуль вибору споживача є центральним в системі моделей і пов-
ністю новою розробкою – за відсутністю прототипів. Сьогодні успіх у 
споживачів будь-якого продукту суттєво залежить від структури і по-
ведінки системи споживачів. Відібрано такі альтернативи. 

Альтернатива 1. Будуємо двовимірну функцію розподілу імовір-
ності вибору від ціни, цінності, рівня потреб та згортаємо ціну і цін-
ність у відношення «цінність/ціна» – отримуємо залежність імовірно-
сті вибору активності користувача. 

Альтернатива 2. Використовуючи нечітку логіку, будуємо функції 
належності для цілі – максимізації цінності/ціни і обмеження по дохо-
ду, згортаємо. Після аналізу і випробування на моделях «нульового 
наближення» вибираємо другу альтернативу. Згідно з технологіями 
застосування нечіткої логіки [33, 34, 53, 160, 206, 246, 339] створюємо і 
згортаємо функції належності. Функція належності цілі. Транслюємо 
словесний опис логіки «поріг–насичення» в математичну модель від-
ношення «цінність/ціна»: 

( ) ( ) )10.4(.1:,,, sciwe
ci
AswAcifnc ⋅−−⋅=  

Функція належності ресурсного обмеження. Транслюємо вислов-
лювання «чим дорожче – тим менша імовірність вибору» в модель 

( ) ( ) )11.4(,,,1:,, fuzdoxKcdcipnormfuzdoxcifnd ⋅−=  

де Kcd – коефіцієнт зв’язку між граничною, «справедливою» ціною і 
бюджетним обмеженням користувача. В першому наближенні вважа-
ємо залежність лінійною. На рис. 4.9 подано приклад моделі вибору. 
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Рисунок 4.9 – Приклади функцій належностей цілей  
і функцій належності обмежень 

 
Згортка функцій належності цілі і обмеження. Згорнути функції 

належності цілі та обмежень в загальну функцію належності можна 
двома способами – перемножити значення функцій або брати мініма-
льне значення з двох значень для кожного значення ціни. Записуємо 
альтернативні функції. 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) )12.4(.

;,,,,,:
;,,,,,,min:





⋅=
=

slwlAlcinfncfuzlcdxlcinfndcinZFNI
slwlAlcinfncfuzlcdxlcinfndcinZFNI  

На рис. 4.10 подано результати згорток для цих двох альтернатив: 
«перемножити» і «мінімум», що дають приблизно однакові загальні 
функції належності 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) 




⋅=
⋅=

;,,,2,,min:
;,,,2,,:

slwlAlcefncfuzlcdxlcefndcemm
slwlAlcefncfuzlcdxlcefndceqq

 

Запишемо загальну функцію належності в зручній для векториза-
ції обчислень компактній формі. Вибираємо альтернативу «мінімум» 
для згортки. Параметри функцій збираємо у вектори параметрів. 
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Рисунок 4.10 – Альтернативи загальної функції належності 

 

Збираємо вектори параметри у матрицю ( )pCpDstackpdc ,= . 
Перевизначимо відповідні функції належності 
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Вибираємо таку альтернативу загальній функції належності 
zfn ce pdc,( ) 

( ) ( )( ) ( ) )13.4(.1,,,1min:, 654
213 












 −⋅⋅−= ⋅− pdccepdce

ce
pdcpdcpdcpdccepnormpdccezfn  

 
Робимо модуль, що виділяє нечітку підмножину бажаних і припус-

тимих продуктів. Для обчислень на множині елементів системи «для 
всіх виробників, продуктів, споживачів» застосовуємо векторизацію – 
це набагато прискорює обчислення і робить алгоритми безкомпроміс-
но примітивними. Для цього всі об'єкти обчислень слід трансформу-
вати у матриці і вектори. Це можна зробити по-різному. Подаємо виб-
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ране рішення: робимо таку функцію користувача (нижче – розшифру-
вання):  

( ) ( )porzfnlinprporlinprzfnselect >⋅=:,,  

відібрати(ЗагальнаФункціяНалежнСпоживача, ЛінійкаПродуктів, Поріг). 
 

Для застосування векторизації усі вхідні змінні робимо масивами 
однакової розмірності 

 

( ) ( )
( );2,:2

;1,;,: 3

pdccizfnzfnV
pdccizfnKkMplinPLipr

vv

v

=
=  

 porn p Nr,( )

Vi p←

i 1 Nr..∈for

V

:=

. 
 
Створюємо «технологічні» вектори складені з порогу відбору: 

por1:=0.3; por2:=0.3; Por1:=porn(por1, length(LiPr);  
Por2:=porn(por2, length(LiPr). 

 

Для подальшого використання потрібні нормалізовані значення 
цінності відібраних продуктів (вони інтерпретуються як імовірності 
вибору), а всю попередню низку модулів пакуємо в один модуль: 

 linPfn pdc LiPr, por, Kk, hag,( )

zfnVk zfn hag k⋅ pdc,( )←

k 1 Kk..∈for

zfnN zfnV
max zfnV( )

←

LinPro LiPr←

Por porn por length LinPro( ),( )←

psix selec zfnN LinPro, Por,( )
→

←

syma mean psix( ) length psix( )⋅←

norm psix
syma

←

:=

  

(4.14)
 

Будуємо приклади функцій виділення задовільних та бажаних під-
множин продуктів (рис. 4.11). 
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Рисунок 4.11 – Приклади функції виділення підмножини доступних продуктів 

 
Побудували дворівневу модель вибору споживача: спочатку він 

вибирає підмножину припустимо бажаних марок продукту, а потім 
вибирає одну з них, за правилами, які будуть втілюватись у наступних 
модулях. 

4.2.4 Розробка моделі вибору і навчання користувача 

Модуль «вибір користувача з навчанням» повинен імітувати про-
цеси вибору споживачем певного з продуктів лінійки та зміни оцінки 
продукту за результатами споживання. Маємо такі альтернативи роз-
поділу доходів: 1) на базі статистичних даних, на яких «закріплюєть-
ся» (ідентифікується) простіша модель навчання, з часом оцінки про-
дуктів наближуються до «істинних»; 2) пропорційно споживанню і 
спілкуванню з іншими користувачами та пошуку в засобах масової 
інформації. 

Вибираємо альтернативу з якої, змінюючи параметри, можна 
отримати інші альтернативи. Вважаємо, що існує можливість 
об’єктивно оцінити цінність кожного продукту. В програму імітацій-
ного моделювання можна ввести «істинні оцінки цінності». Отриман-
ня певного продукту певним користувачем викликає відповідну зміну 
«оцінки цінності». За результатами моделювання «оцінка цінності» 
коректується в сторону наближення до істинної. Джерелом зміни оцін-
ки цінності є також «оцінка соціуму» – середня оцінка даної марки 
продукту на множині покупців, реалізована різноманітними засобами 
Інтернету. 

В розділі 3 подано програмний модуль vp7(Mu) – вибору без на-
вчання. Модифікуємо цей модуль включенням до нього модуля на-
вчання. Наводимо зі скороченнями процес побудови модуля. Це прик-
лад застосування методології і технології створення робочих моделей 
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до задачі, для якої в літературі не знайдено прототипів розробки. Для 
тестування беремо систему «3 користувачі, 3 продукти». Кінцевий ре-
зультат – програма імітаційного моделювання, що має задовільну 
швидкодію ПК для систем порядку 1000 користувачів, 100 продуктів, 
10 виробників. Задаємо вхідні дані: Mu – поточну матрицю нормова-
них оцінок товарів, Muis – вектор «істинних» оцінок продуктів, dMu – 
матрицю оцінок користувачами. 

Розробка модуля «переоцінка цінностей» ( )nvzbolvvybdmu ,, . Ста-
вимо за мету зробити модуль максимально простим і обчислювально 
ефективним. Задаємо однаковий розкид поточного оцінювання для 
всіх продуктів і споживачів 2.0:=xilavka  і формуємо відповідну мат-
рицю xilavkaNvz ji =:, . Задаємо матрицю «істинних цінностей» проду-
ктів і матрицю поточного вибору 

.
100
0.00.01

010
:

10.010.010.0
15.015.015.0
75.075.075.0

:
2.02.02.0
2.02.02.0
2.02.02.0
















=
















=
















= VybBolvNvz

 
Записуємо скалярний вираз – алгоритм обробки вхідних даних 

 dmu vyb bolv, nvz,( ) kys vyb nvz⋅←

qq vyb bolv⋅ rnd kys( )+ 0.5 kys⋅−←

qq

:=

   

(4.15)

 
Векторизуємо функцію (4.15). І одразу тестуємо її (тепер видно, 

для чого усі вхідні дані подано матрицями однакової розмірності): 

dMU dmu Vyb Bolv, Nvz,( )
→

:= ;  dMU

0

0.117

0

0.665

0

0

0

0

0.143









= .  (4.16) 

Розробка моделі «корекція оцінок цінностей» ( )α,,dmmzmip . 
Робимо дві версії модуля, розрахованого на векторизацію обчислень. 
Задаємо параметр «швидкість навчання» .3.0:=α  

( ) ( ) ( ) mdmdmdmdmmzmip ⋅>¬+⋅>= 00:,   (4.17) 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) mdmmdmdmdmmzmip ⋅>¬+−⋅+⋅⋅>= 010:,, ααα   (4.18) 

Векторизуємо функції (4.17), (4.18) і тестуємо їх. 
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zmin Mu dMU,( )
→

0.6

0.117

0.1

0.665

0.33

0.34

0.1

0.3

0.143









= ;  dMU

0

0.117

0

0.665

0

0

0

0

0.143









= ; (4.19) 

 

zmip Mu dMU, α,( )
→

0.6

0.245

0.1

0.43

0.33

0.34

0.1

0.3

0.463









= ; 

  

Mu

0.6

0.3

0.1

0.33

0.33

0.34

0.1

0.3

0.6









= .(4.20) 

 
Нагадаємо інтерпретацію елементів матриць – це імовірність ви-

бору даного продукту даним користувачем. Ми нормуємо рейтинги 
продуктів для того, щоб використовувати їх як оцінки імовірностей 
вибору. Робимо модуль nrmliz Mu dMU, Al,( ), що враховує результати 
випробування і нормалізує нову матрицю рейтингів.  

На рис. 4.12 подано разом текст модуля і результати його тестуван-
ня. Це елемент задекларованої раціональної технології – коли змінюємо 
щось в тексті модуля – одразу бачимо результати роботи праворуч. 

 

nrmlek Mu dMU,( ) M zmin Mu dMU,( )
→

←

kk cols Mu( )←

qq rows Mu( )←

nn qq mean M i〈 〉( )⋅←

M i〈 〉 M i〈 〉 nn÷←

i 1 kk..∈for

M

:=
Mu

0.6

0.3

0.1

0.33

0.33

0.34

0.1

0.3

0.6









=
qQ rows Mu( ):=

nrmlek Mu dMU,( )

0.73

0.14

0.12

0.5

0.25

0.25

0.18

0.55

0.26









=

qQmean zmin Mu dMU,( )
→( ) 0.898=

qQmean nrmlek Mu dMu,( )( ) 1=  
 

Рисунок 4.12 – Текст і тестування модуля нормалізації матриці  
оцінок продуктів користувачами 

 

Робимо альтернативний модуль з додатковим параметром 
10 ≤≤ Al  – темпом навчання. Він також враховує вплив результатів 

чергового вибору та випробування продуктів користувачами і норма-
лізує нову матрицю рейтингів. 
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nrmliz Mu dMU, Al,( ) M zmip Mu dMU, Al,( )
→

←

kk cols Mu( )←

qq rows Mu( )←

nn qq mean M i〈 〉( )⋅←

M i〈 〉 M i〈 〉 nn÷←

i 1 kk..∈for

M

:=

  

 . 

  

(4.21) 

 

Зберемо тепер перевірені субмодулі в модулі, що інтегрують пос-
лідовні етапи обробки вхідних даних в один етап. Спочатку випробу-
ємо ті конструкції, що можуть бути синтаксично коректними але не 
будуть виконуватись в даному середовищі. 

 

zmin Mu dmu Vyb Bolv, Nvz,( )
→

,( )
→ 0.6

0.164

0.1

0.765

0.33

0.34

0.1

0.3

0.096









= (4.22) 

 

zmip Mu dmu Vyb Bolv, Nvz,( )
→

, α1,( )
→ 0.6

0.3

0.1

0.33

0.33

0.34

0.1

0.3

0.6









=

 

(4.23) 

 

Будуємо на базі цього виразу третю версію 
nrmlz2 Mu Vyb, Bolv, Nvz, Al,( ) модуля, що бере матрицю поточного ста-
ну оцінок продуктів користувачами Mu, поточну матрицю вибору ко-
ристувачів Vyb та параметри: «істинні оцінки продуктів» Bolv, неви-
значеності оцінок продукту Nvz та темпи навчання користувачів Al, а 
повертає матрицю наступного стану оцінок продуктів користувачами. 

В програмному аспекті вирази (4.22), (4.23) еквівалентні чотирьом 
вкладеним циклам. В мікропроцесорних системах стрілка над виразом 
веде до розпаралелювання обчислень елементами обчислювальної сис-
теми. В математичному аспекті – це алгебриїзація і приведення склад-
них алгоритмів обробки складних структур до квазіодновимірної фор-
ми. В розділі 2 розглянуто новий оператор оптимального агрегування 
[33, 56, 59, 60, 94, 103, 104, 212]. Оператор оптимального агрегування 
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дозволяє звести оптимізаційну задачу нелінійного програмування до 
алгебраїчної. Велика перевага методу – лінійне, замість експоненцій-
ного, зростання обсягу обчислень при зростанні розмірності задачі.  

 

nrmlz2 Mu Vyb, Bolv, Nvz, Al,( ) M zmip Mu dmu Vyb Bolv, Nvz,( )
→

, Al,( )
→

←

kk cols Mu( )←

qq rows Mu( )←

nn qq mean M i〈 〉( )⋅←

M i〈 〉 M i〈 〉 nn÷←

i 1 kk..∈for

M

:=

 

(4.24)

 

 
Розробка програмних модулів, орієнтованих на використання век-

торизації, відкриває ще один корисний для теорії і практики моделю-
вання напрям алгебриїзації математичних моделей динаміки розподі-
лених систем: подаємо складний багатовимірний об’єкт (структуру 
даних) як «псевдо одновимірний», робимо відповідний цій структурі 
оператор перетворення, і далі оперуємо з об’єктами, як з одновимірни-
ми. 

4.2.5 Розробка програми випадкового вибору користувача з 
навчанням 

Доповнимо програму без навчання (розділ 3) розробленими моду-
лями ( )NvzBolvVybdmu ,, та ( )dMUMunrmlek , , в склад якого вхо-

дить модуль ( )dMUMuz ,min . Програма ( )AlVpavp ,10  бере вектор 
параметрів, що складається з таких компонентів: 

Vpar

"Mf - мат риця оцінок продукт ів спож ивачами"

"Blv - мат риця "іст инної" цінност і продукт ів "

"Nevz - мат риця розкидів оцінок продукт ів спож ивачами"









, 

а повертає програма вектор, що складається з таких матриць: 

Vyxid
"Vybir - мат риця пот очних виборів подукт ів спож ивачами"

"Mf - скорект ована мат риця оцінок продукт ів спож ивачами"
"KolKup - вект ор т емпів  продаж у продукт ів"









. 
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Для імітаційного моделювання необхідно імітувати розподіл ко-
ристувачів за доходами (бюджетними обмеженнями). Зробимо відпо-
відний модуль. Вибираємо для модуля логнормальний розподіл: він 
починається з нуля, закінчується у нескінченості, як і доходи реальних 
індивідів чи організацій. Записуємо аналітичний вираз для щільності 
розподілу (рис. 4.13)

 
( ) ( )( ) )25.4(.ln

2
1exp

2
1:,, 2

2 



 −

⋅
−

⋅
⋅⋅⋅

= µ
σπσ

σµ x
x

xpl
 

 
 

Рисунок 4.13 – Частотні розподіли користувачів – частки користувачів,  
сукупного ресурсу, незаповнених потреб 

 

Розширимо модель розподілу доходів в соціумі для урахування 
ситуацій збільшення, зменшення перерозподілу доходів на множині 
користувачів. Модифікуємо модель доходів на базі простішої гіпотези 
(зсув розподілу) 

( ) ( ) )26.4(,,.0,:, rozlndmundxdlnormndxdoxpom +−=  

де х – рівень доходу; nd – параметр типу «національний дохід на оди-
ницю». 

4.2.6 Розробка моделі системи «виробники, продукти,  
користувачі» 

Робимо останній крок в створенні робочої моделі для нової задачі 
– будуємо «програмний сервіс» навколо модуля «вибір–навчання». На 
рис. 4.14 подано головну програму – робоча модель системи. Тестує-
мо програму. Нижче подано структуру виходу програми. 
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Рисунок 4.14 – Головна програма – робоча модель системи 

Головна програма записана в «традиційному» вигляді. Неважко 
записати її в «псевдоодновимірній формі» 

  )27.4(.,,1 AldverpStandvpStan kk   

Термін «псевдоодновимірна форма» введено для того, щоб підкре-
слити можливість для користувача оперувати з об’єктом моделюван-
ня, як з єдиним цілим. На рис. 4.15 подано приклади видачі програми. 

 

Рисунок 4.15 – Приклад результатів моделювання системи  
«виробники, продукти, користувачі» 



Отримана програма виявилась генератором нових результатів від-
носно властивостей розподілених систем даного класу «виробники, 
продукти, користувачі». 

 

4.3 Розробка імітаційної моделі для систем класу «виробники, 
продукти, агреговані користувачі» 

 

В попередньому підрозділі подано побудову моделі «виробники, 
продукти, користувачі» і результати досліджень – властивості устале-
ного розподілу продаж (потреб) для збуреної і незбуреної лінійки 
продуктів. Крім звичайних проблем оптимізації, для них виникає про-
блема «локальної нестійкості лінійки продуктів». В цьому підрозділі 
робимо модель, орієнтовану на аналіз і синтез управління лінійкою 
продуктів. Пошук в літературних джерелах Інтернету за ключем «лі-
нійка продуктів» дав більше одного мільйона посилань, пошук за 
ключем «математичні методи управління лінійкою продуктів» дав два 
десятки посилань, з яких тільки одне релевантне – оптимальне управ-
ління лінійкою з двох продуктів. Тобто тема управління розподіленим 
об’єктом – лінійкою продуктів – актуальна, але мало висвітлена в нау-
кових публікаціях. Деталізуємо об’єктивні і суб’єктивні складові цін-
ності певного класу продуктів. Суть проблеми в тому, що ноутбук, 
мобільний телефон мають не тільки об’єктивну складову корисності – 
надійність, пам'ять, швидкодію – але і суб’єктивну – престижність та 
ін. Зробимо модель нульового наближення, що відображує ці реалії, 
будуємо графіки (рис. 4.16). 

Функція корисності  

( ) .)1( SkorxWkoreAkorxK ⋅−−⋅=     (4.28) 

Функція престижності  

( ) ).( SprSpr CmxAprxP −⋅=     (4.29) 

Функція цінності 

( ) ( ) ( ) ).1(, samxPsamxKsamxZ ααα −⋅+⋅=   (4.30) 
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Рисунок 4.16 – Розширена модель лінійки продуктів –  
урахування суб’єктивної і об’єктивної складових цінності 

На рис. 4.16 подано такі залежності: функція «корисність» ( )xK  – 
залежність «ціна–цінність» для користувача, що ігнорує складову 
«престижність» (значення параметра «незалежність від групових ста-
ндартів» 1=samα ); функція «престиж» ( )xP  – залежність «ціна–
цінність» для користувача, що орієнтується тільки на престижність 
(значення параметра «незалежність від групових стандартів» 0=samα ); 
функція «цінність» ( )xZ  сформована для «середнього» індивіда  
( 5.0=samα ). Тобто параметризували функцію «ціна–цінність» для ві-
дображення в моделях розподілених систем різних категорій користу-
вачів. 

Сьогодні проектування технічних систем починається і закінчу-
ється з аналізу і прогнозування функцій, наведених на рис. 4.16. Розг-
лянемо в першому наближенні еволюцію функції «ціна–цінність» як 
характеристики розподіленої системи «лінійка продуктів». Для конк-
ретного продукту з різних причин можуть змінюватись як ціна, так і 
цінність. Формуємо модель корисності, що дозволяє відображувати 
усталені зміни ціни і корисності як результат витрат виробників на тех-
нічний прогрес та інновації, 

( ) .)1(,,, SkorxWkoreAkorSkorWkorAkorxK ⋅−−⋅=  

Будуємо графіки залежностей (рис. 4.17) – контроль моделі. 
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Рисунок 4.17 – Зміна корисності продуктів лінійки при незмінній вартості  
і зміна цін продуктів лінійки при незмінній корисності 

4.3.1 Вибір концептуальної моделі динаміки лінійки продуктів 

Маємо задачу розробки математичної моделі складної нелінійної 
нестаціонарної, нечіткої розподіленої системи, для якої не знайдено 
прямих прототипів. Як аналоги і джерела робочих модулів використо-
вуємо моделі з розділів 2 і 3. 

Розглянемо такі процеси, зв'язки, залежності, механізми: переті-
кання користувачів між сусідніми продуктами лінійки; управління 
продуктом: інформування і навчання користувача, «викладка» проду-
кту, цінова стратегія, вдосконалення продукту – зміна цінності; 
управління власною лінійкою в середовищі лінійки всіх виробників. 

В розділі 2 розроблено і досліджено агреговані моделі розвитку 
розподілених систем, в розділі 3 – моделі з імітацією поведінки окре-
мих елементів. В цьому розділі змінюємо порядок розробки системи 
моделей «виробники–продукти–користувачі»: спочатку імітаційну 
модель розподіленої системи (підрозділ 4.2), потім – модель з агрего-
ваними «користувачами». В результаті отримуємо дві взаємозв'язані і 
взаємодоповнюючі моделі. Використовуємо паралельно два взає-
мозв’язані підходу до розробки моделі:  

1. В імітаційній моделі відтворюється поведінка кожного «елемен-
та» розподіленої системи – «виробника», «продукту», «користувача». 
Терміни в лапках – тільки етикетки, що конкретизуються відповідно 
до специфіки задачі, – будівництво, Інтернет, автосервіс, біореакторні 
системи. До виробництва не тільки природно, але і необхідно віднести 
логістику та ритейл – обов’язкові елементи вертикально інтегрованих 
систем. 
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2. У агрегованій моделі відтворюється поведінка таких об'єктів, як 
«виробники», агрегована система «користувачі», «продукти лінійки». 
Між іншим, яскравим прикладом лінійки продуктів може бути упоря-
дкована множина «підручники з моделювання». За рахунок детермі-
нованих і імовірнісних взаємодій елементи утворюють цілісні об'єкти 
з стабільними і незвичними властивостями. Ці властивості формулю-
ються в термінах деяких упорядкувань елементів, наприклад, ранго-
вих і частотних розподілів, одновимірних і багатовимірних. Розгляне-
мо приклад (рис. 4.18). 

 

 

Рисунок 4.18 – Дві проекції агрегованої моделі динаміки лінійки продуктів 

В одній проекції бачимо гладкі, майже лінійні процеси зміни тем-
пів виробництва продуктів лінійки, друга проекція – процес зміни час-
тотного розподілу продуктів лінійки за ціною. Можна назвати це 
«ерозія некерованої лінійки продуктів». На рис. 4.18 подано чотири 
обчислювальних експерименти – «вплив швидкості «навчання корис-
тувачів» та «вплив рівня випадкових збурень. В модель включені ви-
падкові збурення лінійки і випадковість вибору користувачів. 
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Математичні моделі докомп’ютерної науки базуються на отри-
манні аналітичних результатів ціною жорстокої прокрустизації об'єкта 
моделювання і регулятора. Типова фраза з таких робіт: «якщо вико-
нуються умови лінійності, випуклості, існування неперервних похід-
них, компактності, малого впливу ..., то система матиме єдиний екст-
ремум і він буде усталеним станом...». Сьогодні існують можливості 
розробки математичних інструментів для роботи з такими «диморф-
ними» об'єктами – в одній «проекції» – випуклими, гладкими, непере-
рвними, в іншій – невипуклими, негладкими, розривними. 

Природним чином аналогом методології створення робочих моде-
лей виявилась методологія об'єктного програмування – об'єкти, мето-
ди об'єктів, конструктори, поліморфізм. Методологічним аналогом та-
кож виявився підхід на базі алгебриїзації моделей динамічних систем. 
Однак задача створення математичних моделей не може бути роз-
в’язаною в рамках цих підходів. Вона більш невизначена порівняно з 
конструюванням програм на базі об’єктного підходу, а підхід на базі 
алгебриїзації теорії динамічних систем розроблено переважно для лі-
нійних і лінеаризованих динамічних систем. Важливим інтеграційним 
компонентом запропонованої методології є «нові інформаційні техно-
логії». Це дуже широке поняття. Однак, в даній роботі цьому терміну 
відповідає така технологія створення нових моделей: декомпозиція 
задачі в підсистеми, що реалізуються «односторінковими» модулями. 
«Односторінкові» модулі будуються за принципами побудови випро-
бувальних стендів для технічних систем – містять упорядковані зони 
введення і виведення, головну програму та сервісні програми. Така ін-
тегрована інформаційна система дозволяє розробнику працювати в 
онлайновому режимі створення моделі. Розробник часто починає з де-
кількох простіших моделей (нульове наближення), швидко реалізує і 
перевіряє свої моделі-знахідки, моделі-гіпотези, моделі-альтернативи. 
Тобто, працююча (синтаксично коректна) модель стає генератором 
нових знань відносно задачі моделювання. Вже при налагодженні і 
контролі нових модулів (субмоделей) з’являються нові, «антиінтуїти-
вні» результати – не такі, що очікувались. 

4.3.2 Побудова агрегованої моделі динаміки лінійки продуктів 

Робимо базову робочу модель лінійки продуктів. Задаємо кількість 
видів продуктів 50:=колмп ; масштаб цін 4:=∆p ; pvcnv ∆⋅=: ; параме-
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три функції: «амплітуда» (цінності) 10:=Ald ; «частота» (нахил) 
04.0:=wld ; «увігнутість» (поріг цінності) 8:=sld ; амплітуда «шуму» 
03.0=ashy ; середнє 0:=mu ; розкид 3.5:=sgm . 

Модель незбуреної лінійки 

( ) )31.4(.1: sldhagnwld
n eAldVP0 ⋅⋅−−⋅=  

Модель збуреної лінійки 

( ) ( ) ( ).0,max:;,,21: 1 nn
sldhagnwld

n VPVPJmisgmmurnorm
колмп

ashyneAldVP =⋅⋅
⋅

+−⋅= ⋅⋅−

 
(4.32) 

Припускаємо, що є потрібна інформація для сортування лінійки за 
цінністю і  відношенням «цінність–ціна». Будуємо графіки (рис. 4.19). 

( ) ( ) ( ) .:;:;:;: 2 nVPVPplgVPpsortVPp
n

VPVPpVPsortVP nns
n

ns ÷====
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Рисунок 4.19 – Аналіз моделі лінійки продуктів 

Цю просту модель слід модифікувати, враховуючи нерівномір-
ність заповнення лінійки продуктами. Спираючись на функціональні 
базові субмоделі і результати їх тестування, виконаємо черговий крок 
конкретизації цілі даної роботи – побудови інтегрованої моделі сис-
теми «виробники–продуктова лінійка–користувачі». Вводимо змінні: 
«користувачі», «розподіл доходів» і «лінійка продуктів», «цінність–
ціна», змінну (вектор) «розподіл темпів постачання». Мета – отримати 
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ефективний оператор, що відображає дві функції у функцію «розподіл 
темпів постачання продуктів лінійки»: 

( ) ( ) ( )( ) )33.4(,, tdDktVPOpotrtP =  

де ( )trtP  – усталений частотний розподіл темпів постачання по цінах;  
( )tVP  – цінності продуктів ранжовані по цінах = «ціна–цінність», лі-

нійка; ( )tdDk  – частотний розподіл споживачів по доходах. 
Реальні процеси встановлення темпів продажів інерційні. Припус-

тимо існування rtPо – усталеного стану розподілу. Будуємо на цій ос-
нові модель глобальної динаміки лінійки. Усталений стан розподілу 

( ) )34.4(;,lim dDkVPOportPo
t ∞→

=  

динаміка руху до усталеного стану – при відсутності збурень лінійки  

rtP t 1+〈 〉 rtP t〈 〉 Kg rtP t〈 〉 rtPо−( )
→



⋅ ∆t⋅+ .  (4.35) 

На рис. 4.20 подано перевірку на імітаційній моделі залежностей 
(4.34) та (4.35) . У відповідних середовищах моделювання ця схема є 
виконуваною програмою моделювання в реальному часі (пакети 
Mathlab, VisSim). В підсумку, складну імітаційну модель зведено до 
оператора, що перетворює вхідні розподіли, – ранговий і частотний, у 
вихідний розподіл. В імітаційній моделі відображено випадковість 
вибору користувачів. 

 

 
 

Рисунок 4.20 – Відображення вхідних розподілів  
в усталений стан розподілу темпів потреб 
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4.3.3 Розробка моделей локальної динаміки лінійки продуктів 

Задаємо швидкість навчання 09.0:=obyα . Робимо перше наближення: 
– обмін з сусіднім продуктом зліва 

( ) )36.4(;1,1 obyVPVPrtPlevo kktk α⋅−⋅=∆ −−  

– обмін з сусіднім продуктом справа  

( ) )37.4(;1,1 obyVPVPrtPprav kktk α⋅−⋅=∆ ++  

– результат обмінів 

)38.4(.,1, pravlevortPrtP tktk ∆+∆+=+  

Змістовне управління продуктом, власне лінійкою, реалізується 
через зміну ціни kdp  та зміну цінності через кількісні і якісні зміни 

продукту, що відбивається в обчисленні приросту цінності kdVP . 
Всі ці управління вимагають витрат, враховуємо це в моделі 

( ) ( ) )39.4(,,tkkkk rtPdVPfzvp2dVPfzvp1zVP ⋅+=  

де ( )kdVPfzvp1  – функції постійних і ( )kdVPfzvp2  – змінних витрат, що 
оцінюються за статистичними даними. 

Синтез локального управління певним продуктом лінійки може 
виконуватись за такими альтернативними вимогами: 

– максимізація очікуваного приросту темпу потреб на продукт; 
– вихід продукту з «ями» між двома сусідніми домінуючими еле-

ментами хоч би у рівноважну або домінуючу позицію на лінійці. 
Вводимо в модель імовірнісний і детермінований вибір спожива-

ча. На імовірнісний вибір можуть впливати і слабкі фактори, напри-
клад, розташування продукту (мала моторна техніка реалізується 
краще в придорожніх крамницях, якщо її виставити на узбіччі доро-
ги). Для дрібних продуктів (електроприлади, комплектуючі) інтенсив-
ність попиту залежить від «висоти, довжини полиці». 

Детермінований вибір користувача змістовно означає, що спожи-
вач запам’ятовує після єдиної проби продукт, що йому сподобався чи 
не сподобався і потім «застрягає» на своєму виборі. Перехід на новий 
продукт вимагає інтенсивного впливу інформаційних джерел, яким 
користувач повністю довіряє. 
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Робимо модуль «локальний перерозподіл попиту», що бере період 
моделювання, функцію розподіл темпу постачання, функцію «лінійку 
продуктів», параметри процесу навчання користувачів і повертає про-
цес перерозподілу темпів продажів протягом заданого періоду моде-
лювання. 

Беремо з підрозділу 4.2 модель розподілу користувачів з ресурс-
ними обмеженнями. Приймаємо гіпотези про «справедливий розподіл 
цінності» при зростанні регіонального виробництва (для всіх груп до-
ходи змінюються в одному напрямку) (рис. 4.21). Задаємо параметри 

( ) ( ),,.0,:,
;5.0:;2:;..05.0:;40:

rozlndmundxdlnormndxdoxpom
rozmuNNxNN

+−=
====

 
де х – рівень бюджетного обмеження; nd – параметр типу «регіональ-
не виробництво на душу населення». Виробника і ритейлера цікавить 
не частота, а об'єм потреб в даному ціновому сегменті лінійки. Робимо 
функцію «сумарна потреба в продукті для категорії користувачів з 
бюджетним обмеженням х на одиницю вимірювання» (= щільність 
сумарних потреб в продукті):  

( ) ( ) .,:, xndxdoxpomndxdoxsum ⋅=  
Розставимо на рис. 4.21 «моди» – максимуми частоти рівня обме-

ження: .9mod2:6,mod1: ==  
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Рисунок 4.21 – Еволюція розподілу ресурсів користувачів  

при зміні ресурсного обмеження 
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Для заданого ресурсного обмеження кожен користувач, що діє ра-
ціонально, знайде точку рівноваги, з якої йому невигідно переходити 
на більш чи менш цінні продукти. Цю задачу розглянули в 4.2 як за-
дачу вибору користувача на дискретній лінійці продуктів і побудували 
модель вибору на базі нечіткої логіки. Тепер розглядаємо цю задачу з 
позицій виробника, що бажає оптимізувати лінійку, модельний ряд 
своїх продуктів, щоб охопити більше категорій користувачів. 

Якщо розглядати всі продукти лінійки і всіх споживачів як цілісні 
об’єкти і відповідні детерміновані моделі, то можна припустити існу-
вання «рівноважної лінійки», на якій не перетікають користувачі до 
більш чи менш дорогих продуктів лінійки. Аналіз глобальних впливів 
не є об’єктом дослідження в даній роботі. В першому наближенні 
вважаємо лінійку глобально рівноважною, але збуреною локально. 
Змістовно, джерелом локальних збурень є дії окремих виробників. 

Формалізуємо поняття локально збуреної лінійки: 

δVP VP VP0−( )
→

:= .    (4.40) 

На рис. 4.22 подано незбурену рівноважну лінійку і локально збу-
рену рівноважну лінійку, рівноважний розподіл темпів постачання 
(проекція розподілу доходів) і, власне, збурення лінійки (графіки по-
будовані в різних масштабах). 
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Рисунок 4.22 – Модель локально збуреної лінійки 

216 



Логічно припустити, що збурення лінійки викликатимуть переті-
кання користувачів між ціновими сегментами, якщо користувачі ці 
збурення можуть безпосередньо вимірювати або оцінювати. На цьому 
припущенні з урахуванням реалій вимірювання цін і цінностей будує-
мо з (4.35)–(4.38) модель динаміки (4.41). 

Цей модуль відтворює динаміку перерозподілу темпів між кожни-
ми трьома сусідніми елементами на кожному кроці періоду моделю-
вання при заданому значенні параметра «темп навчання» (інформу-
вання) користувачів αo b= 

 

Lokl rtP о VP, αob,( ) kolP length VP( )←

k2P length rtP о( )←

rtP 1〈 〉 rtP о←

∆levo rtPk 1− t, VPk VPk 1−−( )⋅ αob⋅←

∆prav rtPk 1+ t, VPk VPk 1+−( )⋅ αob⋅←

rtPk t 1+, rtPk t, ∆levo ∆prav+( )+←

rtPk t 1+, max rtPk t 1+, 0,( )←

k 2 kolP 1−..∈for

Obrynt
1

k

q

rtPq t,∑
=

←

t 1 Tm..∈for

rtP Obryn( )

:=

 

(4.41) 

 

Робимо альтернативну версію програми моделювання перерозподілу 
потреб на основі припущення повної інформації користувачів про ціннос-
ті продуктів. Такі припущення виправдані, якщо продукт споживається 
часто, цінність визначається легко, інформаційний обмін між користува-
чами – інтенсивний і ефективний. В процесі тестування моделі (4.41) не 
тільки підтверджено коректність функціонування моделі (порівнянням з 
імітаційною (4.27), див. рис. 4.15), але й отримано нові результати про 
властивості процесів в локально збуреній лінійці продуктів. 

На рис. 4.23 подано два тривимірних графіки – перехідні процеси 
для кожного продукту лінійки. В залежності від ціни і цінності потре-
би в продуктах перерозподіляються згідно з моделлю динаміки (4.42). 
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На верхньому графіку подані процеси для великих збурень, на ниж-
ньому – для малих.  

Без локального управління лінійка нестійка – користувачі перехо-
дять до більш ефективних продуктів. Швидкість таких процесів зале-
жить від інтенсивності «навчання» користувачів.  

 

Lok2 rtPо VP, αob,( ) kolP length VP( )←

k2P length rtPо( )←

knorm1 1←

Obryno
1

k2P

k

rtPоk∑
=

←

rtP 1〈 〉 rtPо←

razn δVPk δVPk 1+−←

yslo δVPk δVPk 1+>←

otberyk t, yslo razn⋅ rtPk 1+ t,⋅←

zaberytk t, yslo¬ razn⋅ rtPk t,⋅←

obmen otberyk t, zaberytk t,−( ) αob⋅←

rtPk t 1+, max rtPk t, obmen+( ) 0, ←

rtPk 1+ t 1+, max rtPk 1+ t, obmen− 0,( )←

k 2 kolP 1−..∈for

Obrynt
1

k2P

q

rtPq t,∑
=

←

knormt Obryno max Obrynt 0.7,( )÷←

rtP t〈 〉 rtP t〈 〉 knormt⋅( )
→

←

t 1 Tm 1−..∈for

rtP knorm otbery zaberyt( )

:=

 

(4.42)

 

 

На рис. 4.24 подано процеси на протязі довгого періоду, при незмін-
них ціні й цінності кожного продукту лінійки. Загальні тенденції процесів 
– зникнення неефективних продуктів і відповідне зростання потреб у 
продуктах – лідерах в певних діапазонах цінності. Потім виникають ліде-
ри другого порядку, до яких переходять потреби від продуктів оточення.  
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Рисунок 4.23 – Перехідні процеси для лінійки при великих і малих збуреннях 

На рис. 4.24 подано приклад процесів, коли залишається менше 
половини продуктів і система приходить в усталений стан: інтервали 
«ціна–цінність» збільшуються так, що навколо кожного продукту лі-
нійки виникає стійкий кластер користувачів. В цілому на моделі про-
ведено ряд досліджень [109, 110, 114, 115, 121, 122, 129]. Однак вичер-
пне дослідження об’єкта – тема для окремої роботи. 

 

 
 

Рисунок 4.24 – Перехідні процеси для збуреної лінійки – усталені стани 
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В рамках даної роботи це приклад результативного створення но-
вої моделі для складного розподіленого об’єкта. 

Тепер можемо виконати наступний крок розробки – фактично но-
ву ітерацію в процесі розробки моделі за повною схемою: «конкрети-
зована словесна модель–графічна модель–уточнені функціональні суб-
моделі–модифікована модель динаміки керованої лінійки». Тепер 
можемо більш чітко і більш наближено до практичної реалізації пос-
тавити задачу управління складним розподіленим об’єктом «лінійка 
продуктів». На рис. 4.25 подано узагальнену матрично-векторну схему 
розподіленої системи управління лінійкою продуктів. 

 

 
 

Рисунок 4.25 – Узагальнена матрично-векторна схема системи управління 
лінійкою продуктів 

 

Класичні здобутки методів оптимізації, моделювання, статистики і 
ризикології непридатні для побудови ефективних моделей цього 
класу. Проведено вичерпне дослідження альтернативних моделей. На 
рис. 4.26 подано результати моделювання за альтернативними 
моделями. 
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Рисунок 4.26 – Перехідні процеси для темпів потреб  

на окремі продукти лінійки, побудовані за альтернативними моделями  
системи «виробники, продукти, користувачі» 

 
Якщо перейдемо від розгляду динаміки окремих елементів до ці-

лісних систем «користувачі» і «продукти», то теж зможемо отримати 
оператор перетворення вхідних розподілів для користувачів і продук-
тів в стани розподілу темпів потреб на продукти лінійки. 

Тепер, коли зібрали та розробили системи моделей для технічних 
систем різних класів (розділи 2–4), можемо виконати конструктивне 
узагальнення процесів розробки робочих моделей. Перша задача для 
узагальнення – зв'язок процедур декомпозиції певної моделі в субмо-
делі і композиції часткових моделей в модель цілісного об’єкта. 

 
4.4 Декомпозиційні структури. Узагальнення і класифікація  

імітаційних моделей розподілених систем 
 
Узагальнимо результати побудови систем моделей в підрозділах 

4.2–4.3 розробка імітаційної моделі для систем класу «виробники, 
продукти, агреговані користувачі». В зв’язку з швидкими змінами ви-
робів, технологій, потреб побудова моделей від статистики та апрок-
симацій стала фактично неможливою. В роботі вибрано альтернатив-
ний шлях – побудова моделі на базі виявлених законів і «механізмів», 
подібних тим, що є в механіці або електродинаміці. Це просто необ-
хідно для розробки задовільних математичних моделей для прогнозу-
вання і оптимального управління виробничими системами. Статисти-
чні дані залучаються на етапах верифікації і модифікації моделей. 
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Напрацьовані в розділах 2–4 моделі можуть бути основою класи-
фікаційної структури типу «морфологічний ящик». Алгоритм вирі-
шення проблеми за допомогою методу морфологічного ящика [350] є 
таким: 

– гранично точно сформулювати проблему;  
– виявити і охарактеризувати всі параметри можливих рішень (ви-

значити класифікаційні ознаки і їх значення); 
– сконструювати морфологічний ящик з множиною вирішень про-

блеми, оформивши його у вигляді морфологічної таблиці або іншим 
способом;  

– проаналізувати рішення, що містяться в морфологічному ящику 
з погляду поставлених цілей (цільовій функції); 

– вибрати і реалізувати оптимальні рішення. 
В цій канонічній послідовності змінюємо останній пункт: зберігає-

мо і упорядковуємо всі моделі розподілених систем. Сучасні програмні 
засоби дозволяють розробнику і користувачу зосередитися на пошуку 
«проектних рішень» стосовно моделей. У цих умовах вдала базова мо-
дель стає генератором знань для удосконалення цієї ж моделі. 

Об’єднуємо в класифікаційну схему розроблені математичні мо-
делі розподілених систем «виробники, продукти, користувачі». На 
рис. 4.27 подано схему системи моделей, що будується згідно з виді-
леними класами і підкласами моделей. 

Сформулюємо, проблему згідно з вимогами морфологічного ана-
лізу: розробка нових математичних моделей для нових задач, призна-
чених для прогнозування і планування розвитку при кінцевих витра-
тах часу. 

Виявимо параметри можливих рішень: розподілені системи, що 
досліджуються в даній роботі складаються з елементів таких класів: 
«виробники», «продукти», «лінійки продуктів», «користувачі». Моде-
лі елементів цих класів можуть бути в різних рівнях агрегування і 
спрощення. Шкала агрегування: від подання моделі системи елементів 
певного класу параметром – константою, до імітаційної моделі, де ві-
дтворюється поведінка кожного елемента даного класу. 

Схема системи моделей на рис. 4.27 фактично утворює морфоло-
гічний ящик. В іменах для моделей схеми використані такі означення: 
N – число виробничих елементів; M – число продуктів; K – число 
споживачів; L – число лінійок продуктів; Lm – число продуктів в 
складі лінійки певного класу; n1, m1, k1 – відповідні агреговані моделі 
(один агрегований виробник, один агрегований продукт, один агрего-
ваний користувач). 
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Рисунок 4.27 – Класифікація імітаційних моделей розподілених систем 

 
Подвійними рамками на рис. 4.27 виділені вже розроблені моделі, 

об’ємними блоками виділені підсистеми моделей, що містять струк-
турні, функціональні і редукційні субмоделі. Тонкими лініями позна-
чені ще не розроблені моделі. Обґрунтування вибраної схеми класи-
фікації: проблемний ящик містить не тільки реалізовані, вже створені 
матеріальні чи інформаційні елементи, але й такі, що не створені на 
рівні робочих моделей або матеріальних зразків. Це вирішальний фак-
тор для роботи над моделями інноваційного розвитку виробничих си-
стем. 

Роботу виконано для створення робочих моделей розподілених 
систем високої розмірності, що реалізуються як програми для ЦОМ. 
Важливим фактором практичної цінності робочих моделей є час обчи-
слень, витрати обчислювальних ресурсів. Тому в означеннях моделі 
відображується розмірність моделі. В класифікаційній схемі на рис. 
4.28 моделі впорядковані саме по розмірності об'єктів обробки. Поз-
начення типу «N×M×K» – це не математичні вирази чи слова природ-
них мов, а просто імена моделей і програм – зручні для користувача й 
утворені за стандартами мов програмування (є певна подібність вве-
деної системи NMK-системам лінійних рівнянь введених Гауссом). 
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Рисунок 4.28 – Схема зміни станів метамоделі розподіленої виробничої системи 
 

В підрозділі 4.1 подано абстрактне визначення стану метамоделі, 
тепер побудовано деталізовану інтерпретацію цього стану для випад-
ку розробки математичних моделей розподілених систем класу «виро-
бники, продукти, користувачі». За результатами дослідження NMK-
моделей розподілених виробничих систем отримано нові наукові ре-
зультати. Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено концепцію 
метамоделі – математичної моделі спільного розвитку системи «нова 
виробнича система та імітаційна модель цієї системи», що відрізня-
ється від існуючих підходів і методів формуванням імітаційної моделі 
на базі трирівневої декомпозиції (результат № 6); двостороннім інфо-
рмаційним обміном «об’єкт–модель»; урахуванням дуальності цільо-
вого призначення моделі виробничої системи як відображення суттє-
вих властивостей об’єкта, як еталона об’єкта і засобу отримання знань 
та досвіду для управління функціонуванням і розвитком об’єкта. За-
пропонована метамодель в загально-теоретичному аспекті є розши-
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ренням концепції спостерігача стану на систему з двох нелінійних і 
нестаціонарних об’єктів, що дає можливість для переходу від еврис-
тичних методів розробки моделей до ефективних формалізованих 
процедур.  

Відмінність від аналогів – відомі тільки концептуальні моделі 
(Е. Янч), загальнотеоретичні моделі (М. Пешель), невідомі метамоделі 
класу «цілеспрямована» еволюція системи моделей, побудованої на 
базі 3D-декомпозиції. Актуальність – «орієнтований на моделювання 
інжиніринг» потребує потоку нових моделей для нових задач. Мета-
модель – засіб організації цього потоку. Суть результату (рис. 4.29) – 
комплекс математичних засобів і методів для дослідження, прогнозу-
вання і планування потоку нових моделей. Моделі – інформаційний 
продукт класу «знання». 

 

 
 

Рисунок 4.29 – Зміст наукового результату  

Новий науковий результат. Вперше запропоновано, реалізовано і 
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ристувачі», де може бути відтворена поведінка (динаміка) кожного 
елемента кожного з класів «виробники», «продукти виробництва», 
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«користувачі», що відрізняється від існуючих аналогів, тим, що сис-
тему складають моделі «виробники», «продукти», «користувачі» з рі-
зними рівнями агрегування, різними методами локального управління 
і різними рівнями спрощення. Альтернативні моделі є сумісними за 
вхідними і вихідними змінними, що дає можливість порівнювати ре-
зультати моделювання за альтернативними моделями.  

Відмінність від аналогів – відомі тільки часткові моделі «вироб-
ництво», «рітейл», «постачання», невідома повна імітаційна модель. 
Актуальність – сучасні виробничі системи вертикально інтегровані, 
в тому числі і користувачі (prosumers – споживач-виробник); має мі-
сце дефіцит моделей для досліджень і вбудовування в АСУ в якості 
предикторів, ідентифікаторів. Суть результату (рис. 4.30) – для 
комплексу нечітких, невизначених задач створено упорядковану, ві-
дкриту для змін обчислювально ефективну систему моделей оптима-
льного розвитку. 

 

 

 

Рисунок 4.30 – Зміст наукового результату  
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Висновки до розділу 4 
 

Виконані в розділі дослідження є наступним кроком у вибраному 
напрямку створення нових математичних моделей процесів розвитку 
виробничих систем, які ще тільки створюються. Зміст цього кроку – 
побудова моделей процесу створення моделей процесів розвитку. Пе-
рехід на рівень метамоделей ускладнює перевірку коректності і конс-
труктивності теоретичних результатів через інтерпретації загальнотео-
ретичних висновків. Потрібно побудувати робочу метамодель на рівні 
імітації процесів побудови моделі процесу розвитку, а потім побуду-
вати інтерпретацію загальнотеоретичної схеми створення математич-
ної моделі процесу розвитку певної технічної задачі. 

Зміст розділу відповідає цій дворівневій інтерпретації теоретич-
них результатів. Спочатку побудовано і досліджено метамодель, а по-
тім подано розгорнутий приклад створення системи узагальненої мо-
делі процесу розвитку системи «виробники, продукти, користувачі». 
Розроблено дві моделі розподіленої системи, які є прикладом зміни 
стану метамоделі. В першій моделі відтворюється динаміка стану ко-
жного елемента системи – «виробника», «продукту», користувача». В 
другій моделі множина користувачів замінена (агрегована) частотним 
розподілом користувачів. Завдяки можливості порівнювати результа-
ти моделювання, отримані на цих моделях, підвищується достовір-
ність моделі розподіленої виробничої системи.  

Орієнтація на оперативне створення нових моделей для нових ак-
туальних задач приводить до необхідності формалізації, аналізу і оп-
тимізації процесів створення систем моделей – створення моделей 
процесів розробки – метамоделей. Природно будувати метамоделі на 
базі раціональних технологій і декомпозиційних структур. Досліджені 
і обґрунтовані концепції структури моделей розподілених систем на 
базі структурної, функціональної і редукційної декомпозицій моделі 
складної системи. В результаті проведення досліджень введеної сис-
теми моделей отримані такі нові наукові результати. 

Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено концепцію ме-
тамоделі – математичної моделі спільного розвитку системи «нова ви-
робнича система та імітаційна модель цієї системи», що відрізняється 
від існуючих підходів і методів формуванням імітаційної моделі на 
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базі трирівневої декомпозиції; двостороннім інформаційним обміном 
«об’єкт–модель»; урахуванням дуальності цільового призначення мо-
делі виробничої системи як відображення суттєвих властивостей 
об’єкта; як еталона об’єкта і засобу отримання знань та досвіду для 
управління функціонуванням і розвитком об’єкта. Запропонована ме-
тамодель в загально-теоретичному аспекті є розширенням концепції 
спостерігача стану на систему з двох нелінійних і нестаціонарних 
об’єктів, що дає можливість для переходу від евристичних методів роз-
робки моделей до ефективних формалізованих процедур. 

Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено систему іміта-
ційних моделей «виробники, продукти, користувачі», де може бути 
відтворено поведінку кожного елемента кожного з класів «виробни-
ки», «продукти виробництва», «користувачі», що відрізняється від іс-
нуючих аналогів, тим, що систему складають моделі «виробники», 
«продукти», «користувачі» з різними рівнями агрегування, різними 
методами локального управління і різними рівнями спрощення. Аль-
тернативні моделі є сумісними за вхідними і вихідними змінними, що 
дає можливість порівнювати результати моделювання за альтернатив-
ними моделями. 

Теоретичні і практичні результати досліджень опубліковані в [33, 
34, 42, 43, 49, 57–60, 83, 84, 94, 97, 101, 103, 109–111, 114–116,  
119–122, 124, 127–129, 132, 149–152]. 
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РОЗДІЛ 5  
ПРИКЛАДИ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПРАКТИЧНОГО 

ЗАСТОСУВАННЯ РОЗРОБЛЕНИХ МОДЕЛЕЙ І МЕТОДІВ 
 
Ціль цього розділу – аналіз напрямків і змісту застосування отри-

маних нових наукових результатів, а саме математичних моделей, для 
побудови і розрахунку конкретних інформаційно-управляючих систем 
для підтримки рішень, проектування, дистанційного навчання. Моде-
лі, що досліджуються в даній роботі, мають широкий спектр інтерпре-
тацій – від великих виробничих і енергетичних систем, до локальних 
комп’ютерних мереж і систем технологічних агрегатів. В методах і 
технологіях створення математичних моделей, що є об’єктом дослі-
дження в роботі, роль інтерфейсів не зводиться до функцій ергономі-
ки і дизайну вікон і кнопок. В процесах створення нових моделей для 
нових задач ефективний інтерфейс є важливим елементом метамоделі 
– позитивним зворотним зв’язком (рис. 5.1). 

 

 
Рисунок 5.1 – Схема процесу створення моделей розвитку 
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Вже на початку розділу 1 були запропоновані концептуальні схе-
ми процесів генерації знань та метазнань – альтернатив відносно кла-
сичної схеми. Схема на рис. 5.2 – підсумок реалізації концепції. В 
процесах розробки моделей і в процесах моделювання отримано емпі-
ричні дані відносно змісту та інтенсивності зворотних зв’язків зз_1 
(уточнення формулювань задач), зз_2 (модифікація графових моде-
лей), зз_3 (модифікація робочих математичних моделей). В розділі 4 
запропоновано, розроблено і досліджено метамодель сумісного розви-
тку виробничої системи та системи її моделей. Процеси розробки і до-
сліджень на цих моделях, подані в розділах 2–4, дали низку конкрет-
них нових результатів, що спричиняли прискорення досліджень, 
прискорення розробки нових моделей (табл. 5.1). 

Таблиця 5.1 – Нові властивості процесів розвитку, знайдені при моделюванні 

№ Клас моделей 
Нова властивість 

(факт, знання) 
Відповідний фрагмент 

моделювання 

1. 
Оптимальне 
агрегування 

Розривність вектор-
функції оптимального 

розподілу ресурсу 

2. 
Оптимальний 

розвиток 

Розривність  
оптимальних стратегій 

розподілу ресурсу 

3. 
Оптимальний 

розвиток 

Розривність  
оптимальних   

кредитних стратегій 

4. 
Оптимальний  

розвиток 

Максимум на функції 
впливу «ставка кредиту 

– оптимальний обсяг
кредитів» 

5. 

Системи  
«виробники–
агрегований  

продукт» 

Підвищення стійкості 
за рахунок випадкових 
збурень – природних  

або штучних 
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Продовження табл. 5.1 

№ Клас моделей 
Нова властивість 

(факт, знання) 
Відповідний фрагмент 

моделювання 

6. 
Системи  

«виробники–
продукти» 

Умови виникнення  
гіперболічних розподілів 

в детермінованих  
моделях 

1 10 100
10

00

темп виробництва
 ранг елемента 

Кінцевий стан

7. 

Системи  
«виробники–

лінійка  
продуктів» 

Локальна нестійкість 
«ерозія» лінійки продуктів. 
Це вимагає складного  
нелінійного управління 

8. 

Системи  
«виробники, 
продукти,  

користувачі» 

Нестійкість частотних  
розподілів – при малих 

змінах параметрів суттєво 
змінюється розподіл 

0 5 0 50

1

2

3

 
5.1 Агреговані моделі: приклади застосування результатів  

 
Інтерфейси для агрегованих моделей утворюють систему, що має 

два види зв’язків: відображення логіки задач дослідження на моделях 

і відображення повторного використання програмних ресурсів. Одним 

із елементів задекларованої в даній роботі раціональної технології 

створення робочих моделей є максимально можливе використання в 

нових робочих моделях елементів попередніх розроблених моделей. 

Такий підхід традиційно використовувався в створенні матеріаль-

них технічних систем. Наприклад, вартість і терміни створення нового 

літака чи космічного апарата залежать від коефіцієнта новизни розроб-

ки. Важливі для побудови моделей інноваційного розвитку коефіцієнти 

новизни та освоєння мають багато галузевих версій визначення. Вра-

ховуючи розмитість цих параметрів, можна вважати еквівалентними 

різні версії визначень. 

В цьому розділі їх використовуємо для оцінки елементів системи 

програм та інтерфейсів, що утворюють послідовність станів розвитку 

метамоделі. Робимо робочі вирази, для визначення цих коефіцієнтів, 

основані на запропонованому в розділі 1 підході до функціональної 

декомпозиції технічної системи, де кожний елемент оцінюється за за-



лежностями для процесів функціонування «приріст вартості = > при-
ріст ефекту» та «вартість відмови = > втрати ефективності». Тепер роз-
ширюємо підхід оцінки ролі елемента певної інформаційної системи – 
системи робочих моделей в процесі її розвитку – зміни коефіцієнта 
новизни і зміни коефіцієнта освоєння в результаті модифікації робочої 
моделі – змін у робочій моделі, змін у сервісних програмних модулях 
та інтерфейсах. 

Коефіцієнт новизни розробки матеріального чи інформаційного 
продукту можна подати як відношення «об’єму» нових елементів до 
існуючих елементів. «Об’єм» елементів інтерпретується як вага, кіль-
кість годин на створення, робочі витрати на виробництво елемента. 

α nov
1

Nn

i

svni∑
=

1

Np

j

svp j∑
=

:= ;      0 α nov≤ 1≤ ,  (5.1) 

де Nn – кількість нових елементів; Np – кількість існуючих елементів 
в складі виробу; svn  – оцінка виробничих витрат на новий елемент;  
svp j – виробничі витрати існуючого елемента. Інтерпретація гранич-
ного значення: α nov 1 – новий продукт, як об’єкт виробництва не 
має нових елементів, але відрізняється кольором – і таким чином є 
«новим» для користувача. Коефіцієнт освоєння матеріального чи ін-
формаційного продукту  

α osv
Sv 2K( )

SvK

K 1+

2K

i

svi∑
=

1

K

i

svi∑
=

;       0 α osv≤ 1≤ ,           (5.2) 

де K – накопичена кількість випущених виробів; Np – кількість елеме-
нтів виробу; sv  – робочі витрати на елемент при накопиченому випу-
ску K; SvK – сумарні витрати на випуск К виробів; Sv 2k( ) – сумарні 
витрати при подвоєнні випуску. 
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На рис. 5.2 та 5.3 подано фрагменти інтерфейсів. Проблеми типо-
вих виробничих об’єднань – численний і різноманітний асортимент 
продукції – наприклад: маслофільтри, бойлери, млини, мінітрактори 
та машини для чищення часнику. Потреби у подібній продукції зви-
чайно нестабільні, недовгі. В верхній частині рис. 5.2 подано приклад 
оптимального агрегування, в нижній частині – приклад аналізу впливу 
невизначеностей. Переваги розробленої програмної системи – повна 
«прозорість» – зміни в ФВ елементів просто відображуються в опти-
мальному розподілі ресурсів або навантаження. 

 
Рисунок 5.2 – Оперативне оптимальне управління виробництвом  
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На рис. 5.3 подано приклад актуальної дворівневої оптимізації і 
використання її для мінімізації витрат при заданому рівні наванта-
ження. 

 

 
 

Рисунок 5.3 – Оптимальне оперативне управління дворівневою  
виробничою системою  
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На рис. 5.4 подано фрагменти розв’язання задачі про оптимальний 
розвиток мережі зв’язку. Проблеми – короткі життєві цикли проектів. 
Об’єкт запровадження – методика розв’язання багатовимірної задачі 
розвитку для системи з довільними, в тому числі – ступінчастими, ФР. 

 

 
 

Рисунок 5.4 – Інтерфейс для задачі оптимального розвитку мережевої системи  

Розроблено комплект програмного забезпечення та методику ана-
лізу і планування процесів розвитку. Реалізовані всі стандартні методи 
аналізу впливів і невизначеностей. На рис. 5.5 подано приклад для 

Розподілена система: мережа 

Оптимальне агрегування  
ФР елементів 

Оптимальний процес  
розвитку системи 

Дезагрегування – розподіл ресурсів  
розвитку між елементами 
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«що буде якщо» аналізу задачі оптимального розвитку – запровадже-
ний практичний результат.  

 

 
 

Рисунок 5.5 – Приклад результатів що буде якщо аналізу 
 

Особливість розробленого програмного забезпечення – застосу-
вання алгебриїзованих моделей динаміки розвитку. Це зокрема дозво-
ляє просто отримувати функції впливу будь-якого параметра моделі 
на показники функціонування системи. На рис. 5.6 подано приклад 
розрахунку функцій впливу. 
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Рисунок 5.6 – Приклад аналізу функцій впливу 
 

Наступний крок в практичному використанні результатів – побу-
дова інформаційних блоків, де комплексно і поетапно подаються ре-
зультати обчислювальних експериментів. На рис. 5.7 подано розгор-
нутий аналіз функцій впливу. Кожній точці функції впливу відповідає 
певний оптимальний процес розвитку. Для користувача важливо ба-
чити, які саме процеси відповідають критичним точкам на функціях 
впливу – екстремумам, розривам. 
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Можемо бачити складний, негладкий, антиінтуїтивний характер 
функцій впливу. В розробці, на відміну від класичних методів аналізу 
чутливості, не використовуються похідні. Розроблені моделі і методи 
потребують відповідних засобів подання результатів моделювання і 
організації досліджень на моделях. На рис. 5.7 подано інформаційний 
блок, де зібрано в логічну систему десятки «живих графіків», число-
вих даних, повідомлень, що цілісно сприймається користувачем-
професіоналом і так підвищують якість і швидкість пошуку та прийнят-
тя рішень. 

 

 
 

Рисунок 5.7 – Приклад деталізованого аналізу функцій впливу 
 
На рис. 5.8 подано приклад розрахунку системи з чотирьох іден-

тичних котлоагрегатів, що відрізняються за ефективністю на 5 %. По-
тенційна економія складає 3–10 % в залежності від рівня малого го-
ріння і характеристик (трендів, випадкових коливань) навантаження 
котельної. 
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Рисунок 5.8 – Аналіз оптимального розподілу навантаження  
для системи з чотирьох котлоагрегатів 

5.2 Моделі адаптивних систем: приклади застосування 

Як і в проектуванні матеріальних об’єктів процес проектування 
повинен включати моделі різного рівня коректності і обґрунтованості. 
Аналогією може бути практика автомобільної індустрії: крім нових 
моделей автомашин для запровадження в серійне виробництво на на-
ступний рік, існують машини – концепти для відпрацювання іннова-
ційних рішень. Головна особливість концептів – вони функціонують і 
дають реальну інформацію для подальшої розробки. 

Моделі «концепти» не є неповноцінними з точки зору адекватнос-
ті і практичної корисності, це просто рання фаза створення інновацій-
них систем та їх моделей. На рис. 5.9 подано інформаційний блок для 
дослідження процесів в адаптивній САУ з настроюванням за логічни-
ми правилами для критичного випадку початкової нестійкості. Подано 
настроювання САУ імпульсами і шумом. Адаптивна САУ працездат-
на. Особливості системи – перехідні процеси в контурі адаптації ма-
ють однакову тривалість з перехідними процесами в основному кон-
турі. В нижній частині рис. 5.9 подано два набори перехідних 
процесів. 
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Рисунок 5.9 – Моделювання «швидкої» адаптивної САУ. Приклад 
 

Знайдені на цій моделі розв’язання використані в поданих далі 
моделях [35, 43, 45, 76, 78, 90, 91, 112, 117, 123, 126], що мають 
наукову новизну і знайшли практичне запровадження (рис. 5.10). 
Біореакторні системи – перспективний напрямок для практики і 
наукових досліджень. 

 

Рисунок 5.10 – Приклади біореакторних систем  
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5.3 Імітаційні моделі систем: аналіз результатів моделювання 

Розробка і дослідження моделей систем «виробники, продукти, 
користувачі» велась одночасно як теоретичне дослідження і розробка 
підсистем підтримки рішень для широкого кола користувачів. Були 
розроблені нові інформаційні структури для подання результатів мо-
делювання таких розподілених систем з елементами трьох класів.  

Центральні ідеї побудови інформаційних структур: подання про-
цесу функціонування і розвитку елемента «на фоні» активного ото-
чення; використання поряд з розподілами ймовірностей рангових роз-
поділів, рангової статистики і рангової динаміки. 

Для елементів розподілених систем важливим компонентом стану 
є не тільки темп узагальненого виробництва, але і ранг елемента – йо-
го позиції відносно оточення інших елементів. Розроблено програми 
для обчислення рангової динаміки.  

Виникла також проблема подання сумісно перехідних процесів в 
системі в цілому і в кожному елементі. Особливо інформативними для 
реального прогнозування виявились тривимірні графіки еволюції роз-
поділів. Відповідно до розроблених моделей розподілених систем 
класів N×1, 1×M, N×M, N×M×K (N виробників, М продуктів, K корис-
тувачів).  

Проблема імітаційних моделей – високі розмірності. Моделюван-
ня виконувалось для систем порядку до 100×1000×1000, тому необ-
хідно було створити інтерфейс для введення характеристик і виведен-
ня процесів для кожного елемента.  

На рис. 5.11 подано базовий модуль для моделей класу «N×М». 
Зміст інтерфейсу – введення даних і процеси розвитку для двох виб-
раних користувачем елементів. 

На рис. 5.12 подано другу частину модуля для аналізу моделей 
класу «виробники, продукти». Реалізовано такий обчислювальний ек-
сперимент: моделюється функціонування системи виробників в ситу-
ації падіння потреб, на фоні такого процесу просліджуються дії двох 
виробників, один з яких використовує пропорційне – детерміноване 
управління, другий – ризикове управління з концентрацією ресурсів 
на очікувано кращому виробі. 
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Рисунок 5.11 – Модуль аналізу процесів у вибраних елементах системи 
«виробники, продукти». Частина 1  

В верхній частині рис. 5.12 подано графіки динаміки випуску для 
кожного з продуктів, ранжованих за перспективністю. Бачимо, що 
«неризиковий» виробник поступово зменшує виробництво неефекти-
вних продуктів і збільшує виробництво ефективних. «Ризиковий» ви-
робник значну частину ресурсів вкладає в кращий продукт і виграє. В 
нижній частині рис. 5.12 подано динаміку сумарного виробництва для 
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всіх виробників цього сегмента виробництва. Лівий графік – несорто-
ваний, правий – сортований. Поперечні зрізи на ранжованому графіку 
– поточні рангові розподіли системи виробників сегменту. Це тільки
одна реалізація складного випадкового процесу. 

Рисунок 5.12 – Модуль аналізу двох вибраних виробників 
«на фоні» системи «N×М». Частина 2 

На рис. 5.13 подано частину модуля «ризик аналіз», побудована на 
вибірці з 2000 реалізацій процесу. У верхній частині – залежність се-
реднього темпу виробництва в кінці періоду моделювання і дисперсії 
нормованої ефективності елемента і частотні розподіли кінцевого тем-
пу виробництва для трьох вибраних елементів; середня частина інтер-
фейсу – вхідні дані; 3Д графік – залежність розподілу ймовірностей 
кінцевого темпу випуску від ефективності елемента. Сценарій дослі-
дження – оцінка статистики ризикового управління «на фоні» елемен-
тів з пропорційним управлінням. 

На рис. 5.14 подано інформаційний блок «аналіз процесів в MNK-
системі. Блок складається з чотирьох комплексних графіків: тривимі-
рний графік функцій належності вибору на лінійці продуктів спожи-
вачів ранжованих за ресурсними обмеженнями («доходами», «бюдже-
тами»), на який накладені просторові криві, що «пояснюють» та 
ідентифікують основний графік; тривимірний графік перехідних про-
цесів для кожного продукту лінійки; звичайні графіки – «зрізи» попе-
реднього тривимірного графіка для цінових позицій лінійки та момен-
тів часу. 
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Рисунок 5.13 – Модуль аналізу частотних розподілів темпу виробництва 
для елементів системи «виробники, продукти». Частина 3 

Звернемо увагу на те, що верхній графік на рис. 5.14 – це тільки 
стан системи в певний момент часу функціонування підсистеми «ко-
ристувачі». Об’єктом новизни і невід’ємною складової даної роботи є 
не тільки моделі, але і форми подання результатів та відповідні ал-
горитми і програми. Особливість розглянутих інтерфейсів – подання 
в комплексі числової та графічної інформації, систем звичайних і про-
сторових графіків, можливість змінювати ракурси графіків, що дозво-
ляє вести ефективні пошукові дослідження. Користувач може форму-
вати сценарії досліджень, порівнювати випадкові, або параметричні 
реалізації процесу розвитку розподіленої системи, поданого в альтер-
нативних формах. Графіки на рис. 5.11, 5.14 підкреслюють нові нау-
ково-практичні результати, отримані за допомогою розробленої моде-
лі і розроблених під цю модель інформаційних структур.  

Той, хто застосовує  
ризикове управління 
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Рисунок 5.14 – Інформаційний блок «аналіз процесів 
в системі «виробники, продукти, користувачі»  

5.4 Розробка мультимедійних посібників, орієнтованих 
на моделювання і створення моделей  

Результати даної роботи систематично запроваджувались в навча-
льний процес. На базі нових наукових результатів формувалися теми 
бакалаврських робіт, дипломних проектів і магістерських дисертацій, 
потім результати розробок переходили в посібники, практикуми. Ви-
дано шість посібників В цих посібниках використано методологію 
створення математичних моделей. Практичний досвід використання 
цих посібників дозволив зробити певні теоретичні узагальнення від-
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носно ефективної структури і функцій узгодженого з вимогами сучас-
ності навчального посібника, зокрема мобільності тематики і стабіль-
ності загальнотеоретичних положень. Інновації закладаються в освіті. 

Сьогодні неважко будь-який паперовий посібник чи підручник на-
брати в текстовому редакторі, зробити гіперпосилання, включити ау-
діо та відео і, нарешті виставити в Інтернеті як засіб дистанційного 
навчання. Однак це не буде електронна книга, що відповідає можли-
востям і вимогам сучасності. 

Поставлено за мету – на основі аналізу і узагальнення світового і 
власного досвіду розробки і використання електронних книг виділити 
раціональну структуру для мультимедійного посібника; відібрати не-
тривіальні задачі і нові методи розв’язання цих задач; розробити мо-
дулі мультимедійних посібників, що є втіленням запропонованої раціо-
нальної структури посібника і функцій навчання. 

Роботи в області створення електронних книг, мультимедійних 
посібників почались одночасно з появою перших серійних обчислю-
вальних машин. Кількість тільки оригінальних публікацій в цій облас-
ті в світі вимірюється тисячами. В останні роки проводився система-
тичний пошук в Інтернеті аналогів для наших розробок в області 
оптимізації і моделювання процесів розвитку. Відомі на рівні довідко-
вої інформації численні модульні дистанційні курси американських 
університетів (мінімальна ціна дистанційного курсу МВА $ 17.000), 
однак вони не є загальнодоступними.  

Прямих аналогів не знайдено. Однією з причин цього може бути 
те, що подібні системно-аналітичні дослідження ведуться в рамках 
корпоративних структур і не виходять за межі цих структур. В світі 
існує «модельний бізнес» – створення математичних моделей для про-
гнозування і планування. Тематика посібників – моделювання і опти-
мізація технічних систем. Матеріал вивчається за допомогою моделю-
вання і конструювання моделей. На обкладинки винесено нові моделі 
і результати моделювання (рис. 5.15). В посібниках подані крім класи-
чних нові моделі в новій орієнтованій на сучасні мільтимедійні можли-
вості формі, подібній тому, що подано на рис. 5.9–5.14. Нові моделі 
використовуються як теми курсових і дипломних робіт, а потім після 
такої апробації входять до посібника.  
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Рисунок 5.15 – Монографії і посібники, орієнтовані на моделювання 

Класичні моделі були результатом випадкових відкриттів високо-
кваліфікованими вченими, або десятків років праці науковців. Звідки 
черпати раціональні технології створення математичних моделей (за 
кінцевий час при кінцевих витратах) для заданого процесу чи об’єкта? 
Виявляється, що тут, зокрема, можна застосувати методи і технології 
створення програм, мікропроцесорів, літальних апаратів і, взагалі, ме-
тоди прикладного системного аналізу і загальної теорії систем. Голов-
не тут – розуміння якісних змін в області інтелектуальної діяльності, 
яку слід назвати «конструювання математичних моделей». 

Накопичення нових моделей і методів дає локальний (для певного 
вузького кола розробників) ефект зростаючої продуктивності – тому, 
хто зробив дві робочі моделі набагато легше створити третю, а трина-
дцята модель буде синтезуватись в діалозі з «експертною системою». 
Такі ефекти завжди виникають в успішних науково-дослідних і проект-
них організаціях.  

Аналіз процесів розвитку організацій дозволяє позбавитись від 
зайвого оптимізму відносно запропонованого підходу до навчання 
орієнтованого на моделювання, оскільки без виконання низки умов 
спроба перебудови змісту і методів освоєння певних дисциплін на базі 
напрацьованих моделей і методів буде провальною.  
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В зв’язку з потребами сучасного виробництва, з часом, на перший 
план на майбутньому конкурентному ринку послуг вищої освіти вий-
дуть показники кількості і якості робочих математичних моделей, що 
використовуються для навчання і набуття віртуального практичного 
досвіду.  

5.5 Робочі моделі оптимального однокрокового 
і багатокрокового розподілу ресурсів 

Задача оптимального розподілу навантаження. Природна інтер-
претація задачі – розподіл навантаження в теплоенергосистемі. Зви-
чайно навантаження в таких системах має випадкові коливання і детер-
міновані складові – лінійні і періодичні тренди (звичайно – добові). 
Для прикладу взято систему з двох елементів і графік навантаження з 
періодичними коливаннями та випадковими короткочасними коли-
ваннями. Система управління повинна для кожного заданого рівня на-
вантаження знаходити оптимальний за критерієм сумарних витрат роз-
поділ між елементами. На рис. 5.16–5.19 подано результати 
розрахунку розподілу і оптимальних виробничих функцій системи для 
випадків випуклих і невипуклих ВФ елементів та різних функцій на-
вантаження. 
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Рисунок 5.16 – Оптимальний розподіл навантаження для випуклих ВФ 

Бачимо, що у випадку невипуклих ВФ на певних інтервалах часу 
навантаження певних елементів стає нульовим. Але найгіршим є те, що 
така зміна в розподілі навантаження повинна бути раптовою. Уявимо 
собі регіональну виробничу систему з декількох заводів з оптимальним 
управлінням при коливаннях попиту. «Виключити» або «включити» 
завод набагато складніше, ніж котлоагрегати чи хімічні реактори. Тоб-
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то оптимальні управління розподілом ресурсів в розподілених системах 
з невипуклими узагальненими виробничими функціями не тільки скла-
дно обчислювати, але і набагато складніше реалізувати. 

Рисунок 5.17 – Оптимальний розподіл навантаження для невипуклих ВФ 

Рисунок 5.18 – Оптимальний розподіл навантаження для невипуклих ВФ 
і навантаження з лінійним і періодичними трендами 

Рисунок 5.19 – Оптимальний розподіл навантаження для невипуклих ВФ 
з лінійним та періодичними трендами і випадковою складовою 
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5.6 Технологія створення базової версії метамоделі 

Метамодель – модель процесу сумісного розвитку об’єкта та мо-
делі об’єкта. Далі подано приклад побудови нової моделі – без прото-
типів. Від словесних описів, до робочих моделей «процеси» і «статис-
тика – розподіли імовірностей». Цей підрозділ – «протокол 
конструювання моделі», розбитий на кроки розробки. 

Крок 1. Трансляція лінгвістичної моделі процесів в графічну 
форму 

На схемах вертикальні стрілки – інтенсивність обміну. Ліворуч – 
ситуація «спочатку модель», праворуч – «спочатку об’єкт».  

Крок 2. Побудова структури зв’язків системи «модель–об’єкт» 
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Крок 3. Побудова бібліотеки детермінованих нелінійних 
функцій зв’язків елементів моделей 

Цей крок не подається – функції виробництва, розвитку, попиту 
розглянуті в розділах 1–4. 

Крок 4. Побудова детермінованої та дискретної моделі 
розвитку системи «модель–об'єкт» 

Вводимо позначення для правих частин рівнянь: 

Fmod x1 x2, fmm, fpm, VPm,( ) fmm x1 t( )( )( ) 1 x1 t( )−( )⋅ Inm t( )⋅ fpm x2 t( )( )⋅ ;  (5.3) 

Fprs x1 x2, fpp, fmp, VPp,( ) fpp x2 t( )( ) 1 x2 t( )−( )⋅ Inp t( )⋅ fmp x1 t( )( )⋅ ;  (5.4) 

де fmm, fpm, fpp, fmp – функції зворотних і перехресних зв'язків в сис-
темі; VPm,VPp – вектори параметрів моделі для систем, що розвива-
ються: «спочатку модель – потім об’єкт». Така структура функцій 
(5.3) і (5.4) обумовлена специфікою метамоделі розвитку – недоліком 
статистичних даних, істотною нелінійністю і нестаціонарністю зв'яз-
ків в системі процесів розробки нових продуктів і створення нових 
виробництв. Ще один чинник – можливі структурні відмінності функ-
цій fmm, fpm, fpp, fmp для різних продуктів і технологій виробництва. 
Врахувати ці чинники дозволяють два рівні параметрів функцій – чи-
слові параметри і функції різних структурних класів. 

Запишемо різницеві рівняння 

x1k 1+ x1k Fmod x1k x2k, fmm, fpm, VPm,( ) ∆T⋅+ , 

x2k 1+ x2k Fprs x1k x2k, fpp, fmp, VPp,( ) ∆T⋅+ .     (5.5) 

Подання реалій створення і розвитку нових виробничих систем у 
вигляді коефіцієнтів новизни і освоєння дозволило зблизити парадиг-
ми «спочатку модель, потім об'єкт» і «спочатку об'єкт, потім модель». 
Суть зближення – технічний прогрес часто виконується малими за 
приростом новизни кроками: модель існуючого класу об'єктів корек-
тується, проводиться моделювання, накопичення знань на віртуальній 
реальності, потім створюється нова або модифікується існуюча виро-
бнича система. Тепер уже модель коректується за новою системою. 
Стандартний шлях створення нових виробничих систем – проектуван-
ня, випуск проектної документації, заборона роботи без останньої. 
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Крок 5 Моделювання детермінованої системи 
Задаємо тестові параметри 

; ; ; ; . 

Конкретизуємо і тестуємо функції зв’язків 

; ; ; . 

; ; ; 

темп витрат на розробку моделі: ;  

темп витрат на створення виробничої системи: 

; . 

; 

. 

Записуємо робочі рівняння системи 

. 

Запис в загальному вигляді: стан , оператор 

. 

Метамодель системи «модель–об'єкт» – пара: 
. 

Виводимо графіки двох процесів з різними темпами розвитку. 

252 



Крок 6. Розробка базового модуля «довільна нечітка функція» 
Задача: деяка величина Х є випадковою або нечіткою. Вважаються 

заданими розподіли ймовірності dpr X( ) або нечіткості. dfz X( ). Задана 
деяка функція Y fp X( ). Інтерпретація цих функцій – всілякі виробни-
чо-технологічні залежності типу «витрати ресурсів–випуск», витрати 
палива на кілометр, експлуатаційні витрати на заданий випуск проду-
кції, залежність якості продукції від об’єму випуску. Ці залежності 
важко вимірювати, ідентифікувати, вони природним чином є нечітки-
ми і стохастичними. З іншого боку, ці характеристики вкрай важливі 
для управління виробничими системами. Додатковий, специфічний 
чинник – ці характеристики конфіденційні незалежно від того, вищі 
або нижчі вони від середнього галузевого рівня. Дуже неважко уявити 
таку ситуацію: деяка виробнича організація бажає достовірно знати 
свої позиції в деякому сегменті виробництва. Таку інформацію можна 
отримати на основі розрізнених статистичних даних і наших моделей.  

Сьогодні статистика впевнено відстає від технічного прогресу для 
інноваційних і високотехнологічних виробництв. Отриманням цих 
функцій повинні займатися технологи, конструктори. Функції fp X( ) 
визначені в обмеженій області 0 X≤ Xmax≤ . Ymin Y≤ Ymax≤ . Розподі-
ли ймовірності dp X( ) або розподіли нечіткості df X( ) вважаємо параме-
трично залежними від X, Y:  

dpr X( ) => dpr X Vpp X Y,( ),( ); dfz X( ) => dfz X Vpf X Y,( ),( ), 

де Vpp(X,Y), Vpf(X,Y) – параметри розподілу. 
Запишемо формальний вираз для нечіткої функціональної залеж-

ності Y fp X( ) => fpf X Y,( ), де Х – значення вхідної змінної, Y – зна-
чення розмитої вихідної змінної, fpf  – функція ймовірності (прилад-
дя), що зазвичай нормується:  

– для імовірнісної невизначеності для всіх Xmin x≤ Xmax≤  

Ymin

Ymax
yfpf x y,( )

⌠

⌡

d 1. 

– для нечіткої невизначеності для всіх Xmin x≤ Xmax≤  і
max fpf x y,( )( ) 1. 

Зручніше представити розмиту функцію як розподіл ймовірності 
змінним середнім і розкидом, залежними від Х. 

253 



254 

Приклад 1. Побудова розмитої функції класу «обмежена, що мо-
нотонно зростає». 

6.1. Задаємо детерміновану функцію зв'язку 

F x vpF( ) F4 x vpF 1 vpF 2 vpF 3  ; pF x vpF( )
x

F x vpF( )
d

d
 . 

6.2. Задаємо розподіл ймовірностей  
fpr y    dnorm y    . 

6.3. Задаємо залежності параметрів розподілу від вхідної змінної Х 

f x vpF( ) F x vpF( ) ; f x vpF kz( ) kz1 pF x vpF( ) kz2  . 

6.4. Збираємо розмиту функцію 

Ffz x y vpF kz( ) fpr y f x vpF( ) f x vpF kz( )  . 

6.5. Реалізація значення нечіткої функції 

Yy x vpF kz( ) qq rnorm 1 F x vpF( ) kz1 pF x vpF( ) kz2  1

kk max qq 0( )

 . 

Задаємо значення параметрів і тестуємо розмиту функцію. Робимо 
дискретизовану версію функції  

y 1 100 ; Nk 100 ; i 1 Nk ; j 1 Nk ; dx 3 ; dy 1 ; 

kz
20

0.5









 ; vpF

8

0.025

25









 ; ffz i j Ffz i dx j dy vpF kz( ) . 

Нижче подано графіками всі наведені вище вирази.  

ffz

0 200 400
0

50

100

F x vpF( )

pF x vpF( ) 100

Yy x vpF kz( )

x

myn x( ) f x vpF( ) f x vpF kz( ) plu x( ) f x vpF( ) f x vpF kz( )
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0
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0.04

fpr y 10 10( )

fpr y 40 20( )

y

0 200 400
0
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Приклад 2. Побудова розмитої функції класу «обмежена функція 
з одним екстремумом на інтервалі визначення». 

1. Задаємо детерміновану функцію зв'язку
. 

2. Задаємо розподіл ймовірностей
. 

3. Задаємо залежності параметрів розподілу від вхідної змінної Х
; . 

4. Збираємо розмиту функцію
. 

5. Реалізація значення нечіткої функції

Задаємо значення параметрів і тестуємо розмиту функцію. Робимо 
дискретизовану версію функції ; ; ; 

; ; ; ; ; 

. 
Нижче подано графіками всі подані вище вирази. 
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Крок 7. Моделювання нечіткої системи 
Ми побудували чітку модель динаміки системи, що розвивається, 

«імітаційна модель, об’єкт моделювання», побудували моделі імовір-
нісних (нечітких) нелінійних зв'язків. 

Задаємо тестові параметри 
Td 100:= ; k 1 Td..:= ; ∆T 0.1:= ; x10 0.1:= ; x20 0.01:= . 

Конкретизуємо і тестуємо функції зв’язків 
fmm0 x( ) 12:= ; fpm0 x( ) 0.8 rnd x( )⋅:= ; fpp0 x( ) 6 x⋅:= ; fmp0 x( ) 0.5 x⋅:= . 

VPm
1

1

1

1








:= ; VPp
1

1

1

1








:= ; VPm 0:= . 

Задаємо темп витрат на розробку моделі up kk( ) 1:= , темп витрат на 
створення виробничої системи.  

Реалізуємо блоки (схема, крок 2) моделі 

Задаємо чіткі і нечіткі функції зв’язків згідно з алгоритмом конс-
труювання нечітких моделей, опис яких наведений вище: fmm, fpm, 
fpp, fmp. Зафарбовані вирази – контроль процесу розробки. 

1.1 Детермінована функція зворотного зв’язку моделі 

fmm x vpF,( ) vpF 1 dchisq 0.1x vpF 2,( )⋅ 10+:= . 

1.2 Розподіл ймовірності (нечіткості) 

fpr y µ, σ,( ) dnorm y µ, σ,( ):=  

1.3 Залежності параметрів розподілу від вхідної змінної Х 

fµ x vpF,( ) fmm x vpF,( ):= ; fσ x vpF, kz,( ) kz1 fmm x vpF,( ) kz2+( )⋅:= . 
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1.4 Розмита функція  
1.5 Реалізація значення нечіткої функції 

Ymm x vpF, kz,( ) qq rnorm 1 fmm x vpF,( ), kz1 fmm x vpF,( ) kz2+( )⋅, 1←

kk max qq 0,( )←

:= ; 

kz1
0.3

10








:= ; vpF1

20

8

0









:= ; kz2
20

0.5








:= ; vpF2

8

0.025

25









:= . 

2.1 Детермінована функція впливу об’єкта на модель 

fpm x vpF,( ) F4 x vpF 1, vpF 2, vpF 3,( ):= ; pfpm x vpF,( )
x

fpm x vpF,( )d
d

:= . 

2.2 Розподіл ймовірності (нечіткості) 

fpr y µ, σ,( ) dnorm y µ, σ,( ):= . 

2.3 Залежності параметрів розподілу від вхідної змінної Х 

fµ x vpF,( ) fpm x vpF,( ):= ; fσ x vpF, kz,( ) kz1 pfpm x vpF,( ) kz2+( )⋅:= . 

2.4 Розмита функція. 
2.5 Реалізація значення нечіткої функції 

Ypm x vpF, kz,( ) qq rnorm 1 fpm x vpF,( ), kz1 pfpm x vpF,( ) kz2+( )⋅, 1←

kk max qq 0,( )←

:=

3.1 Детермінована функція зворотного зв'язку об’єкта 

fpp x vpF,( ) vpF 1 dchisq 0.1x vpF 2,( )⋅ 14+:= ; 

3.2 Розподіл ймовірностей  

fpr y µ, σ,( ) dnorm y µ, σ,( ):= . 

3.3 Залежності параметрів розподілу від вхідної змінної Х 

fµ x vpF,( ) fpp x vpF,( ):= ; fσ x vpF, kz,( ) kz1 fpp x vpF,( ) kz2+( )⋅:= . 

3.4 Розмита функція. 
3.5 Реалізація значення нечіткої функції 

Ypp x vpF, kz,( ) qq rnorm 1 fpp x vpF,( ), kz1 fpp x vpF,( ) kz2+( )⋅, 1←

kk max qq 0,( )←

:= . 
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Крок 8. Розробка програми для нечіткої метамоделі 
З розроблених моделей динаміки розвитку об’єкта і його моделі 

збираємо програму, підставляємо тестове управління процесами. Син-
тез оптимального управління розвитком – друга частина розробки.  

Результати моделювання – дві реалізації випадкового процесу. 

Крок 9. Розробка модуля статистики для процесу розвитку 
системи «модель–об'єкт» 

Процеси розвитку системи «модель – об'єкт» в рамках розробленої 
моделі є складні для аналітичних методів процеси галуження. Для ке-
рівників і аналітиків просто необхідна кількісна інформація для розу-
міння і оцінки ризиків розвитку. Ця інформація формально відсутня 
для інноваційних продуктів і виробництв, за визначенням. Ми врахо-
вуємо, що будь-які інноваційні розробки використовують свій і зов-
нішній досвід і статистику попередніх розробок. Таким чином в інно-
ваційних розробках можливо зібрати неповну статистику від різних 
непрямих аналогів. Наведемо приклад програми: 
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ModRazvyb x11 x10←

x21 x20←

X1sat X1s←

X2sat X2s←

Kvyb 1000←

x1k 1+ x1k Fmodp x1k x2k, kz1, kz2, vpF1, vpF2, um,( ) ∆T+←

x2k 1+ x2k Fprsp x1k x2k, kz3, kz4, vpF3, vpF4, up,( ) k 10>( )⋅ ∆T⋅+←

Tmsatk X1sat 0.1− x1k< X1sat 0.1+<( ) k⋅←

Tpsatk X2sat 0.1− x2k< X2sat 0.05+<( ) k⋅←

k 1 Td..∈for

Vybmi max Tmsat( )←

Vybpi max Tpsat( )←

i 1 Kvyb..∈for

vyx
Vybm

Vybp








←

:=

Модель інноваційного об’єкта, побудована на базі породжуваль-
них механізмів, а не статистичних даних, може стати джерелом вірту-
альної статистики. Комплексне використання віртуальної і реальної 
статистики дозволяє підвищити якість прогнозування і управління за 
рахунок взаємоконтролю і взаємодоповнення реальних і віртуальних 
статистичних даних. Модифікуємо програму ModRaz . Для практики 
корисні статистичні характеристики таких показників, як час початку 
випуску нової продукції, рівень задовільності моделі в середині пла-
нового періоду. Останній показник важливий для прийняття рішення 
про початок створення нового продукту. Приклад результатів моде-
лювання. Розмір вибірки – 1000. 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

80

160

240

320

400

время разработ ки модели
время разработ ки  объект а

Drazvm histogram 10 ModRazvyb1,( ):= Drazvp histogram 10 ModRazvyb2,( ):=

0 50 1000

0.5

1

x1k

x2k

k

 X1s 0.8=  ; X2s 0.9=
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Крок 10 – Трудовитратна робота по «прикріпленню» (калька з 
англійської, що точніше передає суть операції «ідентифікація моделі за 
неповних і недостовірних статистичних даних реальної реальності»).  

5.7 Аналіз адекватності розроблених моделей 

Математичне моделювання встановлює зв’язки між значеннями 
різних змінних, визначених в процесі вимірювань. Математичне мо-
делювання, базуючись на вимірюваннях, в свою чергу, є фундаментом 
для методів прийняття рішень і управління. Математичні моделі роз-
діляють на індикаторні (що зв’язують індикаторні змінні) і латентні 
(що зв’язують латентні змінні). Індикаторно-латентні моделі відносять 
до вимірювань – метричних моделей, а не до математичного моделю-
вання. Тобто, слід чітко розділяти математичні моделі і моделі-
апроксимації: якщо певна залежність знайдена емпірично, як функція, 
що «найкращим чином» наближує емпіричні дані – це апроксимація, 
що відноситься до рівня вимірювання; якщо та ж залежність знайдена 
з теоретичних міркувань, ширших ніж зв’язок між цими змінними, то 
це вже математична модель і така модель відноситься до рівня мате-
матичного моделювання. Ця математична модель повинна не тільки 
підвести «теоретичну базу» під дану емпіричну залежність, але і пояс-
нити певні інші емпіричні залежності [275]. 

Багато уваги приділяється проблемі в роботах Форрестера. Замість 
середньоквадратичної помилки Форрестер пропонує розгорнуту про-
цедуру оцінки адекватності моделі. Модель повинна відтворювати 
властивості реального об’єкта: стійкість, коливальність, катастрофічні 
режими. Впевненість в придатності моделі як експериментального ін-
струмента для вивчення результатів змін у виробничій системі базу-
ється тільки на впевненості окремих компонентів – функціональних 
моделях і на тому, що в сукупності вони відображають релевантні для 
користувача сторони поведінки системи, що моделюється. 

Форрестер визначив специфіку моделей технічної системи, яка 
тільки проектується [272]. Головною задачею порівняння моделі і 
майбутньої реальної системи є виявлення можливостей відображення 
поведінки реальної системи, підтвердження адекватності головних 
структурних елементів моделі. Впевненість в коректності основних 
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структурних компонентів реальної системи повинна бути для всіх 
компонентів системи, що створюються чи модифікуються.  

Після цього може бути сформульовано твердження, що загальні 
характеристики, отримані на новій моделі, є достовірними і повністю 
відповідають напрямку роботи по зміні реальної системи.  

Рисунок 5.20 – Схема процедур встановлення адекватності моделі розвитку 

Наведемо цитату: «Ця числова модель не є результатом статисти-
чного аналізу даних з часових рядів, якими звичайно користуються. 
Йдеться про таку модель, котра є відображенням структури системи. 
Тому модель добра в такій же мірі, як і пропозиції, що лежать в її ос-
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нові. Інші моделі недобрі тому, що не враховують нелінійності, зворо-
тні зв’язки, або через дефіцит знань та сприйнятливості їх творців» 
[272]. Схема на рис. 5.20 – це формалізація і узагальнення з робіт зі 
створення моделей. 

Моделі, що розроблені в даній роботі відноситься до класу нелі-
нійних стохастичних динамічних систем з розривними функціями 
управління. Тому, на відміну від моделей-апроксимацій, процедура 
встановлення адекватності розпадається в послідовність певних про-
цедур, кожна з яких містить певні проблеми. Саме ці проблеми розг-
лядаються в роботах Р. Беллмана з прийняття рішень в умовах неви-
значеності. Пункти перевірки адекватності є поєднання логічних «І»: 
якщо модель неадекватна за результатами перевірки на певному пунк-
ті, вона неадекватна взагалі. 

Перший пункт перевірки – адекватність функціональних суб-
моделей. В даній роботі функціональні субмоделі – функції виробни-
цтва, розвитку, освоєння взяті з визнаних джерел [213, 214, 272, 276, 
277, 281]. В основі виробничих функцій лежить комплекс законів фі-
зичного характеру: термодинаміки, гідро- і газодинаміки, хімії, оброб-
ки металів. Достовірність цих функцій на рівні достовірності законів 
фізики. За своїм топологічним характером узагальнені виробничі фу-
нкції не відрізняються від дросельних характеристик двигунів внут-
рішнього згорання, характеристик електронних підсилювачів, теплоо-
бмінників. Для складних виробів виробнича функція визначається 
мережевими операційними схемами збирання виробів. В теорії вироб-
ничих функцій розрізняють «швидкі» і «повільні» виробничі функції. 
При необхідності швидко змінювати темп виробництва змінюють в 
певних межах подачу ресурсів і параметри технологічного процесу, 
збільшують інтенсивність роботи, час роботи. Повільні виробничі фу-
нкції відображують процеси нарощування чи згортання виробничих 
потужностей. На першому рівні в моделях розвитку закладені досто-
вірні, структурно адекватні моделі технологічних елементів і систем. 
Так виконано першу необхідну умову адекватності моделі розвитку. 

Другий пункт перевірки – адекватність моделі системи до па-
раметричного класу «узагальнена виробнича система». Суть про-
цедури, згідно з Форрестером – збирання великих масивів наявної кі-
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лькісної і описової інформації відносно систем також технологічного 
класу, наприклад хімічних реакторів – стиролу, бензину, біореакторів, 
металообробних комплексів, прокатних станів, технологічних ліній 
виробництва цукру, кераміки. Синтез такої розсіяної інформації дає 
можливість надійно визначити загальні топологічні властивості окре-
мих класів нелінійних динамічних систем – стійкість, зокрема, рапто-
ва втрата стійкості, коливальні режими, автоколивання, розривність 
оптимальних управлінь, залежність усталеного стану від початкових 
умов. Не слід вважати ці властивості інтерпретацією емпіричних да-
них, названі характеристики є об’єктами «якісної теорії динамічних 
систем». Використані і розроблені моделі розвитку не можуть бути 
якісно неадекватними при виконанні умови адекватності функціона-
льних субмоделей. Порівняльний аналіз показав, що параметричним 
настроюванням можна відтворити частотні і рангові розподіли для пе-
вних змінних стану системи. Найбільш важливим пунктом в якісній 
адекватності моделей є відтворювання розривних характеристик роз-
поділених технологічних систем. Наведемо приклади: оптимальний 
розподіл навантаження елементів при довільних змінах сумарного на-
вантаження. Раптові зміни оптимальних управлінь – комплексна важ-
лива і «одвічна» проблема, в [173] з цього приводу сказано: класична 
форма динамічних моделей базується на використанні систем ліній-
них диференціальних рівнянь. Такі моделі незручні, тому що системи, 
які розвиваються описуються диференціальними рівняннями з негла-
дкими, розривними і стохастичними правими частинами. Крім того, 
класичні форми подання динаміки малопридатні для опису реальних 
виробничих систем. Сенс розвитку є саме в пошуку і створенні мож-
ливостей використання виробничих потужностей з більш ефективни-
ми технологіями. Беллман за рахунок витончених аналітичних конс-
трукцій зводив цю проблему до отримання рівняння для визначення 
моменту «переключення» управління. В роботі [173] для цього ство-
рюється новий клас інтегральних рівнянь, окремий випадок яких інте-
грал згортки для визначення реакції лінійної динамічної системи на 
довільний вхідний сигнал. Складність цих двох підходів зростає швид-
ше, ніж розмірність задачі. Тому аналітичні моделі обмежуються сис-
темами 2–3-го порядку. 
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У використаних і розроблених моделях відтворення розривних 
управлінь є побічним, вторинним результатом. З точки зору адекват-
ного відображення головної властивості процесів розвитку розроблені 
моделі не мають обмежень по розмірності багатопродуктової системи 
і виду нелінійностей. Тобто розроблена модель радикально краща мо-
делей-аналогів. Суть такого покращення не в створенні нових аналі-
тичних методів, а в раціональній декомпозиції та відмові від аналіти-
чних і пошукових методів на нижньому рівні. В методі оптимального 
агрегування на нижньому рівні екстремум функції однієї змінної зна-
ходиться методом прямого перебору, а в розв’язанні варіаційної задачі 
максимум функції Гамільтона (однієї змінної в еквівалентній оптима-
льно агрегованій моделі) теж знаходиться методом прямого перебору. 
Метод прямого перебору не має обмежень по виду функції. 

Схема на рис. 5.20 є узагальненням з аналізу адекватності моделей 
систем, що розвиваються, і також елементом методологічної новизни: 
додано блок «інші системи даного параметричного класу». Без цього 
пункту будуть «науково незаконними» моделі ще неіснуючих реаль-
них систем. Моделі-аналоги утворюють тимчасовий еталон для вста-
новлення адекватності моделі реально створюваної системи. Таким 
чином і за другим пунктом розроблена модель є адекватною в своєму 
параметричному класі. 

Третій пункт перевірки – адекватність за середньоквадратич-
ним критерієм. На цьому кроці приходимо до стандартної наукової 
процедури – визначення міри розходження між двома функціями «ем-
пірична залежність» та «модельна залежність». Формально ця проце-
дура відповідає (див. рис. 5.20) перевірці адекватності для моделі-
апроксимації (характеристики електродвигуна, гідроприводу, тирис-
тора, тріода), де все потрібне задане чітко і однозначно. Однак, для 
моделей процесів розвитку в цьому пункті виникають специфічні 
проблеми. 

Проблема 1. Відсутність еталонної реальної системи – абсолютна 
(реальна система ще не створена) і відносна (дані про поведінку реа-
льної системи недоступні, неповні, зашумлені). При наявності емпі-
ричних даних ці дані, майже завжди, є реалізаціями випадкових про-
цесів (в розробленій моделі це відображено в ймовірнісній функції 
освоєння). Виникають дві альтернативи вирішення проблеми: ввести 
нечітку міру адекватності для двох «розпливчастих» функцій; за ета-
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лон взяти статистичне середнє (нелінійну регресію), для чого треба 
мати достатню вибірку. 

Проблема 2. Створення моделі-апроксимації. Суть моделювання 
складних динамічних систем в тому, що ми отримуємо параметризо-
вану модель класу. Тут є дуже близька аналогія з об’єктним програ-
муванням і те, що потрібно для виконання канонічної процедури пе-
ревірки адекватності, – це отримання «екземпляра класу». Тобто 
вирішення проблеми – параметрична ідентифікація моделі, побудова-
ної на базі породжувальних механізмів. Треба знайти такий набір па-
раметрів, що дає мінімальну помилку апроксимації емпіричних даних. 
У випадку, коли модель повинна бути моделлю-предиктором для кон-
кретної технологічної системи, і повинна відслідковувати зміни в 
об’єкті моделювання. В термінах адаптивних систем управління це 
процес настроювання. Тепер сформулюємо послідовність операцій 
для третього, останньогокроку встановлення адекватності моделі ем-
піричним даним: 

– формування еталонних емпіричних даних – усереднення, ураху-
вання випадкових і систематичних помилок вимірювання, робастне 
оцінювання – аналіз даних на наявність великих формальних помилок, 
фільтрація; 

– параметрична ідентифікація емпіричних даних відносно параме-
тризованої моделі класу процесів розвитку – аналогом процедури мо-
же бути типова процедура «перевірки статистичних гіпотез» – іденти-
фікації емпіричних частотних розподілів (гістограм) певним 
«теоретичним розподілом»; 

– отримання міри розходження, звичайно інтегральної квадратич-
ної помилки і прийняття рішення: модель «адекватна», «неадекватна» 
в залежності від значення певного критерію. Для ідентифікації часто-
тних розподілів використовуються критерії Пірсона, Колмогорова та 
ін. Для методів перевірки адекватності моделей розвитку технологіч-
них систем відсутні не тільки результати, але і постановки. 

Модель процесу розвитку не створюється «з нуля», одномомент-
но, а в процесі розвитку цієї моделі. Тому процедура контролю адек-
ватності розподіляється за етапами розвитку моделі, вбудовується в 
процес побудови і модифікації моделі як обов’язкова процедура конт-
ролю програмних та алгебраїчних помилок і оцінка якості моделі за 
термінологією Форрестера. Отримано задовільне вирішення пробле-

265 



ми. Окреслені задачі для наступних досліджень в цьому напрямку. 
Перевірку адекватності переносимо в наступний розділ, де об’єднуємо 
з прикладами застосування розробленої системи для задач організа-
цій, де виконується запровадження результатів досліджень. 

Числові оцінки адекватності моделей. Порівняємо на прикладах 
міжрівневі і специфічні властивості моделей і об’єктів моделювання. 
Розглянемо моделі електродвигунів,транзисторів, гідроприводів і па-
ралельно – моделі збиральних конвеєрів, парових котлів, хімічних ре-
акторів, виробничих систем і систем виробників. 

Спільне у цих двох груп моделей – невичерпна складність елект-
ричних, термодинамічних, хімічних процесів. Суттєва відмінність – 
масштаби і можливості натурних експериментів та коректних вимірю-
вань змінних стану, збурень, управлінь і параметрів. В цьому плані 
виключається можливість змістовного порівняння певних числових 
характеристик об’єкта і моделі. 

Невизначеності. Для першої групи об’єктів можна виключити бі-
льшість збурень, для об’єктів другої групи можливості експериментів 
обмеженні, статистичні дані не відповідають вимогам теорії ймовір-
ності. Невизначеності в таких системах є природною властивістю сис-
теми. 

Еволюція. Характерна властивість систем другої групи – нестаціо-
нарність, яка має такі інтерпретації: старіння, наприклад – «отруєння» 
каталізатора в реакторах, нагар і накип в котлоагрегатах, навчання і 
освоєння у високотехнологічних інноваційних системах. Для трьох рі-
внів перевірки адекватності (див. рис. 5.20) отримані таки діапазони 
адекватності моделей: 

– рівень 1, моделі функцій виробництва, розвитку, освоєння – 3–5 %;
– рівень 2, моделі процесів розвитку, оптимальні стратегії – 5–10 %;
– рівень 3, моделі систем виробників, рангові розподіли для продук-

тів, виробників – 5–15 %. 
При переході до рівнів 2 і 3 маємо справу з нечіткими, стохастич-

ними та нестаціонарними об’єктами, для яких застосування критеріїв 
довіри не є адекватним. Цю ситуацію Дж. Форрестер назвав «хибні 
кореляції».  
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Висновки до розділу 5 

В розділі виконано розробку і дослідження останньої ланки про-
цесу побудови і використання математичних моделей – систем інтер-
фейсів відповідних моделей. Розглянуто зміст запроваджень результа-
тів досліджень в організаціях і підприємствах. Матеріали розділу 
відповідають напрямку «інформаційні технології в дослідженнях на 
віртуальній реальності». В доступній літературі з цих напрямків да-
ються загальні правила побудови інтерфейсів та проведення обчислю-
вальних експериментів і абстрактні схеми без прив’язки до нетривіа-
льних прикладів саме інноваційного розвитку. Не знайдено прямих 
аналогів моделей даної роботи. Виконано узагальнення інтерфейсів за 
областями призначення: засоби і технології проведення досліджень на 
моделях; засоби і технології використання моделей в навчальному 
процесі. 

Вибрано структуру інтерфейсів і згідно з цією структурою викона-
но розробки інтерфейсів для моделей, розглянутих в розділах 2, 3, 4: 

– інтерфейси і результати моделювання агрегованих моделей;
– інтерфейси і результати моделювання відмовостійких систем;
– інтерфейси і результати моделювання – імітаційні моделі вироб-

ничих систем. 
Інноваційний характер розвитку технічних систем вимагає відпо-

відних змін в змісті і структурах навчального процесу в системі вищої 
освіти. Нові моделі і методи вводились в навчальний процес за схе-
мою: теми дипломних і курсових проектів, методичне забезпечення 
практичних і лабораторних занять, підготовка посібників – паперових, 
електронних, дистанційних. Результати досліджень відображені в [33, 
34, 36–38, 47, 48, 50, 61–65, 67, 79, 80, 82, 88, 91–93, 127, 129, 131, 
132]. 
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ВИСНОВКИ 

В результаті проведених досліджень зроблено суттєвий внесок в 
розв’язання актуальної науково-практичної проблеми відсутності ме-
тодологічної основи для побудови цілісного підходу до моделювання 
процесів функціонування та розвитку розподілених виробничих сис-
тем, що зумовлює недостатню ефективність функціонування і розвит-
ку таких систем, шляхом створення ефективних математичних моде-
лей та імітаційного моделювання процесів розвитку розподілених 
виробничих систем. За результатами досліджень можна зробити такі 
висновки: 

1. Виконано конструктивний (на базі комп’ютерного моделювання
прототипів) аналіз стану існуючих методів створення та структур ма-
тематичних моделей процесів розвитку сучасних виробничих систем, 
на базі якого вибрано структури виробничих систем як об’єктів 
управління, структури системи моделей об’єкта і декомпозиційні 
структури однокрокових і багатокрокових задач оптимального управ-
ління функціонуванням і розвитком виробничої системи, що дозволи-
ло сформулювати мету дослідження. 

2. Вперше розроблено методологію побудови еквівалентних опти-
мальних елементів для паралельних, послідовних і кільцевих структур 
виробничих систем на базі методу оптимального агрегування, що від-
різняється від існуючих методів агрегування отриманням оптимальної 
характеристики «вхід–вихід», а від існуючих методів оптимізації роз-
поділу ресурсів – декомпозицією багатовимірної задачі оптимізації в 
послідовність одновимірних задач. Це в підсумку робить метод нечут-
ливим до виду функцій виробництва, і малочутливим до розмірності 
виробничої системи, що дозволяє будувати ефективні моделі для оп-
тимізації процесів функціонування і розвитку оптимально агрегованих 
виробничих систем. 

3. Одержав подальший розвиток метод Беллмана отримання на-
ближень у просторі стратегій управління для розв’язання варіаційної 
задачі розвитку, що відрізняється від існуючого методу тим, що варіа-
ційна задача розвитку виробничої системи розв’язується не методом 
динамічного програмування, а за принципом максимуму Понтрягіна з 
використанням дискретизованого гамільтоніану й уступки у максима-
льному значенні функціонала якості. Це дозволяє отримувати набли-
ження оптимальної стратегії, що дають значення інтегрального крите-
рію, яке відрізняється від оптимального щонайбільше на 3 %. 

4. Вперше розроблено декомпозиційну структуру і відповідний ме-
тод моделювання і оптимізації процесу розвитку виробничої системи, 
що відрізняється від існуючих методів тим, що розв’язання варіаційної 
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задачі розвитку розбивається на дві послідовні задачі: задачу заміни 
виробничої системи оптимальним за критерієм сумарного виробництва 
еквівалентним елементом та – варіаційну задачу розвитку для еквівален-
тного оптимального елемента (одновимірного об’єкта), де управління 
на кожному кроці процесу це розподіл ресурсу виробничої системи між 
накопиченням і розвитком, що дає максимум функції Гамільтона, згід-
но з методом принципу максимуму. Це дає можливість отримувати 
розв’язання варіаційної задачі розвитку для розподілених виробничих 
систем з функціями розвитку класу «обмежені, нестрого монотонні і 
нестрого позитивні», а також суттєве зменшення обчислювальних ви-
трат для розподілених виробничих систем великої розмірності. 

5. Вперше запропоновано і реалізовано узагальнену структуру і ме-
тод локального управління окремим виробником в активному оточенні 
інших виробників певного сегменту виробництва, що відрізняється від 
існуючих методів декомпозицією процесу управління на такі кроки: 
визначення пропорції розподілу ресурсу виробничої системи між част-
ками на ризикове і детерміноване управління; розподілу цих часток 
між виробництвами окремих продуктів. Запропонований метод локаль-
ного управління є узагальненням – змішаною стратегією на базі відо-
мих детермінованих та імовірнісних методів, що дає можливість адап-
тації локального управління станом сегмента виробництва до 
невизначеностей стану виробництва, потреб, появи нових технологій; 
можливість імітації управління окремих виробників сегменту за раху-
нок доступної статистики і побудови імітаційної моделі системи виро-
бників для реалізації нового підходу «один на фоні всіх» до оцінки ри-
зиків певного виробника з урахуванням імітації дій інших виробників. 

6. Отримав подальший розвиток метод реалізації оптимального
розподілу навантаження у виробничих системах з елементами, що 
працюють паралельно, в умовах високої невизначеності за допомогою 
екстремальної адаптивної системи, що відрізняється від існуючих ме-
тодів оптимального адаптивного управління використанням послідов-
но працюючих регуляторів стабілізації навантаження виробничої сис-
теми і мінімізації витрат виробництва, де перший регулятор крім 
стабілізації навантаження генерує тестові дані для другого регулятора, 
що перерозподіляє навантаження для мінімізації витрат виробництва. 
Запропонований метод дає можливість забезпечити задовільну роботу 
виробничої системи при нелінійностях функцій виробництва елемен-
тів з класу нестрого монотонних і нестрого позитивних функцій. 

7. Вперше запропоновано і реалізовано концепцію побудови сис-
теми моделей виробничої системи на базі трирівневої декомпозиції – 
структурної, функціональної, редукційної, що відрізняється від існу-
ючих підходів і методів декомпозиції моделей виробничих систем 
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тим, що кожний елемент системи моделей є результатом застосування 
трьох відповідних операцій декомпозиції моделі різних структурних 
класів, з різними рівнями редукції (спрощення). Паралельне викорис-
тання альтернативних моделей в регуляторах, ідентифікаторах, пре-
дикторах подібно неідентичному резервуванню в технічних системах 
підвищує ефективність і надійність. Запропонована декомпозиційна 
структура дозволяє формалізувати процес побудови моделей вироб-
ничих систем, що тільки створюються. 

8. Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено концепцію ме-
тамоделі (математичної моделі спільного розвитку системи) – «нова 
виробнича система та імітаційна модель цієї системи», що відрізняєть-
ся від існуючих підходів і методів формуванням імітаційної моделі на 
базі трирівневої декомпозиції двостороннім інформаційним обміном 
«об’єкт–модель»; урахуванням дуальності цільового призначення мо-
делі виробничої системи, як відображення суттєвих властивостей 
об’єкта, як еталона об’єкта і засобу отримання знань та досвіду для 
управління функціонуванням і розвитком об’єкта. Запропонована ме-
тамодель в загальнотеоретичному аспекті є розширенням концепції 
спостерігача стану на систему з двох нелінійних і нестаціонарних 
об’єктів, що дає можливість для переходу від евристичних методів роз-
робки моделей до ефективних формалізованих процедур. 

9. Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено систему іміта-
ційних моделей «виробники, продукти, користувачі», де може бути ві-
дтворена поведінка (динаміка) кожного елемента кожного з класів 
«виробники», «продукти виробництва», «користувачі», що відрізня-
ється від існуючих аналогів, тим, що систему складають моделі «ви-
робники», «продукти», «користувачі» з різними рівнями агрегування, 
різними методами локального управління і різними рівнями спрощен-
ня. Альтернативні моделі є сумісними за вхідними і вихідними змін-
ними, що дає можливість порівнювати результати моделювання за 
альтернативними моделями. 

10. Практична цінність результатів роботи полягає у тому, що на
основі розроблених концепцій, теоретичних засад, математичних мо-
делей і методів створено нові методи і алгоритми. Створені на базі тео-
ретичних результатів алгоритми і програми моделювання оптималь-
них процесів розвитку дозволяють підвищити ефективність 
автоматизованих систем управління розподіленими виробничими сис-
темами; усі розроблені моделі реалізовано як комплекс програм для 
досліджень актуальних практичних задач прогнозування, планування і 
вбудовування в автоматизовані системи, що у підсумку дозволяє 
отримувати оптимальні стратегії розвитку та досліджувати їх чутли-
вість до варіацій параметрів.
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	Вперше запропоновано і реалізовано концепцію побудови системи моделей виробничої системи на базі трирівневої декомпозиції – структурної, функціональної, редукційної, що відрізняється від існуючих підходів і методів декомпозиції моделей виробничих сист...
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	Узагальнимо результати побудови систем моделей в підрозділах 4.2–4.3 розробка імітаційної моделі для систем класу «виробники, продукти, агреговані користувачі». В зв’язку з швидкими змінами виробів, технологій, потреб побудова моделей від статистики т...
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	Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено концепцію метамоделі – математичної моделі спільного розвитку системи «нова виробнича система та імітаційна модель цієї системи», що відрізняється від існуючих підходів і методів формуванням імітаційної м...
	Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено систему імітаційних моделей «виробники, продукти, користувачі», де може бути відтворено поведінку кожного елемента кожного з класів «виробники», «продукти виробництва», «користувачі», що відрізняється від...
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	Розроблено комплект програмного забезпечення та методику аналізу і планування процесів розвитку. Реалізовані всі стандартні методи аналізу впливів і невизначеностей. На рис. 5.5 подано приклад для «що буде якщо» аналізу задачі оптимального розвитку – ...
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	– інтерфейси і результати моделювання відмовостійких систем;
	– інтерфейси і результати моделювання – імітаційні моделі виробничих систем.

	ВИСНОВКИ
	6. Отримав подальший розвиток метод реалізації оптимального розподілу навантаження у виробничих системах з елементами, що працюють паралельно, в умовах високої невизначеності за допомогою екстремальної адаптивної системи, що відрізняється від існуючих...
	7. Вперше запропоновано і реалізовано концепцію побудови системи моделей виробничої системи на базі трирівневої декомпозиції – структурної, функціональної, редукційної, що відрізняється від існуючих підходів і методів декомпозиції моделей виробничих с...
	8. Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено концепцію метамоделі (математичної моделі спільного розвитку системи) – «нова виробнича система та імітаційна модель цієї системи», що відрізняється від існуючих підходів і методів формуванням імітацій...
	9. Вперше запропоновано, реалізовано і досліджено систему імітаційних моделей «виробники, продукти, користувачі», де може бути відтворена поведінка (динаміка) кожного елемента кожного з класів «виробники», «продукти виробництва», «користувачі», що від...
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