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Анотація. Розглянуто особливості та функціональні можливості оброблення 
одновимірних (векторних) масивів числових даних за обчислювальним методом з 
формуванням різницевих зрізів. В основі цього методу використовуються принципи SM – 
перетворення. Виділення мінімальної ненульової складової всіх елементів масиву в 
даному випадку розглядається як формування внутрішнього порогу оброблення і є 
базовою процедурою SM – перетворення в кожному циклі оброблення. В результаті 
реалізується не тільки операція паралельного багатооперандного підсумовування чисел 
масиву, але й існує можливість відновити початковий масив чисел, а також відсортувати 
його елементи за зростанням їх числових значень та сформувати їх ранги. Для цього 
використовуються сформовані в процесі оброблення дві матриці бінарних масок, які є 
матрицями відповідно нульових та додатних ознак, що притаманні елементам поточних 
різницевих зрізів. Крім того, внутрішні пороги у кожному циклі оброблення в результаті 
утворюють вектор внутрішніх порогів, який приймає участь у відновленні елементів 
початкового масиву. У роботі наведено базові співвідношення різницево – зрізового 
оброблення, а також приклади, що підтверджують їх слушність з використанням даних, 
які представлено у вигляді таблиці. 
Ключові слова: різницевий зріз, векторний масив чисел, сортування, ранжування.  
 
Abstract. The features and functionality of processing of the one – dimensional (vector) arrays 
of numerical data by the use of computational method with the formation of difference slices are 
considered. At the base of this method SM – transformation principles are used. The allocation 
of the minimum of non-zero component of the element array in this case is considered as the 
formation of the internal processing threshold and is the basic procedure of SM - transformation 
in each processing cycle. As a result, not only the operation of parallel multi-operand summation 
of the number array is realized, but also there is an opportunity to restore the initial number 
array, as well as to sort its elements according to the growth of their numerical values and to 
form their ranks. Two matrices of binary masks are used for this, that are formed during the 
processing, which are the matrices of zero and positive criterion, respectively, inherent in the 
elements of the current difference  slices. In addition, in each processing cycle the internal 
thresholds form a vector of internal thresholds as a result, which takes part in restoring the 
elements of the initial array. The it is presented in the article the basic relations of difference 
slice processing, and the examples that confirm their validity using data presented in the form of 
a table. 
Keywords: difference slice, vector number array, sorting, ranking. 
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ВСТУП 
 

Метод оброблення за різницевими зрізами в базисі SM-перетворення векторних (одновимірних) 
масивів чисел досить докладно розглянуто у працях [1,2]. У статті [3] доведено ефективність такого 
методу оброблення на прикладі паралельного багатооперандного підсумовування векторного масиву 
чисел. Разом з тим, у працях [1,2] математично доведено багатофункціональність методу різницево-
зрізового оброблення, а саме, можливість формування певних матриць бінарних масок, що дозволяє не 
тільки відновити за необхідності початковий масив чисел, що був обнуленний в процесі оброблення, але 
й відсортувати його елементи за зростанням їх значень. 
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1. АКТУАЛЬНІСТЬ ТЕМАТИКИ 
 
Процес сортування числових даних залишається досить затребуваною процедурою [4-7] у 

прикладних задачах. Зокрема, це стосується медіанної фільтрації в процесі передоброблення зображень 
та сигналів [8-11]. 

При цьому значна увага приділяється новим підходам до апаратної  реалізації процесу сортування 
значних масивів даних, що дозволяє збільшити його швидкодію[12,13]. Це досягається або за рахунок 
задіяння  значної кількості апаратних засобів, що спрацьовують паралельно [5,6], або за рахунок 
використання швидкісних операції інкремента/декремента [14] замість вузлів попарного порівняння та 
перекомутації  елементів числового масиву. В останньому випадку існує можливість сформувати ранги 
елементів масиву [15]. 

 
МЕТА 

 
Метою роботи є аналіз можливостей різницево-зрізового оброблення елементів числового масиву 

стосовно реалізації таких операцій, як сортування і ранжування. 
 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
 
Базовою операцією при SM-перетворенні векторного масиву чисел є послідовне формування 

різницевих зрізів (РЗ) у векторному вигляді, при цьому розглядаючи початковий числовий масив як 
нульовий n-вимірний РЗ 𝒂0, де n – кількість елементів масиву. Для формування кожного поточного РЗ 
𝒂𝒋,  j = 1,…,N, де N - кількість циклів оброблення, задіяно ненульовий внутрішній поріг 𝑞𝑗 оброблення 
який визначається таким чином [1,2]; 

 
𝑞𝑗 =  𝑚𝑖𝑛𝒂𝑗−1 =  𝑚𝑖𝑛��𝑎𝑖,𝑗−1��1𝑛, #(1)  

 
де 𝑎𝑖,𝑗−1 – і-й елемент попереднього (j-1)-го РЗ 𝒂𝑗−1. В результаті поточний РЗ 𝒂𝑗 формується таким 
чином:  
 

𝒂𝑗 =  ��𝑎𝑖,𝑗��1𝑛 = ��𝑎𝑖,𝑗−1 −  𝑞𝑗��1𝑛, #(2)  
 
тобто у векторному вигляді:  
 

𝒂𝑗 =  𝒂𝑗−1 −  𝑞𝑗 . #(3)  
 

Крім того, одночасно можна сформувати зрізи 𝒈𝑗  і 𝒇𝑗 як вектор-стовпці відповідно двох матриць 
бінарних масок G і F [1,2], кожний елемент яких визначається таким чином:  
 

𝑔𝑖,𝑗 =  �
1, якщо 𝑎𝑖,𝑗 = 0,
0, якщо 𝑎𝑖,𝑗  ≠ 0,

� , #(4)  

 

𝑓𝑖,𝑗 =  �
1, якщо 𝑎𝑖,𝑗 ≥ 0,
0, якщо 𝑎𝑖,𝑗  < 0,

� . #(5)  

 
Обидві сформовані матриці бінарних масок G і F фактично є матрицями відповідно нульових та 

додатних  ознак згідно із виразами (4) і (5). Ці ознаки містять інформацію про внутрішнє топологічне 
розташування елементів початкового масиву 𝒂0, в залежності від їх числових значень. Все це дозволяє 
реалізувати сортування і ранжування елементів масиву 𝒂0, остільки топологічні ознаки відіграють 
головну роль в цих асоціативних операціях. 

 
3. ВЕКТОРНО-МАТРИЧНІ ОПЕРАЦІЇ В БАЗИСІ SM-ПЕРЕТВОРЕННЯ 

 
У працях [1, 2] доведено, що відсортований 𝒂0𝑠  початковий масив 𝒂0 можна отримати як результат 

операції векторно-матричного множення вигляду: 
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𝒂0𝑠 =  𝑮𝑇 ∙  𝒂0, #(6)  

 
де 𝒂0𝑠   - векторний масив елементів початкового РЗ 𝒂0, що відсортовані за зростанням  їх числових 

значень. 
Разом з тим, в процесі різницево-зрізового оброблення в кожному циклі можна поступово 

сформувати послідовність елементів відсортованого масиву 𝒂0𝑠 , використовуючи залежність (1) таким 
чином [2, 17, 18]:  
 

 𝑎𝑖𝑠 = ∑ 𝑞𝑗𝑖
𝑗=1      𝑖 = 1, … ,𝑛. #(7)  

 
Крім того використовуючи матрицю бінарних масок F та вектор внутрішніх порогів вигляду: 

 
𝒒 =  { �𝑞1, … 𝑞𝑛},�#(8)  

 
можна відновити початковий масив 𝒂0 таким чином [1,2]. 
 

𝒂0 = 𝑭 ∙ 𝒒. #(9)  
 
При цьому необхідно зауважити, що процес різницево-зрізового оброблення завершується за 

наявності нульового значення 𝑞 𝑗 [1,2]. 
Для наочноссті наведених математичних співвідношень у табл.1 послідовно по циклах наведено 

приклад різницево-зрізового оброблення елементів масиву 𝒂0 = {11,3,5,8,15} [16]. Показано визначення 
внутрішніх порогів 𝑞 𝑗, відсортованих елементів 𝑎𝑖𝑠 масиву 𝒂0𝑠 , а також елементів 𝑔𝑖,𝑗 (4) та 𝑓𝑖,𝑗 (5) 
відповідно матриць бінарних масок G і F. Знаком «-» у табл.1 позначено від’ємні елементи 𝑎𝑖,𝑗.  

Для наведених в табл.1 даних масиву 𝒂0 і матриці бінарних масок G можна перевірити слушність 
формули (6) векторно-матричного множення, а саме:  

 

𝒂0𝑠 =  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 ×  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
11
3
5
8

15⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

3
5
8

11
15⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

. #(10)  

 
Разом з тим, як приклад нижче наводиться результат відновлення за формулою (9) елементів 

масиву 𝒂0 з використанням сформованої матриці бінарних масок F і вектора внутрішніх порогів  q 
(табл.1) у вигляді векторно-матричне множення: 

 

𝒂0 =  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 1 1 1 0
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 ×  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
3
2
3
3
4⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
11
3
5
8

15⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

. #(11)  

 
Крім того, для матриці бінарних масок F у табл.1 введено додаткові рядки, де поступово 

підраховується кількіть одиничних елементів 𝑓𝑖,𝑗 у кожному рядку цієї матриці. Отримані значення 
відповідають рангу 𝑟𝑖 кожного з елементів 𝑎𝑖,0 масиву 𝒂0 і представляють зріз (вектор) рангів 𝒓 [16] з 
елементами 𝑟𝑖 вигляду: 

 

𝑟𝑖 = �𝑓𝑖,𝑗

𝑛

𝑗=1

. #(12)  

 
Цей факт можна пояснити тим, що кожний одиничний елемент 𝑓𝑖,𝑗 у рядку сформованої матриці 

бінарних масок F означає входження відповідних мінімальних складових – внутрішніх порогів 
оброблення 𝑞𝑗 у початкове числове значення відповідного елемента 𝑎𝑖,𝑗. В результаті кількість 
одиничних елементів 𝑓𝑖,𝑗 фіксує співвідношення між елементами 𝑎𝑖,0 масиву 𝒂0 з урахуванням 
розкладання їх числових значень на мінімальні складові 𝑞𝑗  (1). 
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4. РЕЗУЛЬТАТИ 

 
Таким чином, одиничні елементи 𝑔𝑖,𝑗 матриці бінарних масок G свідчать про топологічне 

розташування елементів 𝑎𝑖,0 масиву 𝒂0 за зростанням їх числових значень, а сума одиничних елементів 
𝑓𝑖,𝑗 у i-му рядку матриці бінарних масок F (12) формує ранг 𝑟𝑖 відповідного елемента 𝑎𝑖,0  у початковому 
масиві 𝑎0. Крім того, матриця бінарних масок F та вектор внутрішніх порогів q (8) забезпечують 
відновлення елементів масиву 𝒂0 згідно з виразом (9). 

Отже, в процесі різницево-зрізового оброблення векторного масиву чисел використовується не 
тільки паралельне багатооперандного підсумування його елементів, але й існує можливість їх 
відновлення після повного обнуління масиву, а також виконання таких асоціативних операцій, як 
сортування і ранжування елементів масиву. 

 
Таблиця 1 

Приклад процесу різницево – зрізового оброблення 
 

Елементи 𝑎𝑖,𝑗 
різницевих зрізів 𝒂𝑗 

Різницеві зрізи 𝒂𝑗  

𝒂0 𝒂1 𝒂2 𝒂3 𝒂4 𝒂5 

𝑎1,𝑗  11 8 6 3 0 - 
𝑎2,𝑗  3 0 - - - - 
𝑎3,𝑗  5 2 0 - - - 
𝑎4,𝑗  8 5 3 0 - - 
𝑎5,𝑗  15 12 10 7 4 0 

Цикли оброблення 1 2 3 4 5 
Внутрішні пороги qj 3 2 3 3 4 
Відсортовані елементи 𝑎𝑖𝑠  3 3 + 2 = 5 5 + 3 = 8 8 + 3 = 11 11 + 4 = 15 
Елементи 𝑔𝑖,𝑗 зрізів 𝒈𝑗  Зрізи 𝒈𝑗  матриці G 
 g1 g2 g3 g4 g5 

𝑔1,𝑗  0 0 0 1 0 
𝑔2,𝑗  1 0 0 0 0 
𝑔3,𝑗  0 1 0 0 0 
𝑔4,𝑗  0 0 1 0 0 
𝑔5,𝑗  0 0 0 0 1 

Елементи 𝑓𝑖,𝑗, зрізів 𝒇𝑗 і ранги 𝑟𝑖  Зрізи 𝒇𝑗 матриці F 

𝒇1 𝒇2 𝒇3 𝒇4 𝒇5 

𝑓1,𝑗  1 1 1 1 0 
𝑟1 1 1 + 1 = 2 2 + 1 = 3 3 + 1 = 4 4 
𝑓2,𝑗  1 0 0 0 0 
𝑟2 1 1 1 1 1 
𝑓3,𝑗  1 1 0 0 0 
𝑟3 1 1 + 1 = 2 2 2 2 
𝑓4,𝑗  1 1 1 0 0 
𝑟4 1 1 + 1 = 2 2 + 1 = 3 3 3 
𝑓5,𝑗  1 1 1 1 1 
𝑟5 1 1 + 1 = 2 2 + 1 = 3 3 + 1 = 4 4 + 1 = 5 
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ВИСНОВКИ 

 
Сформовані в процесі різницево-зрізового оброблення n-елементного початкового масиву чисел 

𝒂0 дві матриці бінарних масок G і F дозволяють реалізувати сортування і ранжування елементів масиву 
за зростанням їх числових значень, що свідчить про багатофункціональність такого методу оброблення. 

Матриця бінарних масок G дає можливість сформувати відсортований масив 𝒂0𝑠 , а матриця 
бінарних масок F дає можливість сформувати вектор рангів 𝒓  елементів масиву 𝒂0, а також відновити 
початковий масив 𝒂0, враховуючи сформований вектор внутрішніх порогів оброблення q в процесі 
відповідного векторно-матричного множення, що свідчить про двовимірність процесу різницево-
зрізового оброблення. 
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