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Розроблено математичну модель для дослідження початкового розподілу напруги вздовж обмо-
ток двообмоткового трансформатора під час дії на них імпульсної перенапруги прямокутної форми. 
Математична модель для дослідження імпульсних процесів в обмотках двообмоткових трансфор-
маторах сформована на підставі запропонованої заступної схеми нескінченно малого елемента дов-
жини двообмоткового трансформатора з урахуванням електромагнітних зв’язків між обмотками, 
поздовжніх і поперечних взаємних індуктивних зв’язків між витками обмоток й потокозчеплення від 
основного магнітного потоку магнітопроводу у вигляді системи диференційних рівнянь з частинни-
ми похідними. В процесі розв’язання диференційних рівнянь з частинними похідними необхідно знахо-
дити початкові та граничні умови. Отже виникає потреба визначення початкового розподілу напру-
ги вздовж обмоток під час дії на них імпульсної перенапруги. Згідно з принципом неперервності стру-
му отримано систему диференційних рівнянь з частинними похідними для заступної схеми нескінчен-
но малого елемента трансформатора з урахуванням тільки ємнісних елементів, позаяк струми в 
індуктивностях не можуть змінюватися стрибком. На підставі модифікованої заступної схеми не-
скінченно малого елемента двообмоткового трансформатора розроблена математична модель для 
дослідження початкового розподілу напруги вздовж його обмоток шляхом розв’язання сформованої 
системи диференційних рівнянь з частинними похідними, які описують початковий розподіл напруги 
вздовж обмоток двообмоткового трансформатора. Уперше отримано початковий розподіл напруги 
вздовж обмоток двообмоткового трансформатора під час дії імпульсу перенапруги прямокутної фор-
ми, що вирішує проблему визначення початкових умов для крайової задачі під час розрахунку швидкоп-
линних хвильових процесів. Розв’язання крайової задачі методами класичної математичної фізики 
дозволяє надати чіткий математичний зміст формальним обчисленням. Наведено підхід до визна-
чення сталих інтегрування системи диференційних рівнянь з частинними похідними другого порядку. 

Ключові слова: хвильовий процес, математична модель, трансформатор, диференційні рівняння з 
частинними похідними, початкові та граничні умови, початковий розподіл напруги. 

Вступ 

Досі дослідження хвильових процесів в обмотках трансформаторів здійснювалося на підставі ма-
тематичних моделей, які формувалися для однієї обмотки без врахування електромагнітних зв’язків 
між обмотками, взаємного зв’язку між витками обмоток та основного магнітного потоку [1], [2]. В 
роботі [3] наведено заступну схему одної обмотки трансформатора, на підставі якої сформовано 
математичну модель і досліджено початковий розподіл напруги вздовж обмотки трансформатора. 

В багатьох роботах [4], [5] внутрішні перехідні процеси в обмотках трансформаторів опису-
ються звичайними диференційними рівняннями з допущенням лінійного розподілу напруги 
вздовж обмоток.  

На сьогодні розроблені математичні моделі для дослідження хвильових процесів в двообмотко-
вих трансформаторах на підставі заступної схеми з урахуванням основного магнітного потоку, 
власних і взаємних міжобмоткових та взаємних міжвиткових зв’язків [6]―[8]. Рівняння, які опи-
сують хвильові процеси в двообмоткових трансформаторах, є в часткових похідних і для їх 
розв’язання необхідно формувати початкові та граничні умови. Одним зі станів такого математич-
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ного аналізу є визначення початкового розподілу напруг вздовж обмоток за дії на них імпульсу 
перенапруги [9]. 

Метою роботи є розроблення математичної моделі для дослідження початкового розподілу 
напруг вздовж обмоток двообмоткових трансформаторів за дії на них імпульсної напруги.  

Результати досліджень 

Математична модель двообмоткового трансформатора розроблена на підставі заступної схеми, 
показаної на рис. 1 [6]. 
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Рис. 1. Заступна схема двообмоткового трансформатора на одиницю довжини dx вздовж осей обмоток 

 

Рівняння зміни струмів обмоток записуємо на підставі першого закону Кірхгофа 
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Рівняння спаду напруги на одиницю довжини обмоток записуємо на підставі другого закону 
Кірхгофа 
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σ= +  10 20 0, ,L L Mσ σ σ ― власні та взаємна індук-

тивності розсіювання, первинної і вторинної обмоток та між ними, відповідно, 0Lµ ― індуктив-
ність магнітної системи трансформатора, 1 2( , ), ( , )M x s M x s ― власні та взаємні міжвиткові індук-
тивності розсіювання, відповідно, первинної та вторинної обмоток, k ― коефіцієнт трансформації 
трансформатора, l  ― довжина обмотки, x  ― поточна довжина координата, s  ― поточна коор-
дината, за якою визначається відстань від місця x до координати будь-якого іншого місця осі об-
мотки [6], [7]. 

Нехай на трансформатор діє прямокутна хвиля напруги з амплітудою 0U . В перший момент 
часу ( 0)t =  струм через індуктивності обмотки не протікає, тому наявність індуктивностей та вза-
ємних індуктивностей не відіграє ніякої ролі. Тоді заступна схема трансформатора (рис. 1) для 
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цього моменту часу складається тільки з ємностей 01 02 01 02, , ,М МC C C C  і 012C . Для суто ємнісної 
схеми можна записати такі рівняння [10] 
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Увівши позначення рівняння (5) запишемо у такому вигляді 
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Зводимо рівняння (6) до одної змінної, і з першого рівняння знаходимо 
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Підставляємо (7) в друге рівняння (6), отримуємо: 
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Характеристичне рівняння (8) запишемо так: 
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Підставляємо рівняння (11) в (7), отримуємо: 
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Граничні умови 
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Підставляємо граничні умови (13) в рівняння (11) і (12), отримуємо систему рівнянь:  
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З системи (14) знаходимо сталі інтегрування 1 2 3 4,  ,   та C C C C . 
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Знайшовши з (14) сталі інтегрування, з (11) та (12) знаходимо розподіл напруги вздовж обмо-
ток для 0,t =  які показано на рис. 2 для первинної обмотки та на рис. 3 для вторинної обмотки, 
відповідно. 

  

Рис. 2. Початковий розподіл напруги вздовж  
первинної обмотки 

Рис. 3. Початковий розподіл напруги вздовж 
вторинної обмотки 

Висновки 

На підставі запропонованої заступної схеми двообмоткового трансформатора сформовано ма-
тематичну модель для дослідження початкового розподілу напруги вздовж обмоток під час дії на 
них імпульсу перенапруги прямокутної форми. Запропоновано новий підхід для розв’язання сис-
теми диференціальних рівнянь з частинними похідними, які описують початковий розподіл напру-
ги вздовж обмоток трансформатора. Отримані результати можна використати для визначення по-
чаткових умов під час розв’язання диференціальних рівнянь в частинних похідних, які описують 
хвильові процеси в двообмоткових трансформаторах. 
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Mathematical Model of the Initial Overvoltage Pulse Distribution  
in Two-Winding Transformers 

1Lviv Polytechnic National University 
A mathematical model for the research of the initial voltage distribution along the windings of a two-winding transformer 

during the action of a rectangular pulsed overvoltage, is developed. The mathematical model for the research of pulse 
processes in the windings of two-winding transformers based on a substitution scheme of infinitesimal length element of the 
two-winding transformer, taking into account electromagnetic connections between windings, longitudinal and transverse 
mutual inductive connection between windings, the main magnetic flux in the form of differential equations with partial deriv-
atives, is formed. When solving such equations must be found initial and boundary conditions. There is a need to determine 
the initial voltage distribution along the windings of the transformer during the action of impulse overvoltage. A system of 
partial differential equations, according to the principles of current continuity for the substitution circuit of an infinitesimal 
transformer element, taking into account only capacitive elements, and the current in the inductors does not change by a 
leap, are obtained. The mathematical model for research the initial voltage distribution along windings by solving the system 
of partial differential equations describing the initial voltage distribution along the windings of a two-winding transformer, 
based on a modified substitution scheme of an infinitesimal element of a two-winding transformer, is developed. For the first 
time, the initial voltage distribution along the turns of a two-winding transformer during the action of a rectangular overvol-
tage pulse, which solves the problem of determining the initial conditions for the boundary value problem of transient wave 
processes, is obtained. Solving the boundary value problem by the methods of classical mathematical physics allows giving 
clear mathematical meaning to formal calculations. An approach to the definition of stable integrations of a system of diffe-
rential equations, with partial derivatives of the second order, is presented. 

Keywords: wave process, mathematical model, transformer, differential equations in partial derivatives, initial condi-
tions, boundary value problem, initial voltage distribution. 
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