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Вступ. Сучасні системи тривимірної комп’ютерної графіки окрім забезпечення 

реалістичного формування сцен повинні відповідати вимогам інтерактивності та 

високопродуктивності. Швидкість формування тривимірних зображень визначається 

особливостями реалізації етапу рендерингу, на якому для кожного пікселя зображення 

обчислюється інтенсивність кольору. Основними методами зафарбовування поверхонь 

об’єктів є методи Гуро [1] та Фонга [1]. Метод Гуро полягає у визначенні інтенсивностей 

кольору у вершинах полігону та подальшій інтерполяції обчислених значень. Метод Фонга, 

на відміну від методу Гуро, полягає у інтерполяції нормалей всередині полігону. Перевагами 

[2] методу Фонга є значно точніше відтворення спекулярної складової кольору, зменшення 

ефекту смуг Маха. Недоліком методу Фонга є те, що інтерпольована у кожній точці нормаль 

повинна бути нормалізована. Стандартний підхід до нормалізації вектора включає складні 

операції ділення та обчислення квадратного кореня. Тому огляд основних методів 

нормалізації нормалей є актуальним. Метою роботи є аналіз методів нормалізації нормалей, 

що забезпечують пришвидшене зафарбовування поверхонь тривимірних об’єктів. 

Аналіз методів нормалізації нормалей. При зафарбовуванні поверхонь об’єктів 

можуть застосовуватись нормалізація інтерпольованих неодиничних нормалей або пряма 

інтерполяція одиничних нормалей. С. Катлером із Nvidia запропоновано формулу [3] для 

нормалізації інтерпольованих нормалей на основі методу Ньютона-Рафсона, що 

застосовується, коли кути між нормалями вершин не перевищують 40   
' ( / 2)(3 )N N N N   . 

де N  – ненормалізована нормаль, 
'N – нормалізована нормаль. 

Формула є простою, однак не забезпечує високу точність нормалізації векторів. 

Підхід до нормалізації інтерпольованих нормалей [4], запропонований Р. Ліоном, 

полягає у розкладі складової формули нормалізації 1/ 1/N N z   у ряд Тейлора. Тоді 

формула нормалізації другого степеня визначається [4] 
' 2(1 (1/ 2)( 1) (3 / 8)( 1) )N N z z      . 

Оскільки зазвичай 1z  , формула апроксимується виразом [4] 
' 2(1 ((1 ) (1 ) ) / 2)N N z z      . 

Формула для нормалізації нормалі [5] без обчислення квадратного кореня, 

запропонована А. Хастом, Т. Баррерою та Е. Бенгтссоном, полягає у використанні 

серединного вектора H  між нормалізованою нормаллю n  та інтерпольованою нормаллю N . 

Для усунення необхідності нормалізації H  наближено обчислюється як n N , n  обирається 

як нормаль полігону. Нормалізована інтерпольована нормаль обчислюється за формулою [5] 
' 2 ( / )N H H n H H n     . 

Для нормалізації інтерпольованої нормалі може бути використана формула першої 

ітерації техніки Мікамі [6] 
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' 2(1/ ( ( (2 / 3 0.35) ) 2 / 3 0.35)),N N z z z       

де   залежно від необхідного рівня точності обчислюється як 
20.64, 0.62 1.07, 0.763 1.57 1.31z z z    . 

Максимальна нормалізована відносна похибка апроксимації не перевищує 1.5% , 

однак наявна операція ділення. 

О.В. Романюк, О.Н. Романюком і Т.М. Павликом запропоновано формулу 

нормалізації нормалі [7], що забезпечує увосьмеро меншу відносну похибку визначення 

вектора порівняно з підходом Ліона. Формула розраховується 
' 2(0.822 2.046 2.227)N N z z    . 

Метод сферичної лінійної інтерполяції (SLERP) [8] застосовується для інтерполяції 

одиничних нормалей. Інтерполяція здійснюється за формулою [8] 
' ' '( ) ( sin((1 ) ) sin( )) / sin( )A BN t N t N t       ,  

де  – кут між '

AN  і '

BN , [0,1]t , '

AN  і '

BN  – нормалі крайніх точок рядка розгортки. 

Недоліками є наявність обчислювально складних операцій обчислення кутів і ділення. 

Використання сферично-кутової інтерполяції [9, 10] забезпечує підвищення 

швидкості зафарбовування полігонів поверхонь об’єктів удвічі. Формула сферично-кутової 

інтерполяції нормалей в ітеративній формі визначається [9] 
' ' '( 1) 2 ( ) cos( ) ( 1)N t N t N t     , 

 – кут між сусідніми нормалями.  

Отже, забезпечується визначення нормалізованої нормалі на основі двох попередніх. 

Інша форма формули має вид [9] 
' ' ' ' ' ' ' ' 2( ) cos( ) ( ( ))(1/ 1 ( ) ) sin( ).a b a a b a bN t N t N N N N N N t            

Квадратична інтерполяція одиничних нормалей [9, 11] полягає у використанні 

векторних коефіцієнтів , ,i i iG P Q  для i го  рядка растеризації. Інтерполяція здійснюється за 

формулою [11] 
' 2

, ,i t i i iN G t P t Q      

де 
' ' '

, , ,2 4 2i i p i с i lG N N N      , 
' ' '

, , ,4 3i i c i p i lP N N N     , 
'

,i i lQ N , , ,l p c   – відповідно 

ліва, права, серединна точка рядка растеризації. 

Нормаль у середній точці рядка растеризації 
'

,i cN  наближено обчислюється [11] 

' ' ' 2 ' ' ' '

, , , , , , ,(0.103 ( ) 0.306 ( ) 0.705) ( )i c i p i l i p i l i p i lN N N N N N N         . 

При використанні квадратичної інтерполяції час розрахунку нормалей трикутника 

зменшується приблизно у 2-3 рази [9, 11]. 

Інтерполяція одиничних нормалей між '

AN  і '

BN  на основі принципу дихотомії [12] 

полягає у поступовому поділі кута між ними. Для інтерполяції застосовується формула [9,12] 

1

' ' ' 1

(1/2 ) (1/2 )
( ) (1/ ( 2 2(1 cos( / 2 )) )),n n

n

AN N N 

      

де n  – номер ітерації поділу кута між векторами, '

(1/2 )nN  – нормаль, інтерпольована на 

n -ій ітерації поділу. 

Обернений підкореневий вираз можна апроксимувати формулою [9] 
1 10.014 (2(1 cos( / 2 ))) 0.119 ( 2(1 cos( / 2 ))) 0.681n n        . 

Тоді виграш у швидкості інтерполяції нормалей становить 2,5 рази [9]. 

Одним із підходів до обчислення нормалізованих нормалей є інтерполювання 

кватерніонів [13]. Перевагою підходу є відсутність необхідності обчислення кореня при 

нормалізації. Елементи кватерніона , ,x y z  обчислюються за формулами [13] 
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( 1) / 2, / 2 , / 2 ,z x yz n x n z y n z     

де xn , yn , zn  – складові вектора нормалі вершини полігону по осях , ,x y z . 

Значення кватерніона інтерполюються у межах полігону. Нормалізована нормаль 

відносно кватерніона розраховується за формулою [13] 
' 22 , 2 , 2 1N xz yz z    . 

Нормалізація інтерпольованого кватерніона q  включає розрахунок квадратного 

кореня, однак при розрахунку нормалі його нормалізовані елементи перемножуються між 

собою, за рахунок чого корінь скорочується. Наприклад, ( / ) ( / ) ( / )x qq z qq xz qq  . 

При необхідності визначення нормалізованої нормалі у заданій точці трикутника [14] 

відносно барицентричних координат використовується формула 
' ' ' '

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3 12 1 2 23 2 3 31 3 1( , , ) (2 1) (2 1) (2 1)N c c c N c c N c c N c c M c c M c c M c c         ,  

де 1 2 3, ,c c c  – барицентричні координати точки трикутника, 

' ' ' ' 2 ' '4( )(0.103( ) 0.306 0.705)i j i j i jijM N N N N N N      . 

 

Висновки. Вибір методу нормалізації нормалей суттєво впливає на швидкість 

візуалізації тривимірної сцени. Для забезпечення високопродуктивної нормалізації 

інтерпольованих нормалей використовується уникнення обчислення квадратного кореня та 

операцій ділення. Методи сферично-кутової, квадратичної та дихотомічної інтерполяції 

одиничних нормалей дозволяють пришвидшити розрахунок нормалей трикутника у 2-3 рази. 
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