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ВСТУП 

Графічні зображення отримали значне поширення в багатьох галу-
зях діяльності людини завдяки їх високій інформативності та наочно-
сті. При формуванні таких зображень необхідно забезпечити високу 
реалістичність відтворення об’єктів і процесів за прийнятний для кон-
кретної задачі час.  

При формуванні графічних зображень гостро стоїть питання під-
вищення реалістичності формування зображень з метою більш реаліс-
тичного відтворення реальних об’єктів і процесів. Для збільшення 
роздільної здатності екранів часто замість квадратного растру викори-
стовують гексагональний растр. При використанні гексагонального 
растру приблизно на 13% збільшується роздільна здатність екранів, 
забезпечується узгоджене з’єднання сусідніх елементів і краща кутова 
корекція порівняно з прямолінійною квадратною сіткою.   

Важливим фактором, який заслуговує на дослідження гексагона-
льної решітки для подання зображення, є її подібність до зорової сис-
теми людини. Очна ямка очей людини складається з гексагональних 
колбочок, тому при поданні зображення в гексагональному домені 
комп’ютерний зір буде наближений до зору людини. Використання 
гексагонального растру дозволяє збільшити точність виявлення та від-
творення контурів зображень.  

Широке використання гексагональних елементів у приладах з за-
рядковим зв’язком дає можливість розширити динамічний діапазон і 
роздільну здатність формування зображень. Використання гексагона-
льних елементів забезпечує ефективні схеми зберігання для зобра-
ження з використанням деревоподібних і пірамідальних структур да-
них. При відтворенні зображень забезпечується більший спектр пере-
дачі кольору та дозволяє поєднати фільтри CMY і RGB. 

 У гексагональному растрі центр пікселя знаходяться на однаковій 
відстані від центрів його сосудів, що спрошує семантичну обробку зо-
бражень. Розроблено процедури для швидкого розпізнавання образів 
тривимірних об’єктів за допомогою паралельної обробки на гексаго-
нальній сітці. Використання гексагональних елементів забезпечує 
ефективні схеми зберігання для зображення з використанням дерево-
подібних і пірамідальних структур даних.  



 

6 

Якщо раніше основною перешкодою до широко впровадження ге-
ксагонального растру була відсутність комерційно доступних при-
строїв, то сьогодні ситуація кардинально змінилася. Так, зокрема, зна-
чного поширення отримала інноваційна технологія флексографічного 
друку. Використання гексагональних комірок забезпечує значне збі-
льшення оптичної щільності та інтенсивності кольору відповідно до станда-
ртних фарб. Розроблено та масово випускаються прилади з використання 
ПЗС на основі гексагональних структур. 

Останні роки характеризуються особливою увагою до викорис-
тання гексагональних структур для виготовлення екранів. Технологія 
µ-LED з використанням гексагональних елементів вважається наступ-
ним поколінням технології відображення, яка має характеристики ви-
сокої мініатюризації, інтеграції, а також високу яскравість, контраст-
ність, високу швидкість реагування індикаторних елементів, а також 
тривалий термін служби. Важлива властивість нової технології поля-
гає в тому, що пікселі можуть залишатися підсвіченими протягом 
усього кадру. Інтенсивні дослідження проводяться щодо використан-
ня гексагональних структур для запам’ятовування інформації на осно-
ві гексагонального нітриду бору (h-BN). 

 Таким чином, гексагональне подання інформації має ряд переваг, 
інтенсивно впроваджується для візуалізації даних, що передбачає не-
обхідність розробки відповідних методів і засобів.  

При використанні гексагональної моделі пікселя збільшується кі-
лькість точок на екрані, що передбачає використання для формування 
примітивів більшої кількості пікселів. Це зменшує швидкодію форму-
вання примітивів. Методи інтерполяції на гексагональному растрі 
більш складні порівняно з використанням квадратного растру. Це по-
яснюється різними ординатними розмірами гексагонального пікселя.  

Підвищення продуктивності методів і засобів формування зобра-
жень на гексагональному растрі необхідно для генерації динамічних 
графічних зображень в інтерактивному режимі, коли користувач у ре-
альному часі впливає на процес формування зображення. Висока 
швидкодія формування графічних сцен необхідна для гексагональних 
ігор, які отримали широку популярність завдяки збільшенню напрям-
ків переміщення та кращому інтелектуальному сприйнятті зображен-
ня. 
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Таким чином, розробка високопродуктивних методів і засобів фо-
рмування графічних примітивів на гексагональному растрі є актуаль-
ною задачею, яка має важливе практичне значення.  

У монографії вперше запропоновано метод кругової інтерполяції 
на гексагональному растрі, особливість якого полягає у використанні 
апріорно визначеного стохастичного розподілу крокових приростів 
залежно від ділянки формування крокової траєкторії, що дало можли-
вість в 1,7 раз збільшити швидкодію інтерполяції за рахунок прогно-
зування найбільш вірогідної комбінації кроків. Вперше отримані спів-
відношення для визначення типів крокових переміщень для еліпсів і 
кіл залежно від ділянки формування крокової траєкторії, що спрощує 
методи формування еліпсів за рахунок вилучення надлишкових обчислень. 
Подальшого розвитку отримав метод оцінювальної функції для фор-
мування відрізків прямих на гексагональному растрі, який відрізня-
ється від відомих визначенням в кожному інтерполяційному такті по-
двійних крокових приростів, що дозволило до двох разів зменшити 
час лінійної інтерполяції. Подальшого розвитку отримав метод антиа-
ліайзингу векторів на гексагональному растрі, який відрізняється від 
відомих використанням для обчислення площі покриття пікселя дода-
ткових оцінювальних функцій, розрахованих у виділених точках кон-
туру гексагону, що дозволило виконувати антиаліайзинг безпосеред-
ньо під час формування зображення крокової траєкторії та усунути 
етап постобробки, і, як наслідок, підвищити продуктивність форму-
вання зображення та його реалістичність за рахунок згладження кро-
кової траєкторії. Подальшого розвитку отримав метод антиаліайзингу 
векторів на гексагональному растрі, який відрізняється від відомих 
визначенням площі покриття пікселя шляхом аналізу знаків оцінюва-
льних функцій в центрах субпікселів, на які розбивається піксель, що 
дозволило розпаралелити процес антиаліайзингу та підвищити його 
продуктивність.  
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1 АНАЛІЗ МЕТОДІВ І ЗАСОБІВ ФОРМУВАННЯ ГРАФІЧНИХ 
ЗОБРАЖЕНЬ НА ГЕКСАГОНАЛЬНОМУ РАСТРІ 

 

На даному етапі розвитку комп’ютерної графіки [1-5] велику увагу 
приділяють формуванню реалістичних зображень за прийнятний час. 
При цьому часто використовують гексагональний растр [6-8], який за-
безпечує підвищення роздільної здатності екранної системи коорди-
нат і більш високу згладженість контурів. Гексагональний растр ши-
роко використовують у різних галузях, зокрема, у системах відобра-
ження інформації [9-10], у комп’ютерних іграх [11, 12], сенсорах [13-
15], флексографічному друці [16, 17], геопросторових системах [18, 
19], оптичних приладах [20, 21], окулярах віртуальної реальності [22], 
телескопах і т.д. 

 Детальний аналіз галузей використання гексагональних структур 
наведено в [7].  

У першому розділі проаналізовано моделі пікселів, методи  
формування графічних примітивів, використання гексагональних 
структур у комп’ютерних системах формування та обробки зобра-
жень. 

 
1.1 Аналіз моделей пікселів 

У засобах комп’ютерної графіки піксель [1-5] розглядають як об-
межену контуром ділянку дискретного простору. Така ділянка може 
мати різну геометричну форму залежно від того, яка математична мо-
дель пікселя використовується.  

Математична модель пікселя описує в просторі принцип розподі-
лення світла, що випромінює точкове джерело [2]. Основна мета 
приведення пікселя до математичної моделі – це встановлення інтен-
сивності та (або) кольору певного пікселя. Математичні моделі пік-
селів дають змогу розробляти відносно прості для обчислень методи 
антиаліайзингу [23]. Найпоширенішими є такі математичні моделі 
пікселів [23-27]: квадратна, кругова, конусна, гаусівська, гексаго-
нальна.  

Використання тієї чи іншої моделі пікселя залежить від вимог до 
точності, графічних потужностей та від фізичної реалізації пікселів. 
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В аналітичних методах антиаліайзингу [4] при визначені інтенсив-
ності світла враховують технічні характеристики елементів екранної 
системи координат. Інтенсивності кольору пікселя розраховують за 
формулою [23]:  

 ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−⋅= dydxPyPxFyxIPPI yxідеалyxA ,,),( , (1.1) 

де AI  – інтенсивність кольору пікселя з координатами ( )yx PP , ; 
),(. yxI ідеал  – аналітична функція, яка задає інтенсивність кольору в ко-

жній точці простору; ),( yxF  – модель пікселя, яка визначає  розподіл 
світла в межах пікселя. Функцію ( , )A x yI P P  часто називають функцією 

фільтра [23]. 
В методах антиаліайзингу [23, 24-26, 28] найчастіше розглядається 

частковий випадок розрахунку інтегралу (1.1) для обмеженого класу 
примітивів. 

Найпростішою з точки зору обчислень є модель [23, 30, 31], в 
якій піксель має форму квадрата. Для спрощення обчислень сторону 
квадрата приймають одиничного розміру. Функція, що описує розпо-
діл світла в просторі для квадратної моделі, описується таким вира-
зом:  

1 , 0.5 0.5;
( , )

0, 0.5 0.5.

якщо х та y
F x y

якщо х та y

 ≤ ≤= 
> >

 

Задача антиаліайзингу зводиться до обчислення площі покриття 
тієї частини квадрату, що потрапляє в зображення. Знаходження пло-
щі частини квадрату не вимагає значних обчислень. Це обумовлює 
найпоширеніше використання  квадратної моделі пікселя.  

Квадратна модель [23, 30, 31] пікселя не забезпечує високої точ-
ності при формуванні зображень, однак використовується в засобах 
динамічної графіки як первинне наближення.  

 
Математична модель, яка розглядає піксель як круг одиничного 

радіуса, отримала назву кругової моделі [23, 32]. Для такої моделі 
при реалізації антиаліайзингу інтенсивність кольору пікселя встано-
влюється пропорційно до площі круга, яка відтинається траєкторією 
примітива. 
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Площа круга одиничного радіуса визначається за формулою:  
2rSk ⋅= π . 

Як видно з рис. 1.1 кругова модель пікселя не забезпечує макси-
мальне замощення екрану.  

 

 
Рисунок 1.1 – Нетехнологічні зони при використанні  

кругової моделі пікселя 
 
Площа ділянки при одиничному радіусі кругової моделі дорівнює 
4kS π= − .  

При великих розмірах екрану має місце суттєвий рівень нетехно-
логічного використання його площі, що негативно впливає на роз-
дільну здатність зображення. 

 
В засобах відображення часто використовують конусну модель пі-

кселя [23, 33]. У цій моделі піксель розглядається як конус з одинич-
ним об’ємом. Для цієї моделі інтенсивність кольору пікселя має най-
більше значення в центрі та лінійно зменшується до 0 [33]. При цьому 
центри пікселя і основи конуса суміщають.  

Вважають, що об’єм конуса дорівнює одиниці. Для цього підби-
рають висоту конуса та діаметр його основи.  

Інтенсивність кольору пікселя встановлюється пропорційно 
об’єму, який траєкторія примітива відтинає від конуса, як показано на 
рис. 1.2.  

Інтенсивність кольору, при використанні конусної модеді пікселя, 
визначають за формулою [23], [33] ( , )I F d t= ,  де t – товщина прямої. 
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Рисунок 1. 2 – Перетин конуса траєкторією прямої 
 
Об’єм частини конуса знаходиться за формулою: 

)()(),( tdVtdVtdF −−+= , 

де  ( )V d – об’єм, який відтинається від конуса площиною, перпенди-
кулярною до основи конуса.  

Об’єм ( )V d  можна знайти за формулою: 

∫=
d

dttSdV
0

)()(
, 

де ( )S t – площа поперечного перетину конуса вертикальною площи-
ною, яка віддалена на відстань t від центра конуса (рис. 1.3); d – відс-
тань між центром пікселя і вектором. 

 

 
 

Рисунок 1. 3 – Перетин конуса вертикальною площиною 
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У засобах відображення на основі електронно-променевої трубки 

найадекватнішою вважається «гаусівська» модель пікселя (рис. 1.4) 
[26, 27, 33, 34]:  

2 2

2
2

1( , )
2

x y
RF x y e

Rπ

+
−= , 

де 1R = – радіус фільтра. 
Як правило, гаусівська модель пікселя є фізично найкоректні-

шою. 
Обчислення інтенсивності кольору при використанні гаусівської 

моделі пікселя полягає у визначенні об'єму фігури, що формується з 
перетину функції фільтрування та меж примітива. Враховуючи, що 
піксельна модель, заснована на гаусівській функції, вимагає значних 
обчислювальних ресурсів, її застосування обмежується випадками, 
коли до якості згладження пред'являються високі вимоги. Графічно 
гаусівську модель пікселя можна представити як тіло обмежене пло-
щинами yxθ  і ),( yxp (рис. 1.4). 

 

 

Рисунок 1.4 – Графічне зображення гаусівської моделі пікселя 
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Інтенсивність кольору пікселя I для гаусівської моделі [33] ви-
значається об’ємом тіла, обмеженого площиною yxθ , поверхнею 

),( yxp  і вертикальною площиною, вздовж траєкторії примітива 
(рис. 1.5) 

)()()( 1dVdVdFI −== . 

 

 
Рисунок 1.5 – Частина об’єму гаусівського пікселя 

 
 
Для рідкокристалічниx дисплеїв (LCD) у якості ( , )F x y  викорис-

товують функцію Хемінга [31] (рис. 1.6). 

cos cos ,
2 2( , )

0,
2 2

e
x y W Wякщо x та y

W WF x y
W Wякщо x та y

π π ⋅ ⋅     ≤ ≤          = 
 > >

, 

де W , e  – параметри для настроювання моделі під екран [23].  
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Рисунок 1.6 – Графічне зображення  моделі пікселя у формі Хемінга 

 

Для підвищення якості формування графічних сцен у засобах ві-
дображення використовують гексагональний растр [7, 12, 16, 20, 21, 
35-45]. Базовим елементом формування гексагонального растра є пра-
вильний рівносторонній шестикутник – гексагон [51]. Гексагон, або 
рівносторонній шестикутник [6, 7, 51] – це двомірна геометрична фі-
гура, що включає шість рівних сторін. Всі кути кути між сторонами, 
рівні 120° (рис. 1.7) На рис. 1.8 зображено розташування базового пік-
селя з сусідніми.  

При формуванні точок на гексагональному растрі адресацію коор-
динат можна задати з кута екрана подібно квадратному растру, або 
починати з центрального пікселя (рис. 1.9). 

Сторони a правильного шестикутника рівні та дорівнюють радіусу 
кола, який описаний навколо шестикутника a = R Усі кути гексагона 

дорівнюють радіус вписаного кола ( 3 2)r a= ⋅ . Найдовша діаго-
наль гексагону в два рази довша за його сторону. 

Периметр гексагона та його площа розраховується відповідно за 
виразами: 

6 4 3 ,P R r= =       
22 32

2
33=S rR = . 

При покритті площини гексагонами кожен піксель оточено шість-
ма сусідніми пікселями, що робить таку сітку шестиз'єднаною (див. 
рис. 1. 8). 
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Рисунок 1.7 – Гексагон і вписане та описане кола 

 

 
Рисунок 1.8 – Шестизв’язність гексагонального пікселя  

 

       
Рисунок 1.9 – Координати суміжних пікселів на гексагональному растрі   

  

a 
R 

r 
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Розрахуємо площу гексагона за радіусом описаного кола, при 
умові, що R = 1 [51]. Оскільки, у правильного шестикутника радіус 

описаного кола дорівнює стороні, то 
23 3 2,598

2
S R= = . Якщо для 

круга  R = 1,  то 2 3,14кS Rπ= = . Знайдемо співвідношеня площ фі-
гур з площею круга.  

У таблиці 1.1 наведено співвідношення [51] площ багатокутників 
до площі круга. З таблиці 1.1 видно, що з наведених фігур гексагон 
найбільше наближається до круга. 

 
Таблиця 1.1 – Співвідношення площ багатокутників з площею круга одиничного 

радіуса 

 
Піксель у формі гексагону задається сукупністю однакових суб-

пікселів (рис.1.10).  
Ці елементи зберігають шестикутну структуру. Відстань від цент-

рального сегмента до його сусідів є однаковою.  
 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 1.10 – Розбиття пікселя на субпікелі  

Сегмент 
субпіксеів 

 

Лінійний підсегмент 
субпіксеів 
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Розглянемо формування сегменту субпікселів [51]. В ньому група 
субпікселів розташована на однаковій відстані від центрального суб-
пікселя. Ці субпікселі утворюють фігуру, що перетинає коло, як пока-
зано на рис. 1.10. Лінійний підсегмент субпікселів – це набір субпік-
селів, центри яких розташовані на одній прямій лінії і входять до 
складу одного сегменту. 

Властивість гексагональних пікселів: при розбитті пікселя на суб-
пікселі кількість субпікселів завжди буде непарною.  

Характерною ознакою гексагональних пікселів є те, що при їх поді-
лі на субпікселі загальна кількість субпікселів завжди стає непарною. 
Кожна пара сусідніх субпікселів з обраного лінійного підсегменту ство-
рює один субпіксель у наступному сегменті, внаслідок чого кількість 
новоутворених субпікселів зменшується на один від утворюючого. 

Однак, крайні точки лінійного підсегменту формують лише по од-
ному субпікселю. Враховуючи, що кількість лінійних підсегментів у 
заданому сегменті дорівнює шести, а їх вершини є спільними для двох 
сусідніх підсегментів, то формула для обчислення кількості субпіксе-
лів у сегменті виглядає так:  

( 1) 6 6l + ∗ − ,      

де l – число лінійного сегменту.  
З цієї формули видно, що результат множення на 6 завжди буде 

парним, а віднімання 6 від парного числа також дасть парне число. 
Таким чином, сумарна кількість субпікселів у сегменті буде парною. 
Оскільки в центрі кожного пікселя знаходиться один центральний 
субпіксель, загальна кількість субпікселів виходить непарною. 

Крім того, кількість субпікселів у кожному наступному сегменті 
зростає на 6  (рис. 1.11). 
 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 1.11 – Збільшення деталізації при розбитті пікселя на субпікселі 

6 субпікселів у 
сегменті 

12 субпікселів у 
сегменті 
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При поділі гексагонального пікселя на субпікселі, інтенсивність 
кольору кожного наступного сегмента субпікселів зменшується відпо-
відно до їх віддаленості від центру. Це означає, що інтенсивність ко-
льору може визначаєтися пропорційно до числа  субпікселів, що по-
пали в ділянку, обмежену полігоном. При цьому врахувується їх від-
даленість від центру. 

При розробці алгоритмів формування графічних примітивів на ге-
ксагональному растрі використовують його властивості [51]: усі внут-
рішні кути рівні між собою; кожен внутрішній кут правильного шес-
тикутника дорівнює 120°; усі сторони рівні між собою; велика діаго-
наль шестикутника служить діаметром кола, описаного навколо шес-
тикутника. Вона дорівнює довжині двох його сторін; менша діагональ 
шестикутника є більшою за сторону шестикутника; діагоналі шести-
кутника перетинаються в центрі і ділять шестикутник на шість рівнос-
торонніх трикутників (висота кожного з цих трикутників дорівнює ра-
діусу вписаного в шестикутник кола); трикутник, що складається з 
сторони шестикутника та його більшої та меншої діагоналей, є прямо-
кутним, при цьому його гострі кути становлять 30° і 60°; правильний 
шестикутник має здатність заповнювати площину без проміжків та 
накладань, що робить його використання доцільним для формування 
растрових зображень. 

На рис. 1.12 показані співвідношення між кутами правильного ше-
стикутника, що можуть бути застосовані у розробці алгоритмів для 
генерації графічних зображень на гексагональній сітці. 

 

 
Рисунок 1.12 – Співвідношення між кутами гексагону 
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Передача кольорів у гексагональному растровому форматі має 
свої унікальні особливості. Поділ гексагонального пікселя на субпік-
селі надає можливість для більш деталізованої передачі кольору. Це, в 
свою чергу, дозволяє розміщувати елементи для відтворення основних 
кольорів таким чином, щоб значно підвищити якість зображення за-
вдяки розширеному спектру кольоропередачі, як показано на 
рис. 1.13. 

 

R- red Червоний 

G-green Зелений  

B- blue Синій  

C-cyan Блакитний 

M-magenta Пурпуровий 

Y-yellow Жовтий 

Рисунок 1.13 – Відтворення кольору в гексагональному пікселі 

 

Проаналізуємо можливість апроксимації конусної моделі пікселя з 
урахуванням того, що основа пікселя представлена не кругом, а пра-
вильним шестикутником. Використання конусної моделі пікселя для 
антиаліайзингу передбачає визначення інтенсивності кольору пропор-
ційно до об'єму, відсіченого від конуса вертикальною площиною. 

Об’єм конуса (рис.1.14)  21
3

V R hπ=  ,  де h –  висота конуса. 

Приймемо об’єм конуса рівним одиниці. Висота конуса 2
3h
Rπ

= . 

Якщо радіус R покриває три субпікселі, то h = 0,106. Зрозуміло, що 
для центрального субпікселя R = 0,5. Тому об’єм складового конуса 1 
(рис. 1.14). Об’єм конуса 2 (7 субпікселів в основі конуса) дорівнюва-
тиме 492,07 =V . Приведемо інтенсивність кольору субпікселя відпо-
відно до об’ємів конусів. Для центрального субпікселя інтенсивність 
буде відповідати об’єму 123,01 =V . 

 

R 

G B 

Y 

C 

M 
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Рисунок 1.14 – Розташування конусів  

 

Складову об’єму для субпікселів другого конуса  можна визначи-
ти якщо від об’єму конуса 2 відняти об’єм конуса 1 і поділити на чис-
ло субпікселів другого  сегменту. Такі самі розрахунки проведемо для 
третього сегменту субпікселів. Матимемо такий розподіл інтенсивно-
сті як показано на рис. 1.15.   

 

 
Рисунок 1.15 – Розподіл інтенсивності кольору 
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Наведений аналіз гексагональної моделі пікселя підтверджує пер-
спективність його використання в системах формування графічної ін-
формації. 

Аналіз методів суперсемплінгу, які отримали широке застосування 
в системах формування реалістичних зображень, детально подано в 
[26, 44]. 

 

1.2 Обробка зображень на гексагональному растрі 

Питаннями обробки гексагональних зображень активно займають-
ся останні 40 років. Першу фундаментальну роботу зі зберігання гек-
сагональних зображень було виконано P. Burt [57]. Мотивацією було 
знайти схеми зберігання зображень з використанням даних дерева та 
піраміди.  

Переваги гексагональної решітки вибірки над квадратними були 
встановлені теоретично Д. Уайтхаусом [58]. Це було зроблено на ос-
нові порівняння різних типів розбиття. 

Р. Вітуллі [59] довів, що ефективність гексагональної дискретиза-
ції перевищує ефективність квадратної дискретизації, оскільки потрі-
бно приблизно на 13% менше пікселів для отримання такої ж продук-
тивності, як і при квадратній дискретизації. Р. Мерсер [60] з метою 
економії обчислювальних ресурсів, що забезпечується гексагональної 
вибіркою, сформулював теорему гексагональної вибірки. Це було ви-
користано для отримання дискретного гексагонального перетворення 
Фур'є.  

M. Голей [61] розробив паралельні обчислювальні системи з ура-
хуванням гексагональних структур. 

Р. Стонтон [62] виконав роботи над практичною апаратною систе-
мою для обробки гексагональних зображень. Захоплювач кадрів був 
модифікований для виконання гексагональної вибірки. Отримані дані 
були оброблені за допомогою конвеєрної комп'ютерної системи. Було 
досліджено ряд алгоритмів, такі як обробка порогових значень і лока-
льні оператори, а оброблені зображення відображалися на екрані 
комп’ютера. Гексагональні координати були представлені в системі 
координат, повернутої на кут. Порівняння проводилося за допомогою 
симулятора, який представляв шестикутний піксель як сукупність 
квадратних пікселів.  
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Активно проводяться дослідження щодо використання гексагона-
льних структур для розпізнавання зображень, зокрема, запропоновані 
методи гексагонального оброблення зображень для розпізнавання об-
личчя [63-65]. Показано, що обробка гексагональних зображень наба-
гато ефективніша, ніж при використанні існуючих методів. 

Решітка вибірки, яка використовується для оцифровування даних 
безперервного зображення, є суттєвим визначальним фактором якості 
кінцевого цифрового зображення, а отже, ефективності його обробки.  
Для рівномірного вибору зображень довільного розміру, решітка по-
винна відповідати регулярній просторово повторюваній мозаїці. Цим 
вимогам [6] відповідає гексагональна структура. 

Останнім часом відновився інтерес до використання гексагональ-
них зображень, представлення архітектур для таких зображень і зага-
льної обробки гексагональних зображень. Розроблені багатомасштаб-
ні гексагональні градієнтні оператори, на основі рамкових кінцевих 
елементів, для використання безпосередньо на гексагональних зобра-
женнях. 

Виявлення руху, виявлення країв і визначення орієнтації часто 
вимагають просторового обчислення різниці інтенсивності світла між 
сусідніми піксельними осередками [66]. Попереднє опрацювання зо-
браження може підвищити ефективність обчислення, коли паралельне 
оброблення може бути досягнуто шляхом просторового розташування 
масиву пікселів. Геометричну оптимізацію масивів пікселів можна до-
сягти, використовуючи гексагональні масиви замість прямолінійних 
масивів. Гексагональні масиви покращують щільність упаковки та 
зменшують складність просторового обчислення порівняно з квадрат-
ними та восьмикутними масивами. Вони також забезпечують геомет-
ричну симетрію для ефективного обчислення не лише на рівні суміж-
ної сусідньої комірки, але й на рівні сусідньої комірки вищого поряд-
ку. Гексагональні масиви підвищують обчислювальну ефективність 
завдяки використанню симетричної конфігурації, яка дозволяє попе-
редню обробку просторової інформації візуальної сцени за допомогою 
апаратних реалізацій, які повторюються у всіх сусідніх пікселях ви-
щого порядку. 

Гексагональні моделі використовують в системах захисту інфор-
мації. Так, зокрема, розроблено ефективний метод стеганографії [67] 
для приховування даних у зображеннях. 
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Біологічну оптичну систему [68] розглядають як каскад субфільт-
рів від фоторецепторів через гангліозні клітини в ямці до простих клі-
тин у зоровій корі. Ця інформація надихнула багатьох дослідників ви-
вчити біологічну сітківку, щоб дізнатися більше про можливості об-
робки інформації. Конуси та палички фоторецепторів у ямці людини 
мають форму шестикутника. Гексагональна сітка забезпечує вищу 
щільність упаковки, узгоджене з’єднання сусідів і кращу кутову коре-
кцію порівняно з прямолінійною квадратною сіткою. 

Запропоновано алгоритм [68] комп’ютерного зору з використан-
ням структури гексагональної сітки для програм, які узгодженні з зо-
ровою системою людини. Він надає шестикутні змодельовані зобра-
ження для візуальної перевірки без використання гексагонального 
пристрою захоплення чи відображення. Результати моделювання по-
казують, що запропонований алгоритм досягає вищого пікового спів-
відношення сигнал/шум - 98,45 і пропонує зображення високої роз-
дільної здатності з меншою середньоквадратичною помилкою - 0,59. 

Гексагональна структура [69] відповідає принципам моделюванню 
зорової кори головного мозку: рівновіддалені зв’язки між нейронами, 
клонування та поширення інформації на поверхні кори як інваріант-
ний аналіз візуальних об’єктів, реалізує механізм конкурентній орієн-
тації нейронів.  

Відмінною характеристикою топології нейронної мережі є гекса-
гональне розташування збуджувальних зв’язків між нейронами, які 
дозволяють поширювати або клонувати інформацію на поверхні ней-
ронного шару. Клонування інформації та модифікація ваги зв'язків 
між нейронами використовуються як базові принципи процесів нав-
чання та розпізнавання. Гексагональні топологічні структури є перс-
пективним напрямком для розпізнавання просторово-часових паттер-
нів і вивчення механізмів пам’яті в мозку.  

На основі багаторічного досвіду моделювання меж людського зо-
рового сприйняття запропоновано матричну модель людського зору 
[70]. Етап вибірки передбачав просте переупорядкування даних вхід-
ного зображення, зменшуючи кожні вісім рядків до семи для набли-
ження ідеальної гексагональної вибірки. Дані відображалися на змі-
щеній «цегляній стіні». Операції із зображеннями низького рівня були 
протестовані в цій структурі, і модель виявилася сумісною з багатьма 
аспектами ранньої зорової системи людини.  



 

24 

Досліджуються різні аспекти гексагонального відбору проб, у то-
му числі еволюція гексагональних масивів біологічних сенсорів, 
вплив вибору сітки відбору проб і мозаїки на зовнішній вигляд зобра-
ження та світлозбірні властивості датчика. Обговорюється вплив сітки 
вибірки на структуру багатопроцесорних систем. 

Розроблено процедури [71], для швидкого розпізнавання образів 
тривимірних об’єктів за допомогою паралельної обробки на гексаго-
нальній сітці. Основними етапами схеми є виявлення країв на основі 
різниць у рівнях сірого в околі, локальне потоншення країв, локальне 
виявлення особливостей і корекція ознак на основі порівняння особ-
ливостей у піксельному супероколі. Експериментальні випробування 
цих процедур показали певний успіх у розпізнаванні ключових особ-
ливостей скелетів об’єктів. Результати свідчать про те, що впрова-
дження та подальший розвиток цих процедур на реальній гексагона-
льній сітці фотодетекторів з підключеними блоками паралельної об-
робки були б дуже ефективними. 

Гексагональний растр [72] краще передає форму кривих, оскільки 
має кращу геометричну структуру. 

Гексагональна сітка характеризується найнижчим співвідношен-
ням периметра до площі серед усіх традиційних плоских мозаїк. На 
практиці це призводить до мінімізації ефектів країв при роботі з гек-
сагональними сітками. Кожна клітина у шестикутній сітці має шість 
ідентичних сусідніх клітин. Відстань між центрами (центроїдами) цих 
клітин є однаковою для всіх сусідів.  

У роботі [72] представлені результати порівняльного аналізу ви-
користання гексагональної та прямокутної сіток для дискретизації 
кривих Безьє. Було здійснено дискретизацію довільно заданих кубіч-
них кривих Безьє на обох типах сіток. Виявлено, що дискретне подан-
ня кривих на гексагональній сітці точніше передає форму та розміри 
об'єктів у 80-85% випадків. Розроблено теоретичні основи для вико-
ристання для формування сплайнів гексагональних структур [73], [74]. 

Сьогодні розроблено гексагональні підходи до машинного та гли-
бокого навчання, які здебільшого пов’язані з розробкою гексагональ-
них згорткових нейронних мереж і шестикутних згорткових шарів 
[75]. 
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1.3 Використання гексагональних елементів у системах  
візуалізації 

Починаючи з 2000 року рідкокристалічний дисплей (LCD) і тех-
нологія дисплеїв на органічних світлодіодах (OLED) широко викорис-
товуються і поступово домінують на ринку дисплеїв. 

Технологія дисплея Micro-LED [76, 81] з використанням гексаго-
нальних елементів вважається наступним поколінням технології відо-
браження, яка має характеристики високої мініатюризації, тонкої плі-
вки та інтеграції, а також високу яскравість, контрастність, швидку 
швидкість реагування та тривалий терміну служби. 

У даний час стандартними екранами, що використовуються, є рід-
кокристалічні дисплеї (LCDs). LCDs - екрани генерують світло за до-
помогою підсвічування, і світло модулюється рідкими кристалами в 
поєднанні з кольоровими фільтрами, утворюючи окремі субпікселі. 
Така конструкція досить неефективна, оскільки  ефективно викорис-
товується лише 5-10% світла. Навпаки, OLED-дисплеї складаються з 
органічних субпікселів, які діють як власний випромінювач світла. Це 
дозволяє індивідуально контролювати яскравість, а екрани можна 
зробити гнучкими. Технологія OLED також усуває витік світла з еле-
менту, що покращує загальну ефективність. 

У даний час для вирощування шарів GaN в основному використо-
вуються гетерогенні епітаксіальні підкладки (такі як кремній (Si), са-
пфір (α-Al2O3), карбід кремнію (SiC) тощо. Щільність дислокацій ге-
тероепітаксії можна зменшити шляхом додавання буферних шарів 
(таких як буферний шар AlGaN/AlN, буферний шар суперґратки 
AlN/GaN, буферний шар AlxGa1-xN тощо), латеральної епітаксії. 

Матриця µLED, вирощена на напівполярній площині, дозволить 
отримати повноколірні дисплеї великої площі. Крім того, матриця 
μLED показала однорідність оптоелектронних характеристик елемен-
тів відображення. 

Щоб охопити повноколірну гаму для дисплеїв, світлодіодні піксе-
лі повинні містити червоні, сині та зелені окремі світлодіоди, розта-
шовані в масиві [76]. Роздільна здатність дисплеїв залежить від розмі-
ру та кроку окремих світлодіодів.  

Важлива властивість [76] нової технології полягає в тому, що пік-
селі µLED керуються індивідуально та можуть залишатися підсвіче-
ними протягом усього кадру. Індивідуальне керування пікселями 
µLED досягається за допомогою схеми керування пікселями, побудо-
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ваної з тонкоплівкових транзисторів (TFT) або комплементарних тра-
нзисторів метал-оксид-напівпровідник (CMOS). 

Світлодіоди на основі GaN випромінюють світло у видимому діа-
пазоні шляхом регулювання складу індію (In) [76]. 

Однією з важливих переваг OLED-моніторів [80] є їх гнучка стру-
ктура, яка дозволяє створювати вигнуті екрани. Це відкриває нові мо-
жливості для створення інноваційних форм-факторів і застосувань.  

Квантові точки (Quantum Dots) є ще однією важливою технологією, 
яка сприяє покращенню властивостей OLED-моніторів. Квантові точки 
[77] – це нанометричні розміри полімерних матеріалів, які можуть кон-
вертувати світло одного кольору в інший. Використання квантових то-
чок допомагає підвищити яскравість і розширити колірну гаму OLED-
панелей. Це робить зображення на моніторах ще більш реалістичними. 

Однією з головних переваг цих технологій є їхнє низьке спожи-
вання енергії. ОLED-монітори [76-85] і панелі на основі квантових то-
чок ефективно використовують енергію.  

Майбутнє цих технологій полягає в подальшому підвищенні ефек-
тивності та тривалості роботи світлодіодів. Тонкі та гнучкі OLED-
панелі матимуть все більше застосувань у різних сферах, забезпечую-
чи більше інновацій та візуальних досвідів для користувачів.  

Через різний опір електрода та пристроїв навколо контакту елект-
рода під час ін’єкції струму світодіода утворюється тепло, і темпера-
тура пристрою постійно підвищується, що призводить до зменшення 
терміну служби. 

Для більш високої надійності світлодіодів розроблено нову техно-
логію [76] на основі InGaN/GaN з гексагональною плівкою нітриду 
бору (h-BN). 

На рис. 1.16 наведено схему світловипромінювального діода 
(LED) на основі InGaN/GaN з гексагональною плівкою нітриду бору 
(h-BN) [78]. 

Вирощування нанопірамід [79] із шестикратними напівполярними 
гранями на SiOx або SiNx, замаскованих c-площиною GaN, є альтерна-
тивним варіантом для покращення оптоелектронних характеристик сві-
тлодіодів на основі InGaN (рис. 1.17). Така конфігурація як на рис. 1.18 
може бути використана для покращення продуктивності світлодіодів з 
високим вмістом компонентів In, оскільки, на додаток до нижчого поля 
поляризації цих кристалічних площин, тривимірні наноструктури за-
безпечують кращу релаксацію деформації для росту кристалів. 
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Рисунок 1. 16 – Світловипромінюювальний діод (LED) на основі InGaN/GaN  

з гексагональною плівкою нітриду бору (h-BN) [78] 

 

 
Рисунок 1.17 – Структура гексагонального стержня [79] 

 

 
Рисунок 1.18 – Вигляд гексагональних індикаторних елементів [79] 
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Зі збільшенням щільності пікселів і зменшенням розміру пікселя 
труднощі в досягненні високої продуктивності та високої точності 
інтеграції за допомогою процесів гібридної інтеграції різко зроста-
ють, що перешкоджає реалізації недорогого великомасштабного ви-
робництва. 

Останнім часом у індустрії дисплеїв спостерігається використання 
мікроструктурованих світлодіодів (µLED) розміром менше 50 мкм 
[76, 83].   

У 2017 році CEA-LETI представив прототип дисплею з відеогра-
фічною матрицею з кроком пікселів 10 мкм на основі матриці Micro-
LED 3.  

У 2018 році Sony випустила гігантський зшитий 16K Micro-LED 
дисплей «CLEDIS». Корпорація AUO з Тайваню продемонструвала 
12,1-дюймовий повноколірний дисплей Micro-LED з розміром пікселя 
менше 30 мкм, PPI 169 і роздільною здатністю 1920×720.  

На InfoComm 2019 року Samsung анансувала 292-дюймовий дисп-
лей з великим екраном 8K [80]. Mojo Vision показала прототип мікро-
дисплея з 14 000 пікселів на дюйм на основі 0,018-дюймової панелі. 
2022 році компанія Seoul Viosys з Південної Кореї показала 54-
дюймовий і 81,5-дюймовий екран Micro-LED з відстанню між піксе-
лями 625 мкм і 937,5 мкм відповідно. Базуючись на структурі Micro-
LED, її можна використовувати для виготовлення екранів 4K від 100 
до 200 дюймів [81]. 

За даними [80] Omdia, Apple в 2021 році купила 172 мільйона 
OLED-панелей у Samsung, LG і BOE. Із 172 мільйонів панелей 106 мі-
льйонів були призначені для нової лінійки iPhone 13. Першим смарт-
фоном, що використовує технологію гексагонального розташування 
кристалів BOE, став Huawei P50 Pro+. 

У 2023 році багато компаній Crystals [81] оголосили, що незабаром 
випустять свої продукти на основі гексагональних пікселів. 

Наведений аналіз проказав перспективність використання гекса-
гональних структур для відображення інформації, зокрема, для побу-
дови моніторів. 

 Інтенсивні дослідження проводяться щодо використання гексаго-
нальних структур для запам’ятовування інформації [77, 82, 83].   
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Досліджено гексагональний нітрид бору (h-BN) і його гетеро-
структури [77]. Цей квантовий матеріал може застосовуватись для 
електроніки, фотоніки, зондування та зберігання/перетворення енер-
гії.  

Виявлено, що світло, випромінюване цими ізольованими комірка-
ми, можна використовувати для зберігання квантової інформації. Ква-
нтова пам’ять є основним структурним блоком, який необхідно для 
створення квантового Інтернету, де квантова інформація зберігається 
та надсилається через фотони.  

Розроблено пам’ять типу «запис-багаторазове читання» (WORM), 
виготовленої з шарів квантових точок CdSe–ZnSquantum dots, розмі-
щених між двома ізоляційними 2-вимірними гексагональними нітри-
дами бору.  

Створено платформу для зберігання квантових збуджень у формі 
спін-хвильових моделей в групі атомів, що містяться в оптичній по-
рожнині. На рис.1.19 наведено структуру [82] блока пам’яті на h-BN 
ALD діелектричного матеріалу, отриманого атомно-шаровим оса-
дженням IBSD методом іонного пучка. На рис. 1.20 MBE – основа, 
отримана методом молекулярно-променевої епітаксії, SVD - діелект-
ричний шар. Досягнуто зменшення товщини до рівня одного шару, що 
обумовлює перспективи застосування для побудови великомасштаб-
ної надтонкої гнучкої пам’яті. 

 

 
Рисунок 1.19 – Відображення ізольованих спінів на гексагональному  

нітриді бору під оптичним мікроскопом [82] 

https://www.sciencedirect.com/topics/engineering/quantum-dot
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Рисунок 1.20 – Реалізація блока пам’яті на h-BN [82] 

 
 
 
1. 4 Аналіз методів побудови графічних примітивів 

Процес генерації зображення растрового геометричного об’єкту 
називають растретизацією [1-4, 30]. Для відображення геометричний 
об’єкт задається в виді набору типових елементів. Растеризацію цих 
елементів необхідно виконати з високою швидкістю апаратними та 
програмними засобами графічного процесора. Найпоширенішими є 
відрізок прямої, коло, еліпс, парабола. 

Відтворення основних графічних примітивів можна здійснювати 
методами [30] прямого розрахунку координат точок за математичним 
рівнянням. Такий спосіб дає хорошу точність растретизації, але при 
розрахунку використовуються операції множення і ділення над чис-
лами з плаваючою комою. Такі математичні операції порівняно з до-
даванням і відніманням потребують більшого часу, тому метод пря-
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мого розрахунку координат застосовують лише для растрування відрі-
зків прямої.  

Для формування зображення відрізка прямої найчастіше 
використовують метод, заснований на розрахунку оцінювальної 
функції (ОФ) [1-5, 30, 87]; метод цифрового диференційного 
аналізатора (ЦДА) [1, 2, 86, 87]. Іноді використовують метод, 
оснований на використанні рівняння прямої [30, 87]. 

Сформувати траєкторію відрізка прямої можна, використовуючи 
рівняння прямої: 

X
XYYY н ∆

⋅∆+=  . 

За умови, що  ΔX ≥ ΔY, у формулу  підставляють абсцису Х і 
обчислюють відповідну координату Y, а при ΔХ<ΔY – навпаки. 
Точність відтворення зображення траєкторії відрізка прямої 
визначається округленням результату і може бути максимальною. 

В методі використовуються операції множення та ділення, що 
обмежують його продуктивність. 

У методі цифрового диференційного аналізатора [1-3, 30, 87] 
перед циклом інтерполяції і в подальшому використовують в режимі 
нагромаджувального додавання. Знак переносу при додаванні 
визначає тип крокового переміщення. 

Для формування зображення траєкторії відрізка прямої 
найчастіше використовують метод оцінювальної функції [1-5, 30,  
87, 90]. Це пояснюється простотою обчислювального процесу, 
оскільки в циклі інтерполяції використовують мікрооперації 
додавання та віднімання. При цьому досягається мінімальна похибка 
інтерполяції. 

Характерна особливість методу полягає в тому, що при 
інтерполюванні використовується не значення оцінювальної функції, 
а її знак, який визначає тип крокового приросту. 

На рис. 1.21 наведено принцип формування оцінювальної функції, 
який полягає у формуванні такої ОФ, яка має різний знак залежно від 
розміщення стосовно ідеального відрізка прямої. 

Для підвищення точності лінійного інтерполювання сусідні 
ортогональні прирости замінюють на діагональний приріст, що 
покращує згладженість крокової траєкторії. 
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У методі [1-3, 30, 87] цифрового диференційного аналізатора 
часто використовується двійковий помножувач [30], [87] (інтегратор 
послідовного переносу), назва якого визначається виконанням 

останнім функції виду: nвхвих
УКff
2

⋅= , де УК – значення керуючого 

коду, n – розрядність помножувача, вхf , вихf  – значення відповідно 
вхідної та вихідної частоти опорної імпульсної послідовності.  

 

 
Рисунок 1.21 – Інтерполяція за методом оцінювальної функції  

 

При використанні двійкових помножувачів має місце велика 
похибка інтерполяції і однаковий час формування відрізків прямих 
незалежно від значення координатних приростів відрізка прямої. 
Розроблено метод [87], заснований на скороченні циклу роботи 
помножувача, який усуває останній недолік. Однак метод має низьку 
точність інтерполяції. 

Найпершими методами, які давали можливість відтворення зо-
браження кола, були методи ЦДА, які використовували цифрові інте-
гратори.  

В методі використовуються два цифрових інтегратора, охоплених 
перехресними зворотними зв’язками. При цьому досягалася висока 
швидкодія, однак точність відтворення примітиву була низькою [87], 
що обмежує їх застосування, незважаючи на простоту реалізації інте-
рполятора. Важливою особливістю методів із застосуванням цифро-
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вих інтеграторів є постійність кругової швидкості руху точки по дузі 
кола, незалежно від радіуса кола. При цьому кола різних радіусів  
формуються за однаковий проміжок часу, що в окремих випадках 
призводить до потреби суттєвого підвищення продуктивності інтер-
полятора. А це в свою чергу призводить до його ускладнення.  

Відомий метод кругової інтерполяції [30, 87], який передбачає за-
стосування постійної пам’яті для апроксимації дуги кола за допомо-
гою лінійної інтерполяції. Його недоліком є потреба у великих 
об’ємах пам’яті при великій кількості ділянок апроксимації. Похибка 
при обчисленнях за цим методом накопичується, оскільки дуга апрок-
симується ламаною лінією. Є потреба корекції накопиченої похибки.  

Відомий метод [30] для інтерполяції кола в полярних координатах –  
метод площ. Він не отримав поширення, оскільки вимагає завдання ко-
ла в полярних координатах і характеризується низькою швидкодією.  

Найбільш поширені методи кругової інтерполяції мають за основу 
визначення оцінювальної функції [1-6, 87, 89]. Рівняння оцінювальної 
функції ( iOF ) для кола в загальному вигляді буде: 

( ) 222 RyxOF iii −+= ,   

де R – радіус кола, а x, y – координати центра кола. З формули слідує, 
що різниця квадратів матиме від’ємне значення для всіх точок в сере-
дині кола, додатне значення для точок, що лежать за колом і дорівню-
ватиме нулю для точок на колі. Така властивість оцінювальної функції 
дає можливість по знаку OFi з урахуванням розташування точки від-
носно системи координат і напрямом руху, формувати в дискретному 
координатному просторі одиничний приріст і наблизити траєкторію 
точки кола до реальної (рис. 1.22). Якщо виконувати послідовні кроки 
у відповідних ділянках растру, щоб при цьому змінювався знак оці-
нювальної функції (з додатного на від’ємний і навпаки),  то можна до-
сягти наближення траєкторії інтерполяції до кола, яке відтворюється 
на растрі. 

Найбільш відомий і простий метод генерації кола це алгоритм 
Брезенхема [1-5, 30, 87-89]. В алгоритмі Брезенхема генерується 
тільки одна восьма частина кола, інші частини отримують шляхом 
послідовного симетричного відображення згенерованої частини 
(рис. 1.23). 
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Більш ефективним є метод Обідника [87], який використовує в об-
числювальному процесі простіші формули. 

 

 

Рисунок 1.22 – Наближена траєкторія кола на растрі  

 

 
Рисунок 1.23 –  Генерація кола за алгоритмом Брезенхема 
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Як видно з рис. 1.23, на початку генерують перший октант (дугу в 
проміжку від 0° до 45°) напрямок генерації – проти часової стрілки. 
Наступний крок – це «дзеркальне» відображення другого октанту 
відносно прямої y = x, і так генерується перший квадрант. Перший 
квадрант можна відобразити відносно прямої x = 0 і отримати 
відповідну частину кола в другому квадранті. Таким чином, верхнє 
півколо відображене відносно прямої y = 0 завершує формування кола 
на растрі згідно алгоритму. Простота апаратної реалізації та 
оперування з цілими числами є перевагами алгоритму Брезенхема. 
Однак формули для інтерполяції є надлишковими. 

Методи формування еліпсів, парабол, гіпербол наведено в [1-6, 88, 
89]. В переважній більшості випадків використовується метод 
оцінювальної функції та метод Ву. 

Широке впровадження гексагональних растрів для побудови 
систем візуалізації обумовили розробку для них методів формування 
графічних примітивів.  

У роботі [90] виконано експериментальні дослідження, які 
показали, що відрізок прямої, згенерований на гексагональному растрі 
за допомогою алгоритму Брезенхема на сітці з перемежуванням, є 
кращим, ніж звичайна реалізація квадратної сітки. 

Розроблено метод [91] лінійної інтерполяції на гексагональному 
растрі, який базується на формулах Брезенхема, які є надлишковими 
та передбачають збільшення розрядності для обчислювального 
процесу.  

Один з напрямків [93] досліджень направлений на підвищення 
точності лінійної інтерполяції, який передбачає виконання додаткових 
обчислень, що зменшує продуктивність формування векторів. Слід 
зазначити, що зменшити похибку інтерполяції можливо за рахунок 
симетричності діагональних кроків в межах цифрових сегментів, з 
яких складається крокова траєкторія. 

Розроблено метод [94] формування траєкторії кола на гексагональ-
ному растрі. Метод використовує для кругової інтерполяції формули 
Брезенхема з адаптацією на гексагональний растр. На жаль, покроко-
вий характер формування траєкторії кола обмежує швидкодію форму-
вання графічного примітива. 

Запропоновано метод [95] формування траєкторій на гексагональ-
ному растрі зображень конічних перетинів для окреслення еліпсів, кіл. 
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Базовий алгоритм вимагає виконання трьох операцій додавання у 
циклі інтерполяції, хоча для виявлення зміни загального напрямку між 
двома суміжними секторами потрібен додатковий тест. Великий обсяг 
обчислень виконується для встановлення типу крокових переміщень 
залежно від ділянки формування траєкторії. 

Розроблено метод [96] кругової інтерполяції на основі визначення 
кутів. Метод має високу точність, однак потребує для динамічної 
графіки підвищення швидкодії. 

Для формування еліпсів [97], гіпербол [98] на гексагональному 
растрі найбільшого поширення отримав метод оцінювальних функцій. 
Це стосується як прямокутного та гексагонального растрів. 

Проведений аналіз показує перспективність розробки методів 
інтерполювання для високопродуктивного формування графічних 
примітивів. 

Для збільшення роздільної здатності екранів використовують гек-
сагональний растр. При використанні гексагональної моделі пікселя 
збільшується кількість точок на екрані, що передбачає використання 
для формування примітивів більшої кількості пікселів, що впливає на 
швидкодію формування примітивів. Методи інтерполяції на гексаго-
нальному растрі більш складні порівняно з використанням квадратно-
го растру. Підвищення продуктивності методів і засобів формування 
зображень на гексагональному растрі важливо при генерації динаміч-
них графічних зображень і в інтерактивному режимі, коли передбача-
ється, що користувач у реальному часі може впливати на процес фор-
мування зображення. Висока швидкодія формування графічних сцен 
необхідна для гексагональних ігор, які отримали значне поширення.  

Результати досліджень цього розділу наведено в публікаціях: [7, 
12, 16, 26, 32, 33, 35, 36, 44, 47, 49, 51, 99-103]. 
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2 МЕТОДИ ФОРМУВАННЯ ВЕКТОРІВ НА ГЕКСАГОНАЛЬ-
НОМУ РАСТРІ 

 
2.1 Особливості формування векторів на гексагональному ра-

стрі 
Відрізки прямих відносять до найпоширеніших графічних примі-

тивів [87], тому продуктивності формування векторів приділяють осо-
бливу увагу. 

Лінійна інтерполяція за прямим методом [30, 87] використовує рі-
вняння відрізка прямої: /( )· ,y y x x= ∆∆  де x∆  і y∆ – відповідно приро-
сти координат відрізка прямої. Оскільки, при виконанні по координаті 
x крокового приросту 1i ix x= +  , то можна розрахувати відповідні ор-
динати:  

( )1 1 /( ) .( ) (1 )/ · / / /i i i i iy y x x y x x y x x y x y y x+ += ∆ = ∆ ∆ +∆ ∆= ∆ ∆ + ∆ ∆ = + ∆  

Метод забезпечує  максимальну точність формування векторів, 
але використовує складні операції ділення для знаходження ∆y/∆x.  

Розглянемо реалізацію прямого методу при використанні гексаго-
нального растру.  На рис. 2.1 наведено приклад формування відрізка 
прямої на гексагональному растрі. 

 

 
Рисунок 2.1 – Формування відрізка прямої на гексагональному растрі 

 
При використанні гексагонального растру приріст x∆ дорівнює 

кількості горизонтальних переміщень і складових переміщень діаго-
нальних кроків, які дорівнюють 1/2.   

Визначимо значення ординатного приросту. 

 Радіус описаного кола дорівнює 2
3

R r= . Оскільки крок дискре-
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тизації вибираємо рівним одиниці (рис. 2.2), то 1
2

r = . То-

му 1
3

R = , 1 .
3

t R= =  

  
Рисунок 2.2 – Формування крокових переміщень 

 
Знайдемо ординатний приріст діагонального кроку: 

 
 
 

Тому приріст y∆ дорівнює: 
 
 
 

де z - кількість діагональних кроків. 
Тангенс нахилу відрізка прямої при формуванні відрізка на гекса-

гональному растрі дорівнює:  

3
32 .

2

zy z
x x x

⋅∆
= =

∆ ∆ ∆
 

Формула для визначення ординати пікселя крокової траєкторії має 
такий вигляд: 

1
1 1 .

2
( )

·
/ ·

3 i
i i

x
y y x

z
x

x
+

+ + =∆=
∆

∆  

У випадку формування діагонального кроку відстань між центра-
ми пікселів дорівнює 0,5, тому можливо виконувати інтерполяцію по-

1 1 3 3 .
2 23 2 3 2 3
tAC BA BC R= + = + = + = =

3 ,
2

z AC z⋅ = ⋅
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ловинними приростами з подальшим об’єднанням половинних гори-
зонтальних кроків. 

Можливо виконання і повних горизонтальних приростів з корекці-
єю останніх при виконанні діагонального кроку (див. рис. 2.1). 

Точність інтерполювання за прямим методом [30, 87] залежить від 
вибраного методу округлення та може досягти максимальної точності. 

Для формування відрізків прямих найчастіше використовують ме-
тод оцінювальної функції ( )OF  [1-5, 30, 87]. В цьому випадку для ви-
значення точок траєкторії використовують мікрооперації зсуву, дода-
вання та віднімання. Метод характеризується максимальною точністю 
лінійного інтерполювання. В цьому випадку абсолютна похибка не 
перевищує  пів кроку дискретизації для прямокутного растру. 

За методом, розробленим для формування відрізків прямих, фор-
мується спеціальна оцінювальна функція, яка має додатнє значення 
вище прямої та від’ємне - нижче прямої (рис. 2.3). Коли значення цієї 
оцінювальної функції дорівнює нулю, поточна точка траєкторії вважа-
ється частиною відрізка прямої. Визначення точок траєкторії відрізка 
прямої під час генерації крокової траєкторії орієнтоване на зміні знаку 
цієї оцінювальної функції на протилежний.  

 

 
Рисунок 2.3 – Формування оцінювальної функції 

 
Формула для розрахунку оцінювальної функції [1-5, 30, 87] має 

такий вигляд: 

  1 .i i iOF y x y x+ = ⋅ ∆ − ∆ ⋅   (2.1) 

Метод оцінювальної функції характеризується простотою обчис-
лювального процесу та високою точністю формування крокової трає-
кторії, а тому використовується в переважній кількості випадків.  

При формуванні графічних сцен відрізки прямих мають найбільше 
поширення, що обумовлює актуальність розробки методів  підвищен-
ня продуктивності методів лінійної інтерполяції та їх засобів.  



 

40 

При генерації крокової траєкторії векторів за методом оцінюваль-
ної функції з нульовим початковим значенням, має місце відносно ве-
лика похибка [87]. Це обумовлено тим, що знак 1iOF +  змінює своє зна-
чення в кінцевій точці цифрового сегменту, довжина якого дорівнює 
БП
МП

   (рис. 2.4), де ,БП МП - відповідно більший і менший прирости 

з x∆  і у∆ . 

 
Рисунок 2.4 – Симетрування похибки в межах цифрового сегменту 

  
Похибку можна зменшити, якщо розташувати діагональний крок у 

середині сегменту (як зображено на рис. 2.4, б). Це досягається шля-
хом встановлення ненульового значення оцінювальної функції. 

Для розміщення діагонального кроку в середині сегменту необхід-
но задати початкове значення OF , яке відповідає значенню оцінюва-
льної  функції при  виконанні / 2БП  горизонтальних приростів. Вра-
ховуючи, що для основи цифрового сегмента 0y∆ = , знайдемо зна-

чення OF при умовному зміщенні початку вектора на : 2К БП
МП

=  го-

ризонтальних кроків. 

1 ( ) .
2 2 2 2i i i i i ð

x
x x xyOF y x x y y x x y OF+

∆
∆ ∆ ∆∆= ∆ − − ∆ = ∆ − ∆ + = + =  

В останній формулі ðOF – початкове значення оцінювальної фун-

кції, яке дорівнює нулю. Враховуючи, що для першого октанта 

x БП∆ = , то  0 2
БПOF  =  

. Це обумовлено тим, що при непарному БП 

діагональний крок при симетруванні похибки може бути розташовано 

в  1
2

БП − такті. 
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Розглянемо особливості  горизонтального та діагонального кроків 
при використанні гексагонального растру (див. рис. 2.2). 

На рис. 2.5 показано приклад генерації вектора, де точка B розта-
шована на однаковій відстані від вузлів сітки. Таким чином, вибір між 
точками С і D для включення в крокову траєкторію є еквівалентним. 
У випадках, коли ця умова не виконується, слід вибирати ту точку, 
яка розташована ближче до відрізка прямої. 

 

 
Рисунок 2.5 – Визначення ординарної похибки 

 
Оцінимо максимальні ординатні похибки 1 2.d і d  Для цього про-

аналізуємо ECD∆ . У трикутнику всі сторони рівні, тому 
60СDE∠ = ° . З трикутника BDF знаходимо висоту:  

0 0 01 3sin 60 sin 60 sin 60 0,433.
2 4

h BD r= ⋅ = ⋅ = ⋅ = =  

З рис. 2.5 видно, що 2.h d< 3 ,
2 2

2 t Rd R =< +  що менше висоти діа-

гонального кроку. 
Отримані співвідношення можна використати для розробки мето-

дів інтерполяції на гексагональному растрі. 
 

2.2 Формування відрізків прямих на гексагональному растрі 

 Розглянемо формування на гексагональному растрі веторів за ме-
тодом оцінювальної функції.  

Формула оцінювальної функції для формування відрізка прямої, 
для якого відомі прирости Δ по осях координат X, Y, має такий 
вигляд: 
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 .i i i
i

i i

y y y x x yOF
x x x x

∆ ∆ − ∆
= − =

∆ ∆
   (2.2) 

Щоб визначити, по якій з осей OX чи OY виконати наступний 
крок інтерполяції, знаходять знак iOF   (рис. 2.6).  

 

 
Рисунок 2.6 – Формування відрізка прямої кроковими приростами 

 
За умови, що  точка траєкторії знаходиться вище вектора b, оці-

нювальна функція 0≥iOF  і наступний крок треба виконувати вздовж 
осі OX. Якщо точка траєкторії знаходиться нижче вектора b, то 

0iOF ≤ і наступний крок треба реалізувати по обох осях одночасно 
(діагональний крок). 

Оскільки в формулі 2.2 знаменник дробу ix x∆   не впливає на знак 
оцінювальної функції, то i i iOF y x x y= ∆ − ∆ . 

Знайдемо значення оцінювальної функції при виконанні 

горизонтального переміщення по осі OX , тобто 11 +=+ ii xx . 

1 ( 1) .i i i i i iOF y x y x y x x y y OF y+ = ∆ − ∆ + = ∆ − ∆ − ∆ = − ∆  

Аналогічно знайдемо нове значення 1iOF +  при виконанні  
діагонального кроку.  В цьому випадку координат по осі абсцис 

збільшиться на 1/2 ,  а по осі ординат  на 3
2 3

    (рис. 2.7). 
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Рисунок 2.7 – Розрахунок значення координати по осі OY 

Як показано на рис. 2.8, розрахунок координат ведеться з 
урахуванням того, що відстань між центрами сусідніх пікселів 
дорівнює одиниці. При цьому, під час діагонального переміщення, 
зміни координат відбуваються так: координата по осі OX 
збільшується на половину одиниці, тоді як зміна координати по осі 

OY на  3
2 3

 . 

 
Рисунок 2.8 – Визначення діагонального кроку 
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Враховуючи це, нове значення оцінювальної функції визначають 
за виразом: 

1
3 1 3( ) ( ) .

2 2 22 3 2 3i i i i i i
y x yOF y x x y xy yx OF+

∆ ∆ ∆
= + ∆ − + ∆ = ∆ + ∆ − = + −  

Знайдені формули справедливі для інтерполяції відрізків прямих з 
кутами нахилу від 0° до 60° по відношенню до осі ОХ.  

Формули, які були наведені, справедливі для інтерполяції векторів  
з нахилом від 0° до 60° відносно осі ОХ. У випадку генерації векторів 
з нахилом між 60° та 90°, елементарні інтерполяційні кроки вздовж 
осі OX не формуються. Для наведеної ділянки  кроки виконуються 
одночасно по обох осях, тобто у діагональному напрямку. 
Розглядаємо елементарне переміщення для лінійного вектору, нахил 
якого до осі ОХ перевищує 60° (див. рис. 2.8). 

Для точки 1T   найближчими сусідніми пікселями будуть пікселі з 
центрами 2T  і  3T . Максимальне відхилення траєкторії від відрізка 
прямої у випадку вибору сусіднього пікселя з центром 2T  буде 
більшим, ніж у випадку вибору сусіднього пікселя з центром 3T .  Для 
кращого наближення траєкторії до відрізка прямої доцільною буде 
реалізація діагонального кроку.  Тому, для векторів з кутами нахилу 
від 60° до 90° кроки переміщення будуть тільки  діагональні. 
Знайдемо вирази для визначенення 1iOF +  при формуванні векторів з 
кутами від 60° до 90° (рис. 2.9).  

 

 
Рисунок 2.9 – Покрокове формування відрізка прямої для кутів 60°÷90° 
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Для 0iOF ≥  координата по OX буде змінюватись за формулою: 

2
1

1 +=+ ii xx , а по OY -  32
3

1 +=+ ii yy ; 

1
3 1 3 3( ) ( ) .

2 2 22 3 2 3 2 3i i i i i i
x y x yOF x y y x xy yx OF+

∆ ∆ ∆ ∆
= ∆ + − ∆ + = ∆ + − ∆ − = + −

               

Для 0iOF <  2
1

1 −=+ ii xx ,  а по OY  32
3

1 +=+ ii yy . 

Тому: 

1
3 1 3 3( ) ( )

2 2 22 3 2 3 2 3i i i i i i
x y x yOF x y y x xy yx OF+

∆ ∆ ∆ ∆
= ∆ + −∆ − = ∆ + −∆ + = + +

 
Для спрощення  обчислювального процесу представимо значення 

32
3

  сумою операндів, знаменники яких є степені двійки:  

xx
∆++++++≈

∆ )
512
1

256
1

64
1

32
1

16
1

4
1

2
1(

32
3

. 

 Такий підхід дозволить використовувати в розрахунках мікроопе-
рації додавання та зсуву в сторону молодших бітів. Встановлено, що 
відносна помилка обчислень не перевищить значення δ=0,09142%. 

 

2.3 Формування відрізків прямих комбінованими приростами 
на гексагональному растрі 

Підвищити продуктивність формування векторів на гексагональ-
ному растрі можливо при одночасному визначені в кожному інтерпо-
ляційному такті відразу двох точок траєкторії, а не одну. Визначимо 
нахил вектора, який складається з горизонтальних та суміщених з ним 
діагональних кроків:  

01 3( :1 ) 30 .
2 3

arctg АС arctg= =  

Нахил вектора, який включає тільки діагональні кроки, дорівнює:  
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01 2 3( : ) 60
2 2

arctg АС arctg= = . 

Вказані межі виступають як крайні для секторів (рис. 2.10). Отже, 
на секторі Д1 неможливе формуваня двох поруч розташованих діаго-
нальних кроків за умови забезпечення найвищої точності інтерполяції. 
Для сектора Д2 подібне обмеження є характерним для двох сусідніх 
горизонтальних кроків. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2.10 – Типи допустимих сполучень крокових переміщень  
 
Розглянемо формування відрізків прямих з діапазону від 60°  до 

90°  проти годинникової стрілки. Для цього випадку формування ком-
бінованих горизонтальних і вертикальних крокових приростів немож-
ливо. На рис. 2.11 зображено  ліве та праве діагональне переміщення 
(рис. 2.11). 

 
Рисунок 2.11 – Ліве та приве діагональне крокове переміщення  

  
Для діагонального кроку:   

 
 
 

Для діагонального кроку  Дп  можна записати: 
 

1 3, .
2 2

х х у у= + = +

1 3, .
2 2

х х у у= − = +
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Доведемо, що для відрізків прямих у секторі від 60°  до 90°  (сег-
мент Д3) неможливо сформувати два діагональні кроки Дп для відтво-
рення відрізків з мінімальною похибкою для гексагонального растру. 

На рис. 2.12 зображено діагональні крокові переміщення. 
 

 
Рисунок 2.12 – Приклад реалізації діагональних переміщень  

 
Розглянемо випадок проходження вектора через точку C, за умо-

ви, що  кут ХОА дорівнює 30°. Це граничний випадок для аналізованої 
ділянки.  Розглянемо точку С, яка розташована на однаковій відстані-
від точок D і F.   У цьому випадку можна сформувати еквівалентні ді-
агональні переміщення DC і CF. Якщо вибрано переміщення DC, то 
серед наступних можливих переміщень DЕ і DЕ необхідно виконати 
DЕ, оскільки його розташовано  ближче до вектора. Інакше за векто-
ром буде сформовано дві точки, що віддаляються від вектора. Це не-
припустимо згідно методу OF , який забезпечує  наближення до век-
тора. При наближені променя ОА до осі ОУ така ситуація погіршуєть-
ся. Таким чином, при генерації векторів з ділянки від 60° до 90° фор-
мування двох послідовних діагональних переміщень недопустимо. 

На рис. 2.13 показано приклад, коли вектор ОА проходить через 
середину двох поруч розташованих бокових сторін шестикутника. 
Зрозуміло, що в цьому випадку комбінації діагональних переміщень 
(ОВ, ДВ) і (ОС, СД) рівнозначні, тому що СТ=ТВ.  Якщо нахил сегме-
нта ОА зменшується, точка В рухається ближче до вектора, тоді як то-
чка С віддаляється. У цьому випадку максимальне відхилення вектора 
ОА від точки С не перевищить СВ=1. 
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Рисунок 2.13 – Приклад формування діагональних кроків  

 
З рис. 2.13 видно, що максимальне ординатне відхилення не пере-

вищує 3 ,
2 2
tR R
=+  а саме, висоти діагонального кроку. 

Визначемо умови розміщення векторів в секторах 1,  2,  3.Д Д Д  
Як було показано раніше, коли вектор нахилений до осі ОХ під 

кутом 30°, то його тангенс кута приймає значення 3
3 . 

Для всіх векторів з кутом нахилу до 30° до осі OX: 

3 .
3

y
x

∆
≤

∆
 

 Праву частину останьої нерівності запишемо так: 

1 1 .
2 6

3
3 1

≈ +  

У даному випадку рівень відносної похибки становить 2,5%. 
Враховуючи зазначене наближення, запишемо  нерівність наступ-

ним чином: 

9 .
16

y
x

∆
≤

∆
 

Щоб спростити реалізацію, запишемо нерівність так: 

16 8 .y x x⋅ ∆ ≤ ⋅∆ + ∆  

У наведеній нерівності множники представлені ступенями двійки, 
що дозволяє виконати мікрооперацію множення за допомогою зсуву 
та додавання. 
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Коли кут нахилу відрізка прямої складає з віссю ОХ 60°, то його 
тангенс дорівнює 3.  Для спрощення розрахунків 3  задамо сумою 

ступенів двійки: 1 13 1 .2 4≈ + +  У такому випадку відносна похибка 

обчислень  становить  всього 1,03 %. 
У випадку, коли кут нахилу вектора  до осі OX складає  60°: 

1 11 .
2 4

y
x

∆
≤ + +

∆
 

Цю нерівність можна представити так: 

4 7 .y x⋅ ∆ ≤ ⋅∆  

Щоб спростити обчислення, останню нерівність можна представи-
ти так: 

4 8 .y x x⋅ ∆ ≤ ⋅∆ − ∆  

В даному випадку для проведення порівняння застосовуються мі-
крооперації зсуву та додавання. 

Якщо вектор не розміщено на ділянках Д1 і Д2, то він належить  
ділянці Д3. 

Перед початком формування векторів слід аналізувати зазначені 
умови під час циклу підготовки. 

Розглянемо формування оцінювальної функції для сектора 1Д .  

При виконанні двох горизонтальних кроків: 

1 ( 2) 2 2 .i i i i i iOF y x y x y x x y y OF y+ = ∆ − ∆ + = ∆ − ∆ − ∆ = − ∆  

При формуванні горизонтального та діагонального кроків: 

1
3 1 3 3( ) ( 1)

2 2 2 2
3 3 1 1 1 1( ) (1 )

2 2 2 16 64 2
37 1 32 4 2 .
64 2 64 2

i i i i i

i

OF y x y x y x x y x y

OF x y x y

x x x y yx y y

+ = + ∆ − ∆ + + = ∆ − ∆ + ∆ − ∆ =

= + ∆ − ∆ = + + ∆ − + ∆ =

∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆
= ∆ − ∆ − ∆ = −

 

Розглянемо формування 1iOF +  для ділянки Д2. 
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У випадку виконання двох діагональних кроків: 

1
2 3( ) ( 1) 3

2
8 1 83 .

4 4

i i i i i

i i i

OF y x y x y x x y x y

x xOF x y OF x y OF y

+ = + ∆ − ∆ + = ∆ − ∆ + ∆ − ∆ =

− ∆ − ∆
= + ∆ − ∆ = + ∆ − ∆ = + − ∆

 

При генерації векторів в секторі Д3 використовуються комбінації 
двох діагональних переміщень і сполучення лівого та правого діаго-
нальних кроків.  В цьому випадку:  

1
2 3( ) 3 3

2i i i i i iOF y x x y y x x y x OF x+ = + ∆ − ∆ = ∆ − ∆ + ∆ = + ∆ . 

Розглянемо закінчення процесу інтерполяції векторів, який відбу-
вається після виконання всіх крокових приростів. Проаналізуємо ви-
падок формування векторів елементарними приростами.  Для сектора  
Д1 формування вектора закінчується після видачі вихідному блокові 
всіх кроків вздовж провідної координати.  

За умови, шо більший приріст по провідній координаті має зна-
чення x v∆ = , то після виконання горизонтального переміщення (рис. 
2.14, а), цей операнд зменшують  на 1, а  після виконання діагонально-
го – на 0,5. При досягненні нульового значення формування відрізка 
прямої  завершують.  

При лінійній інтерполяції використовують для віднімання від v 2 
або 1,5 відповідно при поєднанні двох горизонтальних переміщень 
або горизонтального і діагонального переміщення відповідно (див. 
рис. 2.14, а).  

Інтерполяцію припиняють, коли значенняя операнда v  досягає 
нуля.  

У випадку непарної кількості кроків (коли результат віднімання є 
від’ємним), останній крок в подвійному переміщенні блокується. 

Для сектора Д2 (рис. 2.14, б), як і для Д1 .x y∆ ≥ ∆  При лінійній ін-
терполяції для цього випадку використовуються такі комбінації кро-
кових переміщень: два діагональні кроки; горизонтальний і діагональ-
ні кроки.  

При виконанні двох діагональних кроків  v  зменшують на одини-
цю.  



 

51 

 
 

 
Рисунок 2.14 – Формування векторів в секторах Д1, Д2, Д3  

 
Для сектора Д3     

y x∆ >∆ , 
тому v y= ∆ . 

Однин із шляхів підвищення швидкодії формування векторів на 
гексагональному растрі полягає  в незалежній генерації парних та не-
парних точок траєкторії відрізка прямої. У такому разі крокову траєк-
торію формують  два лінійних інтерполятори. Ці пристрої можна реа-
лізувати ядрами відеокарти. 

 

 
Рисунок 2.15 – Визначення парних і непарних точок траєкторії відрізка прямої 
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При визначені непарних точок траєкторії відрізка прямої відповід-

ний інтерполятор використовує перед інтерполяцією таке значення – 
0 / 2OF БП=    . Для інтерполятора, який відповідає за парні точки, по-

чаткове значення функції 0OF  визначається як сума / 2БП    і зна-
чення оцінювальної функції у першій точці траєкторії. Якщо БП від-
різка прямої непарний, то робота другого інтерполятора кінцевій точці 
траєкторії припиняється.  

Цей метод можна застосувати і для більшої кількості точок. У та-
кому разі, для спрощення обчислень, доцільно обрати розмір цифро-
вого сегменту, що дорівнює ступеню двійки.  

 

 
Рисунок 2.16 – Розпаралелене формування крокової траєкторії  

 
Для n-ої точки першого сегменту початкове значення оцінюваль-

ної функції знаходиться як сума половини більшого приросту БП/2  та 
відповідного значення оцінювальної функції. 

Результати досліджень цього розділу наведено в публікаціях: [35, 
37, 41, 51, 48, 103-105]. 
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3 МЕТОДИ ФОРМУВАННЯ КІЛ  
НА ГЕКСАГОНАЛЬНОМУ РАСТРІ 

 

3.1 Визначення типів крокових приростів при побудові кола 
на гексагональному растрі  

Алгоритми оцінювальної функції для побудови кола основані на 
аналізі знаку оцінювальної функції. При круговій інтерполяції на пря-
мокутному растрі максимальна похибка не перевищує пів кроку дис-
кретизації (рис. 3.1).   

 
 
 
 
 
 

а)                                                                  б) 
 

Рисунок 3.1 – Максимальна похибка 0,5 кроку при інтерполяції кола 
 
Типи крокових приростів при формуванні кола на прямокутному 

растрі з максимальною точністю інтерполяції зображено на рис. 3.2. 
 

 
Рисунок 3.2 – Типи кроків для формування кола 

 
Доведено [87], що для генерації кола з максимальною точністю 

використовують такі елементарні переміщення: горизонтальні, верти-
кальні, діагональні. Якщо застосовувати лише горизонтальні та верти-

0,5 
0,5 
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кальні кроки, максимальна абсолютна похибка може досягти кроку 
дискретизації. 

При використанні гексагонального растру відстані між горизонта-
льними та вертикальними пікселями різні [35] (рис. 3.3).   

 
Рисунок 3.3 – Відстані між пікселями на гексагональному растрі  

 
Встановимо типи елементарних кроків залежно від ділянок фор-

мування крокової траєкторії на екрані. 
Нехай потрібно відобразити на гексагональному растрі коло 

радіусом R з центром ),( 00 yxO . Розглянемо спочатку ділянку кола, що 

відповідає дузі 



∈

6
,0 πθ , деθ  – кут, утворений радіус-вектором кола з 

додатним напрямком осі x декартової системи координат. У 
подальшому напрямок вектора визначає кут θ  між цим вектором і 
додатним напрямком осі x. Для даної ділянки кола вектор дотичної 

t


до кола утворює кути 



∈

3
2,

2
ππθ   (рис. 3. 4). 

Вузлом назвемо центр гексагонального пікселя. Слід зазначити, 
що сусідні вузли розташовані на відстані, що  дорівнює 1. Відстанню 
від кола до пікселя назвемо найкоротшу відстань від вузла до 
траєкторії. Відстань є додатною, за умови, що вузол знаходиться 
праворуч від дотичної до лінії і від’ємною, якщо ліворуч. 

При відображенні кола на гексагональному растрі формуються 
лише ті пікселі, для яких відстань до траєкторії найменша. Якщо 
крива неперервна, то пікселі генеруються неперервно, тобто, для 
кожного пікселя обов’зково має бути сформований лише один з шести 
сусідніх. 
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Рисунок 3.4 – Дуга кола на гексагональному рістрі  

 
Доведемо, що при виборі будь-якого пікселя в гексагональній 

мережі (як стартової точки), формувати пікселі, що відображають 

задану дугу кола 0,
6
πθ  ∈  

, можна при русі від стартової точки у 

напрямку годинникової стрілки, переходячи від пікселя до сусіднього 

пікселя з використанням лише переходів у напрямках 1s  (що 

відповідає 2
3
πθ =  ) і 2s


 (що відповідає 
3
πθ =  ), причому перехід у 

напрямку 2s


 не може відбуватися двічі поспіль. 

Доведення. Дотична t  до дуги кола 0,
6
πθ  ∈  

 завжди утворює 

гострий кут з напрямком.  

1. За умови, що вузол розміщено з правого боку від кола (додатна 
відстань), то при переході до сусіднього вузла у напрямку вектора 

1s , відстань від вузла до траєкторії буде зменшуватись до тих пір, 
доки пряма, що проходить через зазначені вузли, не перетне дугу 
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кола. Це має місце для послідовностей вузлів 1, 2 і 5, 6, 7 (див. 

рис. 3.4). При русі у всіх інших напрямках 432 ,, sss відстань від вузла 
до дуги кола буде збільшуватися. В цьому випадку переміщення 

мають більші кути з напрямком t .  
Розглянемо рис. 3.4. Рух у напрямках 2 3,s s

 

 зі стартового 
вузла (0) віддаляється від лінії (враховано взаємне розміщення та 

можливі кути між векторами t , 32 , ss ).  

Для руху у напрямку 4s  можливі такі випадки:   

а) виконано переміщення у вузол (0) з вузла (-2) (напрямок 1s ), 
тоді подальший рух у цьому напрямку до вузла (1) буде тільки 
зменшувати відстань до дуги;  

б) виконано переміщення у вузол (0) з вузла (-1) (напрямок 2s ). 
Як було показано раніше, відстань до дуги від вузла (0) менша за 
відстань від вузла (4). 

 

 
Рисунок 3.5 – Вибір крокових переміщень 

 
Якщо дуга кола перетинає відрізок, що з’єднує сусідні вузли у 

напрямку 1s  (рис. 3.5, б), то вузол, що знаходився зліва від дуги, 

перейде (в напрямку 1s ) у вузол, що буде розташований справа від 
дуги, причому відстань до дуги буде завжди менше за 0.5. Те, що 

відстань мінімізується у напрямку 1s  випливає з того, що вектори 
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432 ,, sss  утворюють з напрямком дотичної t  більші кути 
(послідовність вузлів 2, 3). 

2. За умови, що вузол знаходиться зліва від кривої, то можливі такі 
випадки:  

а) при переміщені в напрямку 1s  новий вузол залишиться най-
ближчим до дуги (див. послідовність вузлів 3, 4.).  Переміщення в на-

прямках 43,ss  неможливі, так як вони утворюють більші кути з 

дотичною t . 

б) якщо при переході у напрямку 1s вузол не буде найближчим 

до дуги кола, то перехід у напрямку 2s дасть найближчий вузол, так 
як відстань від такого вузла до кола буде завжди меншою за 0.5 (див. 

послідовність вузлів 3, 5). При цих умовах перехід 4s забезпечить 

більшу похибку, а перехід до сусіда праворуч (напрямок 3s ) дає 
відстань, що перевищує граничне значення 0.5. Так, у найкращому 
випадку, значення близькі до граничного 0.5 при переході праворуч 

можливі лише, коли дотична t до дуги утворює кут 
2
πθ = , і дуга 

проходить по дотичній через праву границю гексагону. Але і тоді дуга 
не перетинає правий сусідній піксель, тому відстань від правого вузла 
більше за 0.5 і не є найменшою. 

Варто відзначити, що два послідовні переходи в напрямку 2s  є 
неможливими. Це пов'язано з тим, що перший перехід здійснюється, 
як у випадку, зображеному на рис. 3.5б. Коли дуга розташована пра-
воруч від вузла, то другий перехід лише збільшить відстань від дуги 
на величину, яка перевищує допустимий максимум у 0.5.  

Розглянемо тепер дугу кола, що відповідає 



−∈ 0,

6
πθ . Вона 

симетрична дузі 



∈

6
,0 πθ , тому у при русі кола проти годиникової 

стрілки можливі напрямки переходу 1s і 2s зберігаються.  
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Об’єднаємо отримані результати. Для дуги кола 



−∈

6
,

6
ππθ  

напрямками побудови кола є виключно напрямки переходу 1s , 2s , 

причому два переходи у напрямку 2s  виконати посдідовно 
неможливо. 

Виконаємо поворот дуги кола 



−∈

6
,

6
ππθ  на кут 

3
π  в напрямку  

годинникової стрілки. Як результат отримаємо дугу 



∈

2
,

6
ππθ , 

причому напрямки переходу 1s , 2s перейдуть, відповідно, у 

напрямки, що відповідають кутам 2 ,
3
πθ θ π= = . 

Скористаємося симетрією кола відносно напрямків, які паралельні 
осям декартової координатної системи.  

На основі попередніх досліджень можна зробити висновок, що в 

кожному з секторів кола 



 ++−∈ nn

36
,

36
ππππθ , де n = 0..5, існують 

лише два можливі напрямки переходу. При цьому, у кожному з цих 
напрямків виконати два послідовні переходи є неможливим. 

Проведені дослідження про можливі типи крокових приростів 
дозволяє  підвищити продуктивність наявних методів [35], [94-96] 
кругової інтерполяції на гексагональному растрі.  

 

3.2 Формування кіл за методом оцінювальної функції 

При інтерполяції кола на гексагональному растрі є відмінності  
у формуванні крокових приростів порівняно з прямокутним раст-
ром.  

Розглянемо процес генерації кола з центром у точці початку ко-
ординат. Будемо інтерполювати коло проти годинникової стрілки, 
починаючи з точки на колі з координатами y = 0,  x = R , де R – радіус 
кола. Припустимо, що центр кола та початкова точка інтерполяції 
розміщені точно у центрах відповідних пікселів растру (див. 
рис. 3.6). 
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Рисунок 3.6 – Початкова точка і напрям інтерполювання кола  

в першому квадранті  
 

За умови, що y = 0 і x = R  (рис. 3.6), при формуванні кола в на-
прямку проти годинникової стрілки, значення x буде монотонно зме-
ншуватися відносно зростання аргументу y. 

Для будь-якої точки на колі, при інтерполяції проти годинникової 
стрілки, існує тільки три можливі переходи, що найкраще наближають 
коло (рис. 3.7). 

 

 
Рисунок 3.7 – Кроки інтерполяції  

 
При лінійному інтерполюванні можливими кроками інтерполяції є 

горизонтальний крок вліво, діагональний крок вліво та діагональний 
крок вправо.  

На рис. 3.7 зображено кроки інтерполяції. Крок HLI - горизонталь-
ний вліво, крок DLI  – діагональний вліво, крок DRI  – діагональний 
вправо. 
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При формуванні послідовності кроків для траєкторії кола у пер-
шому октанті, у секторі між 0° та 30°, використання діагональних 
кроків забезпечує найменшу помилку  [38]. 

При формуванні горизонтального переміщення ординатна похибка 
інтерполяції буде перевищувати половини кроку дискретизації.   

Для формування крокової траєкторії в першому октанті (сектор 

від 0° до 30°) згенеруємо ділянку кола, що відповідає дузі 



∈

6
,0 πθ  

де θ  – кут, між радіусом-вектора кола та додатним напрямком осі 
абсцис. У цьому випадку для відтворення крокової траєкторії 
формують виключно діагональні кроки інтерполяції: крок IDL – діаго-
нально вліво, крок IDR  – діагонально вправо (рис. 3.8).  

 

 
Рисунок 3.8 – Інтерполяція дуги кола  

в секторі від 0° до 30° 
 
При круговій інтерполяції доцільно вибирати той піксель, для яко-

го квадрат відстані між пікселем і точкою на колі  буде мінімальним:  

2
22

32
3

2
1 RyxI iiDL −








++






 −=  

2
22

32
3

2
1 RyxI iiDR −








++






 +=  

Як відомо, оцінювальна функції iOF  для кругової інтерполяції в 
точці з координатами xi, yi має такий вид: 
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( )2 2 2.i i iOF x y R= + −  

Знайдемо значення оцінювальної функції при виконанні i+1-го 
кроку інтерполяції для різних переміщень: 

2
2 2 2 2 2

( 1)
1 3 3) ( 1
2 2 3 3

3 1,

DL i i i i i i i

i i i

ОF х y R х y R х y

ОF х y

+
 = − + + − = + − − + + = 
 

= − + +

2 2 2 2 2 2
( 1)

1 3( ) ( ) 3 1
2 2 3

3 1.

DR i i i i i i i

i i i

ОF х y R х y R х y

ОF х y

+ = + + + − = + − + + + =

= + + +
 

Проаналізуємо отримані значення оцінювальної функції:  

( 1) 3 1,DL i i i iOF OF x y+ = − + +  ( 1) 3 1.DR i i i iOF OF x y+ = + + +  

Залежно від результату аналізу, вибираємо такий крок інтерполя-
ції, який відповідає найменшому значенню iOF . Присвоюємо iOF  таке 
значення, яке відповідає вибраному кроку. Переходимо до наступного 
кроку. 

Для формування траєкторії в першому октанті в секторі від 30° до 

90° відтворимо ділянку кола, що відповідає дузі 



∈

2
,

6
ππθ . У першо-

му октанті в секторі від 30° до 90° при формуванні крокової траєкторії 
найменша похибка має місце при використанні  IDL – діагонального 
лівого і IHL – горизонтального лівого кроків (рис. 3.9).  

 

 
Рисунок 3.9 – Інтерполяція дуги кола  

в секторі від 30° до 90° 
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Знайдемо значення оцінювальної функції на  i+1-му кроці інтер-

поляції для першого октанту дуги кола 



∈

2
,

6
ππθ  :  

2
2 2

( 1)

2 2 2

1 3) (
2 2 3

3 1 3 1.
3

DL i i i

i i i i i i i

ОF х y R

х y R х y ОF х y

+
 = − + + − = 
 

= + − − + + = − + +
 

( )2 2 2 2 2 2
( 1)

2 2 2

1) ( 2 1

2 1 2 1.
HL i i i i i i

i i i i i

ОF х y R х x y R

х y R x ОF x
+ = − + − = − + + − =

= + − − + = − +
 

Отримаємо такі значення оцінювальної функції: 

( 1) 3 1,DL i i i iOF OF x y+ = − + +     ( 1) 2 1.HL i i iOF OF x+ = − +  

Розглянемо відтворення крокової траєкторії в другому октанті в 

секторі від 90° до 150°. Це ділянка кола відповідає дузі 



∈

6
5,

2
ππθ . 

Якщо траєкторія кола формується в першому октанті в секторі від 90° 
до 150°, то найменша похибка кругової інтерполяція має місце при 
викрнанні IDL – діагонального лівого і IHL – горизонтального лівого 
кроків (рис. 3.10). 

 

 
Рисунок 3.10 – Формування крокової траєкторії кола  

в секторі від 90° до 150° 
 

Запишемо вирази для розрахунку квадрату відстані між пікселем і 
точкою на колі: 
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32
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1 RyxI iiDL −
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 −=  ,    ( ) ( ) 2221 RyxI iiHL −+−=  . 
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Формули для визначення OF(i+1) на  і+1-му кроці кругової інтерпо-

ляції для другого октанту дуги кола 5,
2 6
π πθ  ∈    

 мають такий вигляд: 

2
2 2

( 1)

2 2 2

1 3) (
2 2 3

3 1 3 1.
3

DL i i i

i i i i i i i

ОF х y R

х y R x y ОF х y

+
 = − + − − = 
 

= + − − − + = − − +

 

( )2 2 2
( 1)

2 2 2 2 2 2

1) (

2 1 2 1 2 1.
HL i i i

i i i i i i i i

ОF х y R

x x y R х y R х ОF x
+ = − + − =

= − + + − = + − − + = − +
 

Таким чином, отримано такі значення оцінювальної функції: 

( 1) 3 1.DL i i i iOF OF x y+ = − − +       ( 1) 2 1.HL i i iOF OF x+ = − +  

Для відтворення траєкторії кола в другому та третьому октанті в 
секторі від 150° до 210° сформуємо ділянку кола, що відповідає дузі 





∈

6
7,

6
5 ππθ . 

На ділянці від 150° до 210° найменша похибка кругової інтерпо-
ляції має місце при використанні DLI  – діагонального лівого і DRI  – 
діагонального правого переміщень  (рис. 3.11). 

Знайдемо значення оцінювальної функції на і+1-му кроці інтерпо-
ляції: 

2
2 2

( 1)

2 2 2

1 3) (
2 2 3

3 1 3 1.
3

DL i i i

i i i i i i i

ОF х y R

х y R х y ОF х y

+
 = − + − − = 
 

= + − − − + = − − +
  

2 2 2
( 1)

2 2 2

1 3( ) ( )
2 2 3

3 1 3 1.

DR i i i

i i i i i i i

ОF х y R

х y R х y ОF х y

+ = + + − − =

= + − + − + = + − +
 

Отримаємо такі значення оцінювальної функції: 

( 1) 3 1,DL i i i iOF OF x y+ = − − +     ( 1) 3 1.DR i i i iOF OF x y+ = + − +  
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Рисунок 3.11 – Інтерполяція дуги кола  

в секторі від 150° до 210° 
 
У третьому октанті в секторі від 210° до 270° сформуємо ділянку 

кола, що відповідає дузі 



∈

2
3,

6
7 ππθ . Найменша похибка інтерполяції 

має місце при використанні DRI  - діагонального правого і HRI  - гори-
зонтального правого кроків (рис. 3.12). 

 

 
Рисунок 3.12 – Формування крокової траєкторії дуги кола  

в секторі від 210° до 270° 
 
Знайдемо значення оцінювальної функції на і+1-му кроці інтерпо-

ляції: 
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2 2 2
( 1)

2 2 2

1 3( ) ( )
2 2 3
3 1 3 1,

DR i i i

i i i i i i i

ОF х y R

х y R х y ОF х y

+ = + + − − =

= + − + − + = + − +

 

2 2 2
( 1)

2 2 2

( 1) ( )

2 1 2 1.
HR i i i

i i i i i

ОF х y R

х y R x ОF х
+ = + + − =

= + − + + = + +
 

Отримуємо такі значення оцінювальних функцій: 

( 1) ( 1)3 1, 2 1.DR i i i i HR i i iOF OF x y OF OF x+ += + − + = + +  

Інтерполяція дуги кола в четвертому октанті відповідає дузі 





∈

6
11,

2
3 ππθ .  Найкраще наближення буде при формуванні HRI  - гори-

зонтального правого і DRI  - діагонального правого кроків (рис. 3.13). 
 

 
Рисунок 3.13 – Формування крокової траєкторії  

в секторі від 270° до 330° 
 
Знайдемо значення оцінювальних функцій на і+1-му кроці інтер-

поляції:  
2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1) ( ) 2 1
2 1,

HR i i i i i i

i i

ОF х y R х y R х
ОF х

+ = + + − = + − + + =

= + +
 

2 2 2 2 2 2
( 1)

1 3( ) ( ) 3 1
2 2 3DR i i i i i i iОF x y R х y R х y+ = + + + − = + − + + + =  

3 1.i i iOF x y= + + +  

Отже:      ( 1) ( 1)3 1, 2 1.DR i i i i HR i i iOF OF x y OF OF x+ += + + + = + +   
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Розглянемо ділянку кола, що відповідає дузі 11 , 2
6
πθ π ∈  

. Най-

менша похибка інтерполяції буде при використанні DRI  - діагонально-
го правого і DLI  - діагонального лівого кроків (рис. 3.14). 

 

 
Рисунок 3.14 – Формування крокової траєкторії дуги кола  

в секторі від 330° до 360° 

 
Для цієї частини дуги знайдемо значення оцінювальних функцій 

на   і+1-му кроці інтерполяції:  

2 2 2 2 2 2
( 1)

1 3( ) ( ) 3 1
2 2 3

3 1.

DR i i i i i i i

i i i

ОF х y R х y R х y

ОF x y

+ = + + + − = + − + + + =

= + + +
 

2 2 2
( 1)

1 3( ) ( ) 3 1.
2 2 3DL i i i i i iОF х y R ОF х y+ = − + + − = − + +  

Отримаємо:  

( 1) 3 1,DR i i i iOF OF x y+ = + + +  ( 1) 3 1.DL i i i iOF OF x y+ = − + +  

Зведемо отримані типи крокових приростів і формули значень 
оцінювальної функції до таблиці 3.1. 
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Таблиця 3.1 – Кроки інтерполяції та значення оцінювальної функції 

Ділянка  
інтерполяції 

Типи крокових  
приростів 

Формули розрахунку  
оцінювальних функцій 





∈

6
,0 πθ  

 13)1( ++−=+ iiiiDL yxOFOF  

 13)1( +++=+ iiiiDR yxOFOF  





∈

2
,

6
ππθ  

 13)1( ++−=+ iiiiDL yxOFOF  

 12)1( +−=+ iiiHL xOFOF  





∈

6
5,

2
ππθ   13)1( +−−=+ iiiiDL yxOFOF  

 12)1( +−=+ iiiHL xOFOF  





∈

6
7,

6
5 ππθ   

 

13)1( +−−=+ iiiiDL yxOFOF  

 13)1( +−+=+ iiiiDR yxOFOF  





∈

2
3,

6
7 ππθ   

 

13)1( +−+=+ iiiiDR yxOFOF  

 12)1( ++=+ iiiHR xOFOF  





∈

6
11,

2
3 ππθ   13)1( +++=+ iiiiDR yxOFOF  

 12)1( ++=+ iiiHR xOFOF  





∈ ππθ 2,

6
11   13)1( ++−=+ iiiiDL yxOFOF  

 

 

13)1( +++=+ iiiiDR yxOFOF  
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Отримані формули для розрахунку оцінювальних функцій в якості 
базової мікрооперації використовують нагромаджувальне додавання. 
Це спрощує апаратну реалізацію кругової інтерполяції на гексагона-
льному растрі.  

 

3.3 Метод прискореного формування кіл на гексагональному 
растрі 

Використання гексагональної моделі пікселя призводить до збі-
льшення кількості точок на екрані. Це вимагає використання більшої 
кількості крокових переміщень для кругової інтерполяції, що впливає 
на продуктивність формування графічного примітива. 

Кругова інтерполяція на гексагональному растрі складніша порів-
няно з використанням прямокутного растру. Це пояснюється різними 
ординатними розмірами гексагонального пікселя. Слід зазначити, що 
збільшення роздільної здатності екрану дещо послаблює вимоги до 
точності інтерполяції. 

У зв’язку з цим, актуальними питаннями є підвищення продукти-
вності колової інтерполяції. Одним з підходів може бути формування 
крокової траєкторії  кола не за допомогою елементарних крокових 
приростів, а шляхом використання цифрових сегментів, що охоплю-
ють декілька кроків.  

Також пропонується використовувати стохастичний розподіл кро-
кових переміщень, який залежить від конкретної ділянки формування 
траєкторії. Це дозволить підвищити ефективність колової інтерполя-
ції, зменшивши обчислення, необхідні для прогнозування наступного 
кроку. При використанні гексагонального растру і формуванні по-
двійних комбінованих приростів можливі їх такі типи (рис. 3.15).  

 

 
Рисунок 3.15 – Типи можливих кроків  
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У подальшому будемо використовувати такі позначення елемен-
тарних кроків: DL – діагональний крок ліворуч, DR – діагональний 
крок праворуч,    GL – горизонтальний крок ліворуч.  

Була розроблено комп’ютерну програму, яка аналізує відсоткове 
співвідношення комбінованих кроків у різних секторах формування 
крокової траєкторії кола. 

Дослідження показали, що доцільно розбивати коло на сектори 
розміром у 15°. У такому випадку для кожного сектора використову-
ються три типи цифрових сегментів. Наприклад, для сектору від 0 до 
15 градусів на гексагональному растрі можуть формуватися такі типи 
комбінованих  кроків: діагональний ліворуч DL і діагональний право-
руч DR, діагональний праворуч DR і діагональний ліворуч GL, діаго-
нальний ліворуч GL і діагональний ліворуч DR. На рис. 3.16 зображе-
но можливі типи комбінованих приростів для різних секторів форму-
вання кола. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3.16 – Типи подвійних кроків на кожному із секторів кола 
 
У таблиці 3.2 наведено питомий розподіл крокових приростів у 

кожному секторі. З таблиці видно, що при формуванні крокової траєк-
торії кола використовується три типи  комбінованих кроків. 

Три типи крокових переміщень у кожному секторі не дозволяє за-
стосувати двійкову зміну, тому деякі пари кроків можна об’єднати в 
один тип приросту. 
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Таблиця 3.2 – Розподіл подвійних кроків 

 
 
З рис. 3.17 видно, що формування крокових переміщень (1, 2) і  

(2, 2) забезпечує  перехід до однієї і тієї ж кінцевої точки. Тому їх мо-
жна замітити одним типом крокового приросту. При визначені типу 
переміщення краще віддавати перевагу тому сегменту, який має вищу 
імовірність виникнення. 

 

 
Рисунок 3.17 – Типи однотипних комбінованих приростів 

 

На рис. 3.18 наведено приклад формування дуги комбінованими 
приростами. 
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Рисунок 3.18 – Приклад формування дуги кола комбінованими приростами  

 

У таблиці 3.3 наведено значення ймовірності появи подвійних 
крокових приростів з урахуванням комбінування їх однотипності.  

 
Таблиця 3.3 – Розподіл комбінованих подвійних кроків 

 

  Отримані результати створюють основу для розробки ряду ефек-
тивних методів кругової  інтерполяції. 

При цьому для прогнозування позиції наступної точки траєкторії 
вибирається подвійний крок, який має найбільшу ймовірність появи. 
У випадку, коли прогноз виявився невдалим (про це свідчить знак 
оцінювальної функції),  розраховується скориговане значення iOF .  
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Оцінювальну функцію ( iOF ) будем визначати [1-5], [30], [87] за 
формулою:  

( )2 2 2
i i iOF x y R= + − . 

За умови формування кола в секторі від 0° до 15°  проти годинни-
кової стрілки найбільш ймовірним є приріст, який включає діагональ-
не ліворуч і діагональне праворуч переміщення. 

Визначимо для нього наступне значення оцінювальної функції:  

 ( )2 2 2 2 2
,

2 2 2

3( 0) ( 2 )
2

2 3 3 2 3 3.

Dl DR i i

i

ОF х y R х y R

х y R y ОF y

= + − = + + + − =

= + − + ⋅ + = + +

 (3.1) 

У випадку формування двох діагональних кроків ,DL DL  значен-
ня iOF  визначають за виразом: 

 
2 2 2 2 2 2

,

2 2 2

3( 1) ( 2 )
2

2 1 2 3 3 2 2 3 4.

DL DL i i

i

ОF х y R х y R

х y R x y ОF x y

= + − = − + + ⋅ − =

= + − − ⋅ + + + = − ⋅ + +

 (3.2)  

  Оскільки прогнозування потенційного типу комбінованого при-
росту відбувається для напрямків ,DL DR , то  при необхідності фор-
мування послідовних кроків ,DL DL потрібно внести корективи в зна-
чення оцінювальної функції. Аналізуючи два останні вирази, можна 
зробити висновок, що для цього до значення оцінювальної функції 

,DL DLOF  потрібно додати 2·x – 1. У такому випадку, при одночасному 
прогнозуванні наступного комбінованого приросту ,DL DL скориго-
ване значення оцінювальної функції буде рівним: 

2 2 3 4 (2 1)

( 2 2 3 4) 4 3 7.
K i

i

ОF OF x y x

x y ОF y

= − ⋅ + + + − +

+ − ⋅ + + = + +
 

Як правило, значення iOF  формується в нагромаджувальному су-
маторі. Тому остання дія передбачає встановлення нагромаджуваль-
ний суматор в новий стан, який відповідає комбінованому кроці 

, .DL DL  
Для зменшення обсягу обчислень пропонується провести корек-

цію оцінювальної функції одночасно з новим прогнозом, що дозволяє 
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не виконувати установку нагромаджувального суматора в новий стан. 
У такому випадку, нове значення кOF  буде визначено згідно за такою 
формулою: 

( 2 3 3) (2 1) (2 3 3) 4 3 2 7.к i iОF OF y х y ОF y х= + + − + + + = + − +  

Розглянемо формування кола в секторі, для якого кут складає 

,
12 6
π π Θ∈  

. Із таблиці 3.3 видно, що в цьому випадку найбільш по-

ширеними є комбіновані прирости, які включають два діагональні 
кроки , .DL DL  Для цього випадку необхідно виковувати прогноз на 
формування комбінованого приросту , .DL DL  При цьому iOF  розра-
ховують за  виразом (3.2). Для кроків ,DL DR  оцінювальну функцію 
розраховують за формулою (3.1). У випадку, коли прогноз на реаліза-
цію кроку ,DL DL не виправдався, то необхідно скорегувати значення 

iOF . Порівняння виразів (3.1) і (3.2) показало, що вони відрізняються 
доданком 2 1x − . Тому необхідно для корекції iOF  і прогнозу наступ-
ного приросту знайти такий вираз: 

2 2 3 4 (2 1) ( 2 2 3 4)

4 3 7.
K i

i

ОF OF x y х x y

OF y

= − ⋅ + + + ⋅ − + − ⋅ + + =

= + +
 

При генерації крокової траєкторії кола в секторі від 30 до 45 гра-
дусів  комбінований приріст ,DL DL має ймовірність появи 71,8%, 
тому прогнозування з використанням OF доцільно проводити саме на 
такий цифровий сегмент. При цьому ,DL DLOF  розраховують  за вира-
зом (3.2).   

Розрахуємо  оцінювальної функції для приросту ,GL DL : 

( )2 2 2 2 2 2
,

2 2 2

3 3( ) ( )
2 2

9 33 3 2 3 3.
4 4

GL DL i iОF x y R х y R

х y R x y x y

= + − = − + + − =

= + − − + + + =− + +
 

Останні два вирази відрізняються один від одного додан-
ком 3 1y− − . Розрахуємо скореговане значення kОF  : 
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2 2 3 4 ( 3 1) ( 2 2 3 4)

4 3 3 7.
k i

i

ОF OF x y y x y

ОF x y

= − ⋅ + + + − − + − ⋅ + + =

= − ⋅ + +
 

У секторі від 45° до 60°  найбільш вірогідним є комбінований крок 
, .DL GL  Таких кроків у секторі - 77,3%. Знайдемо для даного випадку 

значення оцінювальної функції: 

( )2 2 2 2 2
,

2 2

3 3( ) ( )
2 2

9 33 3 3 3 3.
4 4

DL GL i i

i

ОF x y R х y

x y R х y ОF x y

= + − = − + + =

= + − − + + + = − + +
 

Приріст ,DL DL має меншу ймовірність. Для нього оцінювальна 
функція визначається за виразом (3.2). Формули для ,DL GL і 

,DL GL  відрізняються на 3 1x y− + .  
З урахуванням прогнозованого розрахунку на крок ,DL GL знахо-

димо нове значення iOF : 

3 3 3 ( 3 1) ( 3 3 3) 5 3 3 7к iOF OF x y x y x y x y= − + + + − + + − + + =− + +  

Для сектора від 60° до 75°  комбіноване переміщення ,DL GL має 
ймовірність появи 77,30% , тому прогнозне обчислення доцільно ви-
конувати для цього сегменту.  

Менш ймовірним є комбіноване переміщення ,GL GL . Запишемо 
формулу  для цього випадку:  

( )2 2 2 2 2 2
, ( 2) 2 4.GL GL i i iOF x y R x y R OF x= + − = − + − = − +  

У випадку невдалого прогнозу та суміщення розрахунку найімові-
рнішого комбінованого приросту значення оцінювальної функції  ви-
значаємо за формулою:  

( )2 2 2 2 2 2
, ( 2)

2 4 3 3 3 5 2 3 7.

GL GL i i

i i

ОF x y R х y R

ОF x х y ОF x y

= + − = − + − =

= − + + − + + = − + +
 

Для сектора від 75° до 90° найбільш поширеними є комбіновані 
кроки  ,GL GL (71,8%), а менш поширеними ,DL GL (28,2%). Розра-
хуємо значення скорегованої оцінювальної функції, за умови невірно-
го прогнозу у напрямку ,GL GL : 
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( )2 2 2 2 2 2
, ( 2) 2 4.GL GL i i iOF x y R x y R OF x= + − = − + − = − +  

Різниця між значеннями оцінювальних функцій для ,GL GL  і 

,DL GL  складає 3 1x y− + − . Тому скорегована оцінювальна функ-
ція буде мати такий вигляд: 

5 3 7k iOF OF x y= − + +  
На рис. 3.19 наведено приклад формування дуги кола на гексаго-

нальному растрі. 

 
Рисунок 3.19 – Формування дуги кола на гексагональному растрі 

При формуванні кола, як на прямокутному, так і гексагональному 
растрах необхідно проводити аналіз переходів меж секторів. У розро-
бленому методі їх більше, що обумовлює менший, ніж у два рази ви-
граш у продуктивності колової інтерполяції. Формування крокової 
траєкторії кола на гексагональному растрі подвійними приростами дає 
можливість підвищити продуктивність колової інтерполяції в серед-
ньому в 1,7 разів. 

 

3.4 Особливості формування еліпсів на гексагональному  
растрі 

Розглянемо питання формування крокової траєкторії еліпса на 
гексагональному растрі з центром ( )0 0,O x y , що збігається з центром 
деякої комірки гексагональної сітки та півосями ,a b , паралельними 
координатним осям декартової системи координат. Розглянемо 
спочатку дугу еліпса з початковою точкою ( )0 0,x a y+ , що відповідає 

[ ]2, 2 3θ π π∈ , де θ  – кут, утворений вектором дотичної t


 до еліпса 
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з додатним напрямком осі x декартової системи координат (рис. 3.20). 
У подальшому напрямок будь якого вектора визначає кут θ  – кут між 
цим вектором і напрямком осі x. 

 

 
Рисунок 3.20 – Оптимальні напрямки формування сітки,  

відповідно дузі еліпса 

 
Центр гексагональної клітини будемо називати вузлом, при цьому 

відстань між сусідніми вузлами є одиницею. Найкоротшу відстань від 
еліпса до комірки визначаємо як мінімальну відстань від вузла до лі-
нії, виходячи з припущення, що лінія не має ширини. Для генерації 
траєкторії еліпса згідно  методу оцінювальної функції, вибираємо 
тільки ті пікселі, які найближчі до лінії. Якщо лінія неперервна, то 
комірки формуються неперервно, для кожної сформованої комірки 
обов’зково формується лише одна з шести сусідніх. 

Доведено [106], що коли дотична t


 до лінії утворює кути 
[ ]2, 2 3θ π π∈ , то при обході проти годинникової стрілки вибирають 

комірки гексагональної сітки, що відображають задану дугу. Рух 
виконують від початкової точки ( 2θ π= ) у напрямку проти 
годинникової стрілки, переміщуючись від комірки до наступної 
комірки з використанням лише переходів у напрямках 1s



 (що 

відповідає 2 3θ π= ) і 2s  (що відповідає 3θ π= ) як на рис. 3.21, 
причому перехід у напрямку 2s  не може відбуватися двічі поспіль. 
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Рисунок 3.21 – Можливі напрямки формування комірок 

 
Перемістимо центр декартової системи координат у точку 

( )0 0,O x y .  
Параметричне рівняння еліпса, центр якого знаходиться у початку 

координат, а півосі a і  b, паралельні відповідно осі абсцис та осі ор-
динат, може бути виражене таким чином: ( ) ( )cosx aϕ ϕ= , 

( ) ( )siny bϕ ϕ=  де ϕ  - це кут між радіус-вектором точки на еліпсі та 
додатнім напрямком осі абсцис. 

У подальшому будемо враховувати, що вектори v  і t


 для точки 
еліпса,  не ортогональні. Визначимо кут ( ) θϕ θ ϕ=  точки еліпса, у якій 

дотична t


 нахилена під кутом θ  з умови: ( ) tgdy
dx
ϕ θ θ= . Звідки 

отримуємо ctg tgb
a θϕ θ− =  і для кутів ,

2 2θ

π πϕ  ∈ − 
 

, ( )0,θ π∈  маємо 

arctg ctgb
aθϕ θ = − 

 
. 

Враховуючи отриману формулу можна записати, що 
2 arctg
3 3

b
a

πϕ    =      
 і, очевидно, 0

2
πϕ   = 
 

. Таким чином, коли раді-

ус-вектор v  точки еліпса рухається по дузі ( )0,arctg 3b aϕ  ∈   

(обхід проти годинникової стрілки), дотична t


 до лінії утворює кути 
[ ]2, 2 3θ π π∈ .  
Згідно з дослідженням [106], для визначення послідовності 

комірок, які утворюють заданий сегмент еліпса, можна рухатися від 
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вихідної точки ( 2θ π=  еквівалентно 0ϕ = ) у напрямку, проти 
годинникової стрілки шляхом послідовного переходу від однієї 
комірки до іншої, використовуючи тільки переходи в напрямках 1s

  і 

2s , причому перехід у напрямку 2s  не може виконуватися двічі 
поспіль. 

Враховуючи  симетрію еліпса відносно осі абсцис 

arctg
3 3

b
a

πϕ    = −      
 можемо узагальнити правило з комірок на дугу    

arctg , arctg
3 3

b b
a a

ϕ
    ∈ −    

    
. 

Якщо радіус-вектор v  точки еліпса рухається по дузі 

arctg ,arctg
3 3

b b
a a

ϕ
    ∈ −    

    
 (обхід проти годинникової стрілки), 

то дотична t


 до лінії утворює кути [ ]2, 2 3θ π π∈  і вибирати комірки 
гексагональної сітки, що відображають задану дугу, можна рухаючись 

від початкової точки ( 3θ π= еквівалентно arctg
3

b
a

ϕ  = −  
 

) у 

напрямку проти годинникової стрілки з використанням лише 
переходів у напрямках 1s

  (що відповідає 2 3θ π= ) і 2s  (що відповідає 
3θ π= ). Причому, перехід у напрямку 1s

  не може відбуватися двічі 
поспіль при [ ]3, 2θ π π∈ , а перехід у напрямку 2s  не може 

відбуватися двічі поспіль при [ ]2, 2 3θ π π∈ . 

Розглянемови випадок, коли  дотична t


 до дуги еліпса утворює 
кути [ ]2 3,θ π π∈  (обхід проти годинникової стрілки). З наведених 
раніше міркувань і геометрії еліпса випливає, що радіус вектор v  точ-
ки еліпса, який відповідає цій дузі, утворює кути 

( )arctg 3 , 2b aϕ π ∈   і, як було доведено раніше, формування 

(обхід проти годинникової стрілки) вимагає лише двох переходів у 
напрямках 1s

  ( 2 3θ π= ) і 4s  (θ π= ). Причому перехід у напрямку 4s  
не може відбуватися двічі поспіль при [ ]2 3, 5 6θ π π∈ , а перехід у 

напрямку 1s
  не може відбуватися двічі поспіль при [ ]5 6,θ π π∈ . 
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Врахуємо симетрію еліпса відносно осей декартової системи ко-
ординат. З  властивостей симетрії проведених досліджень випливає, 
що у кожному з секторів еліпса (рис. 3.22), у яких вектор дотичної t



 

утворює кути 2,
3 3 3 3

n nπ π π πθ  ∈ + +  
, 0..5n = , а це еквівалентно тому, 

що радіус вектор v  точки еліпса розбиває еліпс на сектори критични-
ми точками: 

arctg ,arctg , , arctg ,
23 3 3

b b b
a a aθ

πϕ π
      ∈ − −      

     
3 ,2 arctg
2 3

b
a

π π
 −  

 
, 

існує лише по два напрямки переходу.  

Якщо поділити кожен з сегментів 2,
3 3 3 3

n nπ π π πθ  ∈ + +  
на дві рі-

вні частини, то на кожній з отриманих ділянок неможливо здійснити 
два послідовні переходи в одному з двох можливих напрямків. 

 

 
Рисунок 3.22 – Поділ еліпса на сегменти 

  
Для спрощення програмної реалізації алгоритму важливо забезпе-

чити швидке визначення значень трансцендентної функції. ( )arctg z , 
z∈ .    

Відомо [107], [108], що:  

( ) 2arctg
1 0.28125

zz
z

≈
+ . 
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Має місце похибка 35 10−⋅  , при 1 1z− ≤ ≤ ;  
Інша модель [2]:  

( ) ( )arctg 0.273 1
4

z x x xπ
≈ + − . 

Має місце похибка 34 10−⋅ , при 1 1z− ≤ ≤ . 
Для значень z поза межами проміжку 1 1z− ≤ ≤  використовується 

тотожність -  ( ) ( )arctg arctg 1 2z z π+ = . 
Розглянемо особливості формування еліпсів, повернутих на зада-

ний кут. Використаємо результати попереднього випадку, де задачу 
розв’язано у частковому випадку, коли одна з осей еліпса розташована 
горизонтально. 

Систему гексагональних координат будемо для зручності співста-
вляти з системою декартових координат ( ){ }; ,O x y  із центром 

( )0 0,O x y , що співпадає з центром еліпса і є центром деякої комірки 
гексагональної сітки. Позначимо за θ  кут, утворений вектором доти-
чної t



 до еліпса і додатним напрямком горизонтальної осі x  декар-
тової системи координат (рис. 3.22). 

У роботі [39] доведено, що у випадку, коли дотична t


 до лінії 
утворює кути [ ]2,2 3θ π π∈  (обхід проти годинникової стрілки), то 
формувати комірки гексагональної сітки, що відображають відповідну 
ланку лінії, можна рухаючись від початкової точки 2θ π=  у напрямку 
проти годинникової стрілки, переходячи від комірки до сусідньої ко-
мірки з використанням лише переходів у напрямках 1s  (що відповідає 

2 3θ π= ) і 2s  (що відповідає 3θ π= ) (рис. 3.21), причому перехід у 

напрямку 2s  не може відбуватися двічі поспіль. 

Продовжуючи такі міркування та розбивши всі можливі значення 
[ ]0,2θ π∈  на певні проміжки, можна мінімізувати кількість переходів 

при формуванні комірок, що відображають лінію на кожному проміж-
ку, з шести до двох. З метою оптимізації будемо використовувати 
також симетрію еліпса. 

Отже, завдання полягає в тому, щоб визначити межі сегментів 
еліпса, в кожному з яких потрібні переходи тільки в двох напрямках. 
Параметричне рівняння еліпса з напівосями a, b, паралельними 
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координатним осям, і центром у точці перетину координат, 
представляється у такому  вигляді: 

( ) cos
( )

( ) sin
x a

X
y b
ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

   
= =   
   

, 

де ϕ  – кут, утворений радіус-вектором v  точки еліпса та додатним 

напрямком осі абсцис. Зазначимо, що вектори v  і t


 для точки еліпса 
не є ортогональними. Здійснимо поворот еліпса на кут ω . Не втрача-
ючи загальності, нехай ( )2, 2ω π π∈ − . Матриця, що здійснює пово-
рот має вигляд: 

cos sin
( )

sin cos
A

ω ω
ω

ω ω
− 

=  
 

. 

Тоді декартові координати точки ( )( , ) ( , ), ( , )RX x yϕ ω ϕ ω ϕ ω=  еліп-
са після повороту: 

 
( , )

( , ) ( ) ( )
( , )R

x
X A X

y
ϕ ω

ϕ ω ω ϕ
ϕ ω

 
= = ⋅ 
 

. (3.3) 

Знайдемо кут ( , )ϕ θ ω  точки еліпса, у якій дотична t


 нахилена під 

кутом θ  з умови: ( , ) tg
( , )

dy
dx

ϕ ω θ
ϕ ω

= , або ( , ) tg
( , )

dy d
dx d

ϕ ω ϕ θ
ϕ ω ϕ

= . З останнього 

виразу знаходимо tg ( , ) ctg( )b
a

ϕ θ ω θ ω= − − . 

Враховуючи область визначення та область значень функцій і до-
пустимі значення параметрів, що входять в останнє рівняння, отрима-
ємо: 

 , arctg ctg , if
2 2 2 2

b
a

π π π πϕ θ ω ω ω    = = − − − < <        
; (3.4) 

 

2arctg ctg , if ,
3 2 3

2 , , if ,
3 2 32arctg ctg , if ;

3 3 2

b
a

b
a

π π πω π ω
π π πϕ θ ω ω

π π πω ω

   − − + − < < −      = = = − 
     − − − < <     

 (3.5) 



 

82 

 

arctg ctg , if ,
3 2 3

, , if ,
3 2 3

arctg ctg , if ;
3 3 2

b
a

b
a

π π πω ω
π π πϕ θ ω ω

π π πω π ω

   − − − < <      = = − = 
     − − − < <     

 (3.6) 

 ( )

( )

( )

arctg ctg , if 0,
2

, , if 0,
2
arctg ctg , if 0 .

2

b
a

b
a

ππ ω π ω
πϕ θ π ω ω

ππ ω ω

  − − + − < <   
= = =

  − − < <  
 

  (3.7) 

Вирази (3.4) – (3.7) є ключовими для наступних обчислень. Зазна-
чимо, що ϕ  – це кут, що відповідає певній точці на еліпсі без вико-
нання повороту на кутω . Для визначення декартових координат цієї 
точки після повороту, слід використовувати формулу (3.3). Кут, під 
яким спостерігається точка після повороту, становить ϕ ω+ . 

З наведеного вище випливає, що у той час коли радіус-вектор v  

точки еліпса рухається по дузі 2, , ,
2 3
π πϕ ϕ θ ω ϕ θ ω    ∈ = =        

 (обхід 

проти годинникової стрілки), дотична t
  до лінії утворює кути 

[ ]2,2 3θ π π∈ . Отже, можна формувати пікеселі, рухаючись від 
початкової точки 2θ π=  у напрямку проти годинникової стрілки, 
переходячи від комірки до комірки з використанням лише переходів у 
напрямках 1s  і 2s , причому перехід у напрямку 2s  не може 

відбуватися двічі поспіль.  
Як було показано раніше, якщо дотична t



 до лінії утворює кути 
[ ]3,2 3θ π π∈ , то формувати комірки гексагональної сітки, що 

відображають задану дугу, можна рухаючись від початкової точки 
3θ π=  у напрямку проти годинникової стрілки з використанням 

переходів у напрямках 1s  (що відповідає 2 3θ π= ) і 2s  (що відповідає 

3θ π= ). Причому перехід у напрямку 1s  не може відбуватися двічі 

поспіль при [ ]3, 2θ π π∈ , а перехід у апрямку 2s  не може 

відбуватися двічі поспіль при [ ]2, 2 3θ π π∈ . Отримані вище 
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формули дають змогу визначити кути та декартові координати точок, 
що є кінцевими для дуг, що відповідають [ ]3, 2θ π π∈  і 

[ ]2, 2 3θ π π∈ . 
Розглянемо дугу еліпса, до якої дотична t

  утворює кути 
[ ]2 3,θ π π∈  (обхід проти годинникової стрілки). Для радіус вектора 

v  точки еліпса, що відповідає цій дузі, кути ϕ , визначаються 
формулами ( )2 3,ϕ θ π ω=  і ( ),ϕ θ π ω= . Як було показано раніше, 
формування (обхід проти годинникової стрілки) вимагає лише двох 
переходів у напрямках 1s  ( 2 3θ π= ) і 4s  (θ π= ). Причому перехід у 

апрямку 4s  не може відбуватися двічі поспіль при [ ]2 3, 5 6θ π π∈ , а 

перехід у напрямку 1s  не може відбуватися двічі поспіль при 

[ ]5 6,θ π π∈ . 
Використаємо тепер центральну симетрію повернутого еліпса і ге-

ксагональної сітки. З властивостей симетрії еліпса видно, що: 
( ) ( )4 3, 3,ϕ θ π ω ϕ θ π ω π= = = + . З попередніх досліджень випливає, 

що на проміжку [ ], 4 3θ π π∈  переходи можливі у напрямках 4s  і 5s . 

Для побудови еліпса на ділянці [ ]4 3, 2 3θ π π π∈ +  достатньо 
попередньо побудувати еліпс на ділянці [ ]3, 4 3θ π π∈  і врахувати, 
що якщо сформована точка, що має коордиати ( )( , ), ( , )x yϕ ω ϕ ω , то 
має бути сформована також точка, що має координати 
( )( , ), ( , )x yϕ ω ϕ ω− −  у системі декартових координат з центром, що 
збігається з центром еліпса. 

Рисунок 3.23 іллюструє специфіку досліджуваної задачі. 
Проведені дослідження можна узагальнити на випадок відобра-

ження на гексагональній сітці будь якої кривої, кутові коефіцієнти 
дотичних до якої обчислюються за аналітичними формулами. 

Якщо еліпс, що відображається на гексагональній сітці має 
достатньо великі розміри (у пікселях), то незважаючи на локальне 
підвищення обчислювальної складності запропонованого алгоритму 
за рахунок додаткових обчислень, він стає ефективним порівняно з 
алгоритмом Брезенхема – обчислювальна складність алгоритму 
асимптотично зменшується утричі. 

 



 

84 

 
Рисунок 3.23 - Еліпс, повернутий на кут 

 
Отримані співвіднощення дають можливість спростити алгоритми 

елептичної інтерполяції за разунок зменшення обчислень на аналіз 
типів крокових перемішень. 

Розглянемо, для прикладу, визначення оцінювальної функції при 
формуванні еліпса на гексагональному растрі. 

Оцінювальна функція для еліпса має загальний вигляд [1], [39], 
[40]: 

 
2 2

, 1i jOF Ax Bxy Cy= + + −  

На гексагональному растрі приріст по осі дорівнює 
1
2  а по  -  

3
2 3

. 

Після одиничного кроку по осі y оцінювальна функція матиме 
такий вигляд: 

2 2 2
, 1

2
,

3 3( ) ( ) 1
2 3 2 3

3 3 1 3 13 .
4 42 3 3 2 3

i j

i j

OF Ax Bx y C y Аx Bxy

B x Cy C y OF B x C y

+ = + + + + − = + +

+ + + − = + + −
 

Після одиничного кроку по осі x оцінювальна функція матиме 
такий вигляд: 
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2 2
1,

2 2
,

1 1( ) ( ) 1
2 2

1 1 1 31 .
4 2 2 4

i j

i j

OF A x B x y Cy

Ax Ax Bxy B y Cy OF Ax B y

+ = + + + + − =

= + + + + + − = + + −
 

 
Аналогічно можна отримати формули для інших переміщень. 
Результати досліджень цього розділу наведено в публікаціях: [9, 

38, 39, 40, 42, 41, 46, 106, 109-113]. 
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4 МЕТОДИ АНТИАЛІАЙЗИНГУ ЗОБРАЖЕНЬ  
ГРАФІЧНИХ ПРИМІТИВІВ 

 
Основна причина появи ступінчатого ефекту (аліайзингу)  – не-

достатня роздільна здатність пристроїв відображення. Вважається, 
що ефект аліайзингу для людей із рівнем зору, який вищий середньо-
го, невидимий для форматів вище WHSXGA (26 214 400 пікселів).  
На жаль, досягти такої роздільної здатності надзвичайно проблема-
тично.  

Тому розробка методів усунення ступінчатого ефекту при форму-
вання графічних зображень є актуальною. 

 

4.1 Суперсемплінг  графічних зображень, які використовують 
гексагональну модель пікселя 

Один з найбільш розповсюджених методів усунення аліайзингу - 
це метод, описаний у джерелах [3, 22, 26, 47, 100]. Він оснований на 
підвищенні частоти дискретизації. Його суть полягає у виконанні об-
числень зображення сцени з вищою роздільною здатністю, ніж потрі-
бно для пристрою відображення, і подальшому зменшенні роздільної 
здатності шляхом усереднення перед виведенням на екран. Метод має 
просту апаратну реалізацію. Він реалізований у більшості існуючих 
системах комп'ютерної графіки. 

Для методу характерна низька швидкодія, оскільки при збільшенні 
кількості пікселіва в n разів, кількість розрахунків на один піксель, 
зростає в n2 разів. Цей метод вимагає додаткової пам'яті та підвищен-
ня пропускної здатності шини пам'яті.  

Розглянемо питання реалізації суперсемплігу при відображені 
інформації на гексагональному растрі. На рисунку 4.1 показано 
тайл, що містить сім пікселів, кожен з яких має інтенсивність ко-
льору iI .  

При виконанні суперсемплінгу інтенсивність результуючого пік-
селя буде дорівнювати  

i
i

I
I

7
=
∑

. 

 

https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=WHSXGA&action=edit&redlink=1
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Рисунок 4.1 – Тайл, який включає 7 гексагональних пікселів 

 
Значення інтенсивності результуючого імпульсу можна визначити 

за формулою: 

i i
i

I W
I

7

⋅
=
∑

, 

де iW - ваги пікселів. 
Наступний тайл з рефлекційною симетрією має 19 пікселів 

(рис. 4.2). 
 

 
Рисунок 4.2 – Тайл, який включає 19 гексагональних пікселів 

 
Інтенсивність кольору результуючого пікселя після виконання су-

персемплінгу буде дорівнювати:  

i
i

I
I

19
=
∑

. 
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Для покращення якості згладжування зображень необхідно нада-
вати пріоритет пікселям в тайлі. В цьому контексті, найбільшу вагу 
отримує центральний піксель, а загальна сума ваг усіх пікселів повин-
на складати 100%. 

       На рис. 4.3 продемонстровано розподіл ваг пікселів всередині 
тайлу. Інтенсивність кінцевого імпульсу можна обчислити використо-
вуючи такий вираз: 

i i
i

I W
I ,

7

⋅
=
∑

 

де iW - ваги пікселів.  
 

 
Рисунок 4.3 – Розподіл інтенсивностей кольору  

серед 7 гексагональних пікселів 
 
На рис. 4.4 наведено розподіл ваг пікселів всередині тайлу, який 

включає 19 пікселів. При визначені ваг пікселів доцільно використо-
вувати функцію Гауса.  

Якість згладжування визнчається кількістю додаткових вибірок та 
їх розміщенням усередині пікселя. Чим більше кількість точок вибір-
ки, тим вища якість зображення, але це збільшує потребу в додатковій 
пам’яті та зменшує продуктивність антиаліайзингу.  
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Рисунок 4.4 – Розподіл інтенсивностей кольору  

серед 19 гексагональних пікселів 

 
М. Діпе і Е. Уолт запропонували стохастично розташувати додат-

кові точки вибірки. Цей метод ґрунтується на ідеї, що для людського 
ока випадкове розташування підвибірок сприймається як «шум». Та-
ким чином, один вид артефакту замінюється іншим, до якого людське 
око є менш чутливим. 

Недолік цього методу полягає у високих обчислювальних витра-
тах, які виникають через необхідність розміщення щонайменше 16 
випадково розташованих підвибірок на кожен піксель, аби досягти 
бажаного рівня «неперервного шуму». Якщо кількість підвибірок 
зменшується, метод залишається ефективним, але шум стає більш 
вираженим для людського ока. На рис. 4.4 зображений тайл із 19 пік-
селями, що робить можливим для реалізація методу М. Діпе і 
Е. Уолта. 
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 Зменшити рівень аліайзингу можна за рахунок накладання піксе-
лів (А, B) (рис. 4.5) у різних тайлах, або при  використанні субпікселів 
(рис. 4.6). 

 

  
Рисунок 4.5 – Сумісне використання пікселів (А, B) у різних тайлах 

 

 
Рисунок 4.6 – Накладання субпікселів у різних тайлах 

  

Розглянуті варіанти виконання суперсермплінгу на гексагональ-
ному растрі можна використати в системах високореалістичної кінце-
вої візуалізації. 

 

4.2 Метод антиаліайзингу з визначенням оцінювальних  
функцій для субпікселів 

Згідно з методами крайового антиаліайзингу [1-3, 114] для змен-
шення ступінчастості меж графічних примітивів інтенсивність I  ко-
льору пікселя встановлюють пропорційно до площі S  покриття піксе-
ля об’єктом (рис. 4.7).  
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Рисунок 4.7 – Залежність інтенсивності кольору  

від площі покриття пікселя 
 

Визначення площі S  покриття пікселя вимагає суттєвих обчислю-
вальних витрат, що зменшує швидкодію формування зображення. То-
му актуальними є питання розробки підходів до зменшення трудоміс-
ткості обчислень. 

Пропонується новий метод визначення площі покриття пікселя. 
Метод полягає у поділі пікселя на субпікселі, в центрах яких роз-

раховується оцінювальна функція. Усі функції обчислюються одноча-
сно та незалежно. Знак оцінювальної функції вказує на розташування 
субпікселя відносно вектора: при додатному значенні субпіксель роз-
ташовується вище відрізка прямої, а при від’ємному – нижче відрізка. 
Аналіз знаків оцінювальних функцій дозволяє легко визначити, які 
частини пікселя розміщені по різні сторони від вектора. Обчислюючи 
загальну кількість субпікселів  однакового знаку, можна визначити 
площу покриття пікселя. 

На рис. 4.8 показано два варіанта розміщення субпікселів у межах 
правильного шестикутника. Варіант б) є прийнятнішим, оскільки в 
ньому субпікселі краще заміщують площу пікселя, а розміщення суб-
пікселів відповідає концепції побудови гексагонального растру. У ва-
ріанті б) в якості базових комірок використовуються гексагональні 
субпікселі та їх половинки. Як видно з рисунку, піксель включає 31 
субпіксель, з них 19 повністю розміщені в межі пікселя.  
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Рисунок 4.8 – Варіанти розміщення субпікселів:  

а) з частковм замощенням, б) з повним замощенням 
 

На рис. 4.9 наведено приклад перетину відрізком прямої пікселя. 
Для даного випадку оцінювальні функції 

8 5 6 19 16 17, , , , , ,OF OF OF OF OF OF 30 ,OF 18 28 29, , ,OF OF OF 31, 20OF OF  мають 
від’ємний знак, субпікселі, в яких оцінювальна функція від’ємна, за-
штриховані. Кожен цілісний субпіксель має вагу 1, отже, загальна вага 
семи таких субпікселів становить 7. Якщо субпіксель є неповним (на-
приклад, 29), його вага становить 1/2. У заштрихованій ділянці є 5 не-
повних субпікселів, тому їх загальна вага дорівнює 2,5. Таким чином, 
сумарна вага повних і неповних субпікселів складає 9,5. 

 

 
Рисунок 4.9 – Приклад визначення площі 

покриття пікселя 
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Якщо піксель підлягає зафарбовуванню інтенсивністю кольору I , 
то для антиаліайзингу необхідно використати інтенсивність кольору 

9,5
25

I ⋅ . 

Розглянемо для прикладу визначення значення іOF  для деяких 
субпікселів. Номери субпікселів відповідають індексам оцінювальних 
функцій. 

Для досягнення субпікселя 8 (рис. 4.9) треба сформувати два гори-
зонтальних крокових переміщення. Тому: 

8 ( 2) 2 2 .i i i i iOF y x y x y x x y y OF y= ∆ −∆ + = ∆ − ∆ − ∆ = − ∆  

Для досягнення субпікселя 9 (рис. 4.9) необхідно виконати гори-
зонтальне та наступне за ним діагональне переміщення, тому: 

9
3 1 3 3( ) ( 1 ) .

2 2 2 2i i iOF y x y x OF x y= + ∆ −∆ + + = + ∆ − ∆  

У таблиці 4.1 представлено формули для обчислення значень оці-
ночних функцій для цілісних субпікселів, тоді як у таблиці 4.2 вказано 
формули для розрахунку значень оціночних функцій для неповних  
субпікселів. 

Для розрахунків значень оцінювальних функцій використовується 
операнд 3 .  Щоб спростити обчислення, останнє значення предста-
вимо сумою степенів двійки. 

1 13 1
2 4

≈ + +   

При використанні запропонованої формули відносна похибка об-
числень складає  1,03 %. 

Проаналізуємо максимальну помилку у ви-
значенні площі покриття. Враховуємо найдов-
ший можливий шлях, який включає 5 повних 
субпікселів (згідно з рис. 4.10). Якщо вектор ро-
зміщено безпосередньо близько до центрів суб-
пікселів, то при обчисленні площі покриття мо-
же має місце помилка для кожного субпікселя, 
рівна половині його площі. Таким чином, мак-
симальна помилка при обчисленні площі не пе-
ревищуватиме 5 × 0,5 = 2,5 площі повного суб-
пікселя. 

Рисунок 4.10 –  
Найдовший шлях  
у гексагональному 

пікселі 
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Таблиця 4.1 - Значення оцінювальних функцій для повних субпікселів 
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Таблиця 4.2 - Значення оцінювальних функцій для неповних субпікселів 
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Якщо вектор перетинає приблизно половину пікселя (як показано 
на рис. 4.11), то похибка у визначенні інтенсивності кольору буде до-
рівнювати половині рівня інтенсивності цього кольору. У наведеному 
прикладі це 31 рівень інтенсивності. Така похибка вважається прийня-
тною. 

  
Рисунок 4.11 – Перетин субпікселя 

 
Запропонований метод [27] дозволяє зменшити час реалізації про-

цедури  антиаліайзингу за рахунок розпаралелення обчислювального 
процесу. Доцільно реалізувати запропонований метод на основі відео-
карт, кожне ядро яких необхідно налаштувати на розрахунок окремого 
субпікселя. 

  

4.3 Метод антиаліайзингу зображення з використанням  
додаткових оцінювальних функцій 

Розглянемо можливість застосування гексагональної моделі піксе-
ля для антиаліайзингу зображень, яка може слугувати апроксимацією 
кругової або гаусівської моделей. 

На рис. 4.12 зображено форму гексагональної моделі пікселя, яка 
наближається до круга краще, ніж квадратна модель. Фактично, якщо 
діаметр пікселя становить 1, тоді його площа за круговою моделлю бу-
де дорівнювати π / 4. Одна з характеристик гексагона  полягає у тому, 
що довжина його сторони дорівнює радіусу описаного навколо нього 
кола. 

Якщо задано діаметр описаного навколо гексагону кола, то 

4
32

4
32

2 ⋅
=⋅⋅=

DS . 
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Співвідношення площі круга до площі гексагона складає  0,906. 
При  використанні квадратної моделі пікселя це співвідношення дорі-
внює 0,785. Зрозуміло, що для гексагональної моделі пікселя досяга-
ється підвищення точності антиаліазингу. 

 
Рисунок 4.12 - Форма гексагональної моделі пікселя 

 
У моделі, представленій на рис. 4.12, ключовою особливістю є те, 

що відстані від субпікселів до координатних осей є кратними 1/ 2i   
радіусу описаного кола. Це спрощує апаратну реалізацію пристрою 
для процедури антиалійзингу, оскільки ділення на степінь двійки мо-
же бути реалізовано за допомогою мікрооперації зсуву.  

Щоб підвищити точність визначення інтенсивності кольору, мо-
жливе введення більшої кількості семплів. Для визначення інтенсив-
ності кольору точок траєкторії потрібно визначити площу частини 
пікселя, яка перетинається з відрізком прямої, як це демонструється 
на рис. 4.13. 

 
Рисунок 4.13 - Перетин пікселя відрізком прямої 
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Якщо інтенсивність кольору для відтворення траєкторії вектора 
дорівнює I, то  інтенсивність кольору у точці, що розглядається, мож-

на знайти за формулою 1

п

SI
S
⋅ , де S - площа частини пікселя, що пере-

тинається з відрізком, де пS - площа пікселя. 
Для визначення площі сегмента кола, в моделі було використано 

дванадцять додаткових субпікселів 1 12.Т Т−  У кожному з цих субпік-
селів знаходять знак оцінювальної функції. З метою підвищення про-
дуктивності виконання антиаліайзингу, обчислення цих функцій ви-
конуватимо незалежно одне від одного. 

Для визначення ординатної відстані точки Т1 скористаємося влас-
тивостю гексагона, згідно з якою  трикутник 12 2 О Т Т  є рівносторон-
нім, де кожна сторона дорівнює  радіусу описаного кола навколо гек-
сагона. Ясно, що трикутник 1 2 О Т Т  є прямокутним. Тому виконаємо 

розрахунки за формулою 1 2   · 6
2

0 3О Т О Т sin= ° = . 

Відстань між кожною парою сусідніх точок є однаковою, а самі 
точки розміщені таким чином, щоб знаходитися точно на половині ві-
дстані між послідовними точками Т.  

 Координати складових субпікселів мають таке значення: 

 
 Оцінювальну функцію розраховують за виразом:  

,i j i iOF y x x y= ∆ − ∆ . 

Розрахуємо значення оцінювальних функцій у  точках 1 3 Т Т− : 

1 ,
3 3 3(y )

2 2 2i i jOF x x y y x x x y OF x= + ∆ − ∆ = ∆ + ∆ − ∆ = + ∆ , 
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2

,

3 1 3 1(y ) ( )
2 2 2 2

3 1
2 2

i

i j

OF x x y y x x x y y

OF x y

= + ∆ − + ∆ = ∆ + ∆ − ∆ − ∆ =

= + ∆ − ∆
, 

3

,

3 3 3 3(y ) ( )
4 4 4 4

3 3
4 4

i

i j

OF x x y y x x x y y

OF x y

= + ∆ − + ∆ = ∆ + ∆ − ∆ − ∆ =

= + ∆ − ∆
, 

Так само можна знайти значення оцінювальних функ-
цій 4 12 i iOF OF−  для інших субпікселів. Ці формули залежать від конк-
ретної геометрії та властивостей розглянутої моделі: 

4 , 5 , 6

,

3 3, ,
4 4

3 1 ,
2 2

i i j i i j i

i j

OF OF y OF OF x y OF

OF x y

= −∆ = − ∆ − ∆ =

= − ∆ − ∆
 

7 , 8 , 9

,

3 3 1, ,
2 2 2

3 3 .
4 4

i i j i i j i

i j

OF OF x OF OF x y OF

OF x y

= − ∆ = − ∆ + ∆ =

= − ∆ + ∆
 

Відповідно до визначення, оцінювальна функція набуває додатно-
го значення, якщо піксель розташований вище відрізка прямої, і від'-
ємного - у всіх інших випадках. Використовуючи знаки оцінювальних 
функцій 1 12 OF OF−  можна ідентифікувати всі можливі сценарії пе-
ретину вектора з правильним шестикутником, який репрезентує мо-
дель пікселя (табл. 4. 3). Розглянемо конкретний приклад: якщо знаки 
функцій 4 7OF OF−  є від'ємними, тоді як знаки 8 12OF OF− , 1 3OF OF−  є до-
датними, то маємо випадок, зображений на рис. 4.14. 

Для цього випадку площа сегмента, що відтинається дорівнює 
Smin= 0,75145745, а тому інтенсивність кольору буде мати значення 

4 0,7514574 0,23931 65 7 6 .
ï

SI I I
S π
⋅ = ⋅ = ⋅  
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Рисунок 4.14 - Випадок перетину пікселя вектором за умови, що знаки 

4 7OF OF−  від’ємні, а знаки 8 12OF OF− , 1 3OF OF−  додатні 

 
Якщо відрізок прямої проходить між двома субпікселями, то пло-

щу сегменту можна знайти більш точно за рахунок віднесення для 
нього того пікселя, який ближче знаходиться до відрізка прямої.  

Доведено [30], що похибка інтерполяції пропорційна значенню 
модуля оцінювальної функції.  

На рис. 4.15 показані абсолютні похибки  інтерполяції для двох 
сусідніх субпікселів. Для зображеного випадку оцінювальна функція 
має додатне значення для верхнього субпікселя, тоді як для нижнього 
результат буде від’ємний. 

Якщо визначити модуль iOF  для нижнього субпікселя та співста-
вити його зі значенням функції для верхнього субпікселя, то до сегме-
нту відносять той субпіксель, для якого iOF  буде меншим. 

Зрозуміло, що таке уточнення вимагає додаткових обчислюваль-
них затрат. 

 
 

Рисунок 4.15 - Абсолютні похибки інтерполяції для двох сусідніх субпікселів 
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Таблиця 4.3 - Можливі перетини пікселя відрізком прямих 

 

min

 ,  
,=

Точок 1
S 0 0905934

 

 ,  
,=min

Точок 2
S 0 3802725

  , 
,=min

Точок 3
S 0 56586498

 

 
4, 
,=min

Точок
S 0 75145745

 

 

 , 
,=min

Точок 5
S 1 39672605

 

 

 , 
,=min

Точок 6
S 1 57

 

 
 , 
,=min

Точок 7
S 1 9147276

 

 
 , 
,=min

Точок 8
S 2 2396469

 

 
 , 
,=min

Точок 9
S 2 5258007

 

 
 , 
,=min

Точок 10
S 2 9342628

 
 , 
,=min

Точок 11
S 2 99897295

 

 
 , 
,=min

Точок 12
S 3 0494066
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4.4 Використання гаусівської моделі пікселя для задач  
антиаліайзингу 

Перспективний напрямок використання гексагонального растру 
пов’язують з розробкою та виготовленням  світлодіодних дисплеїв на 
основі технології InGaN [78, 79]. У таких дисплеях пікселі мають фо-
рму гексагону (рис. 4.16, 4.17). 

У мікросвітлодіодних дисплеях використовують світлодіоди роз-
міром всього 50 нм з повним видимим спектром, доступним в одній 
системі матеріалів, вирощення індикаторів на одній пластині за один 
етап процесу. 

 

 
Рисунок 4.16 - Зображення, отримане за допомогою електронного мікроскопа,  

невеликого масиву наноструктур InGaN [78] 

 

 
Рисунок 4.17 - Форма мікросвітлодіода [79] 
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При цьому враховується, що інтенсивність освітлення, яке генеру-

ється пікселем, досягає максимуму в його центрі і знижується до кра-
їв, стаючи нульовою на відстані R. Цей процес узагальнено відобра-
жає Гаусівську модель пікселя, згадану в джерелах [33, 34].  

Розрахунок інтенсивності кольору для такої моделі полягає у ви-
значенні об'єму фігури, що утворюється внаслідок перетину фільт-
руючої функції та вертикальної площини, що проходить через примі-
тив.  

Через високі обчислювальні витрати, Гаусівська модель пікселя 
використовується лише у випадках, коли існують строгі вимоги до 
якості згладжування контурів. 

Тому, актуальним є питання спрощення процедури антиаліай-
зингу з використанням Гаусівської моделі пікселя, що можна досягти 
за рахунок виведення  простих апроксимаційних формул для розра-
хунків. 

Будемо використовувати модель розподілу інтенсивності пікселя, 
коли щільність інтенсивності розподілена відповідно до нормального 
закону: 

 ( )
2 21

, exp2 22 2

x yp x y
πσ σ

 + = − 
 

,   (4.1) 

 У цій моделі, максимальна інтенсивність зосереджена у центрі пі-
кселя, який прийнято за центр координатної системи. Важливо зазна-
чити, що обрана функція щільності утворює поверхню обертання і ві-
дповідає умові нормування: об'єм, утворений між поверхнею функції 
( ),p x y  і площиною xOy , дорівнює одиниці.  

Можна змінювати властивості цієї моделі, змінюючи параметр 
( ),p x y .  

Наприклад, встановлюючи значення σ = 0.2, знаходимо, що приб-
лизно 99% загального об'єму припадає на прямокутник 
( ){ }, : 0.5 0.5, 0.5 0.5x y x y− ≤ ≤ − ≤ ≤  (див. рис. 4.18). 
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Рисунок 4.18 – Форма пікселя 

   
Розглянемо модифікацію одного з найбільш відомих алгоритмів 

антиаліайзингу відрізків прямих ― алгоритму Гупти-Спроула [33]. 
Нехай відрізок прямої віддалений від центра пікселя на відстань d .   

Якщо ( )V d  – об’єм тіла, обмеженого поверхнею (4.1), площиною 
xOy  та площиною, що знаходиться на відстані d  від осі Oz , то:  

( ) ( ) ( )1I F d V d V d= = − .                                        (4.2) 

Для задач антиаліайзингу необхідно обчислювати значення функ-
ції ( )1V d . Зображення частини поверхні (4.1), що має об’єм ( )1V d при 
σ = 0.2,  d = 0.1 подано на рис. 1.5.   

Для визначення інтенсивності кольору пікселя використовується 
формула:   

( ) ( )( , ) , ,A x y ідеал x yI P P I x y F x P y P dxdy
∞ ∞

−∞ −∞

= ⋅ − −∫ ∫ , 

де AI  – інтенсивність кольору пікселя з координатами ( )yx PP , ;  

.( , )ідеалI x y  – функція, яка визначає інтенсивність кольору в кожній то-
чці простору; ),( yxF – модель пікселя, тобто функція, яка описує прос-
торове розподілення світла, випромінюваного пікселем. 
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Враховуємо, що ( , )A x yI P P  є поверхнею обертання. Зорієнтуємо 

систему координат таким чином, щоб пряма мала рівняння x = d,  
тоді:  

( ) ( ),
d

V d dy p x y dx
+∞

−∞ −∞

= ∫ ∫ ,                                       (4.3) 

Відокремимо змінні: 

( )

2 2
1 12 22 2

2 2

y xd
V d e dy e dxσ σ

π σ π σ

+∞ − −
= ⋅ =∫ ∫

−∞ −∞
 

( )

2
1 21 ,0,2

2

xd
e dx N d σσ

π σ

−
= ⋅ =∫

−∞
,                             (4.4) 

де ( ),0,N d σ – формула нормального закону розподілу з математичним 
сподіванням a = 0 і середнім квадратичним відхиленням σ. 

Розрахунок ( )V d  за формулою (4.4) є доволі громіздким. Апрок-

симуємо функцію ( ),0,N d σ  многочленом ( )P dn  невисокого порядку 

n = 2 або n = 3. При цьому для розрахунків використаємо виключно  
операції додавання та множення. Оскільки функція ( ),0,N d σ є симет-
ричною відносно точки (0, 0,5) виконаємо апроксимацію за методом 
найменших квадратів з адаптивними вузлами на інтервалі 0;d c σ ∈ ⋅  , 
де c – константа. 

Наприклад, якщо σ = 0.2, то на інтервалі 0; 0,5d  ∈    отримаємо та-
кі вирази: 

для n = 2   

( ) ( ) 2

2 0.5 2.151 2.358V d P d d d≈ = + − ,                                   (4.5) 

для 3n =  

( ) ( ) 2 3

3 0.496 2.288 3.074 0.956V d P d d d d≈ = + − +              (4.6) 

Графіки функцій ( )2P d , ( )3P d , ( ),0,0.2N d  предсталено на рис. 4.19. 
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Рисунок 4.19 – Графіки функцій ( )2P d , ( )3P d  

 
 
Позначимо за ( ) ( ) ( )2 ,0,0.2 2d N d P d∆ = − , ( ) ( ) ( )3 ,0,0.2 3d N d P d∆ = −  – абсо-

лютні похибки апроксимації на інтервалі 0; 0.5d  ∈   . З рис. 4.20 видно, 

що їх значення не перевищують 37 10−⋅  і 35 10−⋅  відповідно. 
 

 
Рисунок 4.20 – Залежності  абсолютних похибок ( )2 d∆  і ( )3 d∆  від d 

Вираз для розрахунку ( )2P d  можна записати так: 

 ( )2 0.5 (2.151 2.358 )P d d d= + −   (4.7) 

На рис. 4.21 відображено структурну схему визначення ( )2P d . 

Значення відстані d записується у регістр RG2. За допомогою  
мультиплексора MS значення 2,358 передається на вхід блоку мно-
ження. Добуток 2.358d з виходу блоку множення записується у ре-
гістр RG1. 
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Рисунок 4.21 – Структурна схема блока для визначення V(d),  

використовуючи поліном ( )2P d  

 
На виході комбінаційного суматора 1KSm  отримуємо значення 

(2.151 2.358 )d− , яке передається через мультиплексор MS  на вхід 
блока множення. У суматорі 2KSm  до добутку, отриманого на виході 
блока множення, додається значення 0,5. 

Розглянемо наближення функції ( ) ( ),0,V d N d σ= , 0.2σ = , 
[ ]0,0.5d ∈ , використовуючи кусково-лінійну апроксимацію. 

При цьому використаємо обмежену кількість проміжків при ді-
ленні відрізка, забезпечуючи при цьому достатньо високу точність ап-
роксимації. Щоб відповідати цим вимогам, проведемо чисельне моде-
лювання, змінюючи кількість сегментів ділення, їх довжину і застосо-
вуючи на кожному з таких сегментів лінійну функцію, яка є частиною 
найкращого чебишевського наближення. Обчислюючи коефіцієнти 
апроксимуючих функцій з точністю до 310− , отримано такі вирази: 

( ) ( )
0.506 1.79 , 0 0.165;
0.636 1.008 , 0.165 0.305; (4.8)1
0.853 0.295 , 0.305 0.5.

d d
V d P d d d

d d

 + ≤ <


≈ = + ≤ <
 + ≤ <
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Як видно з рис. 4.23, абсолютна похибка ( ) ( ) ( )1 ,0, 1d N d P dσ∆ = −  
не перевищує 0.01, що становить 1% від максимального рівня інтен-
сивності. У випадку використання 256 рівнів інтенсивності похибка не 
перевищуватиме 2.6 рівня. Така похибка є прийнятною  для людсько-
го ока при нормальних умовах. 

 

 
Рисунок 4.22 – Графік абсолютної похибки ( )1 d∆ від d 

Представимо коефіцієнти отриманих  функцій як бінарні, зберіга-

ючи розряди до 82− : 

 

( ) ( )
0.1000001 1.11001 , 0 0.165;
0.101001 1 , 0.165 0.305;1
0.11011011 0.01001 , 0.305 0.5.

d db b
V d P d d db b b

d db b

+ ⋅ ≤ <
≈ = + ⋅ ≤ <
 + ⋅ ≤ <

  (4.9) 

Як видно з рис. 4.23 абсолютна похибка ( ) ( ) ( )1 ,0,2 1d N d P dbσ∆ = −  

менша за  0.01, що відповідає 1%  від значення максимальної інтенси-
вності. Подання ( )V d  у формі (4.9) не погіршує наближення ( )1P d , 
проте забезпечує вищу продуктивність розрахунків. 

 
Рисунок 4.23 – Графік абсолютної похибки ( )21 d∆  
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На рис. 4.24 зображено структурну схему блока для розрахунку 

( )V d поліномом ( )1 .P d  
 

 

 

Рисунок 4.24 – Структурна схема блока для розрахунку поліному ( )1P d
 

 
Запропонована модифікація Гаусівської моделі пікселя, яка не по-

требує використання заздалегідь розрахованих значень об’єму пере-
тину. 

Отримано апроксимаційні вирази для розрахунку об’ємів перети-
ну, які використовують тільки операції множення та додавання, що 
дає можливість їх реалізувати апаратно. Отримані методи, моделі та 
структурні схеми  можуть бути реалізовані в високопродуктивних си-
стемах візуалізації.  
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5 ПРАКТИЧНА РЕАЛІЗАЦІЯ РОЗРОБЛЕНИХ МЕТОДІВ  
ФОРМУВАННЯ ЗОБРАЖЕНЬ  

НА ГЕКСАГОНАЛЬНОМУ РАСТРІ 
 

5.1 Графічний редактор на гексагональному растрі 

Для формування зображень на гексагональному растрі було роз-
роблено спеціалізований графічний редактор. Для цього було викори-
стано технологію Electron, яка дала можливість формувати програм-
ний модуль на мультиплатформі, незалежно від ядерної реалізації та 
операційної системи. При розробці використано модульний підхід і  
фреймворк з використанням HTML, CSS і JavaScrip. На рис. 5.1 наве-
дено зображення інтерфейсу графічного редактора. 

 

 
Рисунок 5.1 – Зовнішній вигляд інтерфейсу 

 
Передбачена можливість вибору стандартних зображень пікселів 

(рис. 5.2) для формування графічних зображень. 
 

 
Рисунок 5.2 – Типи пікселів 
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   Графічний редактор містить кнопки (рис. 5.3):  
– пензлик – для формування зображень піксе-
лів заданого кольору: 
– піпетка – для визначення кольору заданої 
ділянки (пікселя): 
– гумка – для витирання вибраннях пікселів: 
– заповнення (працює тільки тоді, коли здійс-
нюється натиснення на гексагон). 

Рисунок 5.3 – Кнопки  вибору опцій 
 
У програмному модулі є можливість змінювати параметри гекса-

гонального растру, кольору фону та переднього плану (рис. 5.4). 
 

 
Рисунок 5.4 – Меню керування властивостями робочої зони 

 
 
Передбачена можливість вибору 

кольорів пікселів. Для цього розроб-
лено два режими. Перший полягає у 
виборі кольору шляхом наведення ку-
рсора на заданий колір. Другий режим 
передбачає вибір кольору з палітри 
кольорів (рис. 5.5). При цьому, для 
зручності, відображається код кольо-
ру. 

 
 

   Рисунок 5.5 – Меню обрання кольору 
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 Передбачено три кнопки (рис. 

5.6), які відповідають за розмір гек-
сагональної сітки (розмір гексаго-
на), відміну останніх змін. Також є 
кнопка, яка дозволяє повернутися 
до останніх змін. 

 
 

 
У графічному редакторі є можли-

вість переміщення сформованих зо-
бражень (рис. 5.7). 

 
 
 

Рисунок 5.7 – Меню зміни положення зображення 
 
Завдяки цій функціональності можна швидко, без копіювання, змі-

стити зображення у горизонтальній або вертикальній проекції 
(рис. 5.8). 

 

 
 

Рисунок 5.8 –Зміна положення зображення 
  
Графічний редактор має функціональні можливості, достатні для 

формування зображень на гексагональному растрі. 
 

Рисунок 5.6 – Меню керування  
гексагональним растром 
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5.2 Конвертація зображення для гексагонального растру 

Метою розробки програмного застосунку є конвертація зображен-
ня в гексагональний растр.  

Для внесення вхідних даних у додаток розроблено графічний інте-
рфейс, побудований із дотриманням UX/UI рекомендацій. Є можли-
вість змінювати такі параметри, як: 

-  точність – даний функціонал перемикає режими позиціонування 
слайдера, який відповідає за розмір гексагонального растру; 

-  коефіцієнт розміру пікселя – встановлюється в межах від 0.2 до 
20, де менше значення буде генерувати гексагональний растр бі-
льшого розміру, а більше – меншого відповідно.  

-  вибір зображення – користувач може обрати будь яке зображення 
для конвертації його в гексагональний растр. Рекомендовано вико-
ристовувати формати збереження: PNG, JPEG, BMP, TIFF.  
Потенційний клієнт повинен мати екран з роздільною здатністю 

не менше 1200×440. Програмний застосунок розроблено на мові про-
грамування Java з графічною складовою JavaFX. Основою проекту є 
засоби створення додатків Apache Maven.  

Інтерфейс програмного застосунку умовно поділений на три робо-
чих ділянки, які відповідають за поставлений функціонал: 

• зміна параметрів – зона, де користувач може змінювати вхідні 
дані, які впливають на кінцевий результат конвертованого зображен-
ня; 

• робоча ділянка – частина програмного інтерфейсу спроектована 
для взаємодії користувача та детальним переглядом готового рисунка; 

На рисунках 5.9, 5.10 показано ділянки програми для конверту-
вання зображень. 

 

 

Рисунок 5.9 – Ділянка зміни параметрів 
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Рисунок 5.10 – Екранна площина 

 
Робота у програмному застосунку розпочинається із вибору потрі-

бного зображення для конвертації. Для початку роботи потрібно нати-
снути на кнопку «Обрати зображення». Виконається завантаження 
примітива у вікно попереднього перегляду. Користувач обирає необ-
хідну частину зображення, яка буде конвертована.  

На рисунку 5.11 показано ділянку попереднього перегляду. 
 

 
Рисунок 5.11 – Попередній перегляд фрагмента для конвертації зображення 

 
На рис. 5.12 показано стан головного вікна програмного застосун-

ку після виконання конвертації, де ліва частина робочої ділянки буде 
вхідним зображенням, а права – результатом конвертації. 
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Рисунок 5.12 – Стан головного вікна після процесу конвертації 

 
У програмному застосунку передбачена можливість зміни розміру 

пікселя. Дана властивість реалізується за допомогою повзунка «Кое-
фіцієнт розміру пікселя». Під час взаємодії із повзунком з’являється 
гексагональний примітив у правій частині робочої області. Додатко-
вий параметр «Точність» має три режими та змінює розмір пікселя, 
для того, щоб розширити вибір наявних розмірів піксельного растру. 
На рисунку 5.13 показано стан програми зі збільшеним розміром пік-
сельної сітки. 

 

 
Рисунок 5.13 – Вигляд головного вікна із зміненим параметром точності 

 
 
 



 

116 

5.3 Програмні засоби для формування примітивів 

Програму було розроблено мовою програмування Java, викорис-
товуючи середовище розробки IntelliJ IDEA. Проект був зібраний за 
допомогою інструментів Apache Maven, використовуючи JDK Java, і 
був розроблений у середовищі IntelliJ IDEA версії 2022. Для реалізації 
користувацького інтерфейсу та візуалізації результатів використову-
валась бібліотека JavaFX. наведено зовнішній вигляд панелі налашту-
вання програмного модуля. На рис. 5.14 зображено  зовнішній вигляд 
інтерфейсу програмного модуля. 

 

 
Рисунок 5.14 – Опис пунктів поля із налаштуваннями 

 
 
На рис. 5.15 і 5.16 наведено відповідно граф-схеми алгоритмів фо-

рмування векторів і  кіл на гексагональному растрі. 
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Рисунок 5.15 – Блок- схема алгоритму формування відрізка 
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Рисунок 5.16 – Блок-схема алгоритму формування кола 
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У режимі генерації векторів користувач вибирає кінцеві точки на 
екрані, клацаючи мишею по гексагонах робочої області. Коли ця дія 
завершена, програма генерує новий відрізок, базуючись на позиції кі-
нцевої точки в пікселях. В результаті, програма показує на екрані век-
тор, подібно до того, як показано на рис. 5.17. 

Передбачена можливість змінювати розмір гексагонів, які утво-
рюють екранну площину. Для формування кола задається його радіус, 
колір, розмір гексагонального пікселя. На рис. 5.18 і 5.19 зображено  
відповідно приклади генерації кіл у різних масштабах. 

Перед формування кола задається його радіус, колір, розмір гекса-
гонального пікселя. 

В програмному модулі реалізовано метод антиаліайзингу для век-
торів і кіл. При цьому використано дослідження, розроблені в підроз-
ділі 4.1.  

Для антиаліайзингу використано значення інтенсивностей кольо-
ру, які відображено в табл. 5.1. 

 

 
Рисунок 5.17 – Формування відрізка зі розміром гексагону в 11 пікселів 
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Рисунок 5.18 – Результат формування кола у великому масштабі 

 

 

 
 

Рисунок 5.19 – Результат формування кола у малому масштабі гексагону 
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Таблиця 5.1 – Значення інтенсивностей кольору пікселів 

Кількість точок шестикутника, що 
потрапили до меж заповненої ділянки 

зображення 

Значення інтенсивності 
кольору пікселя, % 

0 0% 
1 14% 
2 28% 
3 42% 
4 57% 
5 71% 
6 85% 
7 100% 

 
 
 

Результати антиаліайзингу при формуванні трикутника зображено 
на рис. 5.20 і рис. 5.21. 

 

 
Рисунок 5.20 – Формування трикутника із антиаліайзингом зображення  

крокової траєкторії 
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Рисунок 5.21 – Формування трикутника із антиаліайзингом 

 
 
 
5.4 Апаратні засоби для формування примітивів 
 
У розділі 2 розроблено метод формування покрокової траєкторії 

відрізка прямої на гексагональному растрі.   
На рис. 5. 22 наведено структурну схему лінійного інтерполятора. 

Пристрій включає 1, 2RG RG  для зберігання операндів, які викорис-
товують для розрахунку оцінювальної функції; блок керування клю-
чами ВК; лічильник СТ2 для визначення кінця інтерполяції, мультип-
лексор MX , нагромаджувальний суматор PSm , який включає регістр 
RG  і комбінаційний суматор Sm ; регістр ознак RGS : блок вихідної 
логіки для формування крокових переміщень OLB . 

Пристрій працює так. 
У регістр RG  заноситься значення БП/2, що визначає значення 

оцінювальної функції. У лічильник СТ2 записується сума координат-
них приростів відрізка прямих вздовж координатних приростів. 

 



 

123 

 
Рисунок 5. 22 – Структурна схема лінійного інтерполятора 

 
Для визначення значень OF  у 1, 2RG RG заносяться відповідно 

операнди ( y∆ або 
2
y∆ ), 3

2 3
x∆ .  Значення ( y∆  або 

2
y∆ ) позначимо  

через .O  
Для формування вихідних приростів у регістр RGS  записуються 

ознаки для формування відрізків прямих, зокрема, знак х∆ , знак y∆ , 
положення вектору. Ці дії визначають цикл підготовки. 

В циклі інтерполяції в кожному такті визначається значення оці-
нювальної функції, для чого через мультиплексом подається один із 

операндів 3,
2 3

xO ∆  залежно від знака попередньої оцінювальної функ-

ції.  
Як видно з табл. 5.2 при формуванні оцінювальної функції вико-

ристовуються операнди 
2
y∆ чи 

2
y∆

−  залежно від положення відрізка 

прямої по відношенню до координатних осей. Для перетворення з 
прямого коду в обернений використовується блок ключів, які реалі-
зують логічну функцію нерівнозначності. 
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В нагромаджувальному суматорі до попереднього значення оці-
нювальної функції додається один з операндів, який бере участь у фо-
рмуванні iOF . Вихідний перенос нагромаджувального суматора PSm  
визначає знак iOF . На основі вмісту регістру ознак RGS  і знака оці-
нювальної функції на виході блок OLB вихідної логіки формується 
значення крокового приростів. 

З кожним інтерполяційним тактом вміст лічильника СТ2 зменшу-
ється на одиницю до його нульового значення, про що свідчить оди-
ничний рівень сигналу перенесення 5Y . Після цього процес інтерпо-
ляції відрізка прямої завершують.  

Особливість пристрою полягає у використанні для лінійного інтер-
полювання мікрооперації нагромаджувального додавання. Це дало мож-
ливість формувати крокові прирости в кожному інтерполяційному такті. 

У підрозділі 3.3 розроблено метод формування відрізків прямих 
комбінованими приростами на гексагональному растрі. 

У таблиці 5.2 наведено типи можливих комбінацій координатних 
приростів і відповідні значення оцінювальних функцій. Раніше дове-
дено, що на довільній ділянці координатного приросту можуть бути 
сформовані тільки два типи координатних приростів. 

 
Таблиця 5.2 – Типи координатних приростів 

 
На рис. 5.23 наведено структурну схему лінійного інтерполятора, 

особливість якого полягає у формуванні подвійних координатних 
приростів, що дає можливість підвищити продуктивність. 

Тип сполучення крокових 
переміщень 

Формули для розрахунку OF  

 1 2i iOF OF y+ = − ∆  

 1
3 3

2 2i iOF OF x y+ = + ∆ − ∆  

 
1 3i iOF OF x y+ = + ∆ − ∆  

 

 

1 3i iOF OF x+ = + ∆  
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 Пристрій включає 1, 2, 3, 4RG RG RG RG  для зберігання операн-
дів: які використовують для розрахунку оцінювальної функції, лічиль-
ник СТ2 для визначення кінця інтерполяції, мультиплексори  

1, 2МX МХ , суматор 1Sm  нагромаджувальний суматор PSm , який 
включає регістр 5RG  і комбінаційний суматор 2Sm ; регістр ознак 
RGS : блок вихідної логіки для формування крокових переміщень .OLB  
        

  

Рисунок 5.23 – Структурна схема лінійного інтерполятора  
з формуванням комбінованих приростів 

 
Із табл. 5.2 видно, що при розрахунку оцінювальної функції всі 

множники з y∆  мають від’ємний знак. При цьому для кожної ділянки 
інтерполювання використовується тільки два значення для розрахун-
ку. Тому введено два регістри для зберігання пар операндів 

( 2 y∆ , 3
2

y∆ ), ( y∆ , 3
2

y∆ ), ( y∆ , 0) відповідно для ділянок Д1, Д2, Д3 

(див. рис. 3.10), а також мультиплексор 2МХ  з інверсним виходом. 
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У регістр 2RG заносяться множники, які співвідносять з х∆ . А са-

ме такі пари (0, 3
2

x∆ ),  ( 3 x∆ , 3
2

x∆ ), ( 3 x∆ , 0) відповідно для ді-

лянок 1,  2,  3Д Д Д  як на рис. 3.10. 
На виході суматора 1Sm  формується операнд, який додається до 

попереднього значення оцінювальної функції, яке зберігається в регіс-
трі 5RG  нагромаджувального суматора. 

Регістр ознак RGS , на відмінну віл попередньої схеми містить 
ознаку парності суми приростів вихідного відрізка прямої. Перед по-
чатком  інтерполяції в лічильник СТ2 заноситься ціла частина поло-
вини суми приростів відрізка прямої. Цей лічильник використовується 
для визначення закінчення інтерполяції. За умови парності суми при-
ростів вихідного відрізка прямої при  формуванні сигналу нульового 
значення лічильника СТ2, процес інтерполювання закінчують. В про-
тилежному випадку виконується ще один такт інтерполяції, однак 
другий розряд приросту блокується. 

Вихідний перенос  нагромаджувального суматора PSm  визначає 
знак оцінювальної функції, який разом з ознаками, що зберігається в 
регістрі RGS , використовується для формування.  

Особливість пристрою полягає у формуванні комбінованих при-
ростів, що дає можливість підвищити продуктивність. 

Розроблений у підрозділі 3.2 алгоритм кругової інтерполяції може 
бути реалізований пристроєм, структурну схему якого наведено на 
рис. 5. 24. Пристрій містить нагромаджувальний суматор, два коорди-
натних лічильника, блок ідентифікації ділянки інтерполювання, кому-
татор і блок керування. 

Пристрій працює так.  
В циклі підготування в лічильник Х заноситься абсциса початкової 

точки кола щодо центру, а в лічильник У - координата початкової точки. 
 В нагромаджувальний суматор заноситься початкове значення 

оцінювальної функції. Надалі, в кожному такті, в нагромаджувавль-
ному суматорі обчислюється значення оцінювальної функції в точках, 
відповідних такому направленню руху, яке сприяє зміні знаку оціню-
вальної функції. Розрахунок оцінювальної функції проводиться відпо-
відно до виразів, наведених в таблиці 3.1.  
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Знак оцінювальної функції поступає з нагромаджувального сума-
тора в блок керування.  

В останньому формуються керуючі сигнали, які поступають на 
виходи інтерполятора і на входи координатних лічильників.  

Блок визначення різниці служить для визначення ділянки коорди-
натної площини, де відбувається інтерполювання. 

Введення в інтерполятор початкової установки накопичувального 
суматора дозволяє підвищити точність інтерполяції порівняно з рані-
ше відомим пристроєм. 

 
Рисунок 5. 24 – Структурна схема кругового інтерполятора  
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На рис. 5.25 наведено структурну схема блоку антиаліайзингу 
для визначення основної та додаткових оцінювальних функцій. Блок 
розраховує  інтенсивності кольору, які залежать від площі ділянки пі-
кселя.  

 
 

 

Рисунок 5. 25 – Структурна схема блоку антиаліайзингу 
 
Пристрій реалізовано згідно методу антиаліайзингу, який запро-

поновано в підрозділі 4.2.  
Основну оцінювальну функцію визначають на основі приростів 

, .x y∆ ∆   У блоці розрахунку додаткових 1 12 ,OF OF− знаходять 
 iOF , знаки яких ідентифікується випадок перетину пікселя векто-
ром. Блок для визначення площі сегмента пікселя може бути реалізо-
ваний як пристрій  постійної пам'яті, на адресні входи якого подають-
ся знаки 1 12 .OF OF−  

Розроблені пристрої можуть бути використані в графічних акселе-
раторах для підвищення продуктивності формування графічних сцен. 

Результати досліджень цього розділу наведено в публікаціях: [45, 
46, 48, 50, 105, 109, 113, 114].   
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ВИСНОВКИ 

У роботі розвинуто теорію кінцевої візуалізації графічних 
об’єктів, що дозволило вирішити задачу підвищення продуктивності 
та реалістичності формування зображень у системах комп’ютерної 
графіки з використанням нових методів формування графічних примі-
тивів на гексагональному растрі. Вирішення даної задачі дозволило 
створити нові алгоритми та структури пристроїв формування графіч-
них примітивів, що створює умови для побудови на їх основі конку-
рентоспроможних систем візуалізації. 

У ході досліджень було отримано такі результати: 

1. Подальшого розвитку отримав метод оцінювальної функції для 
формування відрізків прямих на гексагональному растрі, який відріз-
няється від відомих визначенням в кожному інтерполяційному такті 
подвійних крокових приростів, що дозволило до двох разів зменшити 
час лінійної інтерполяції.  

2. Вперше запропоновано метод кругової інтерполяції на гексаго-
нальному растрі, особливість якого полягає у використанні апріорно 
визначеному стохастичного розподілу крокових приростів залежно від 
ділянки формування крокової траєкторії, що дало можливість в 1,7 
збільшити швидкодію інтерполяції за рахунок прогнозування най-
більш вірогідної комбінації кроків. 

3. Подальшого розвитку отримав метод антиаліайзингу векторів 
на гексагональному растрі, який відрізняється від відомих викорис-
танням для обчислення площі покриття пікселя додаткових оцінюва-
льних функцій, розрахованих у виділених точках контуру гексагону, 
що дозволило виконувати антиаліайзинг безпосередньо під час фор-
мування зображення крокової траєкторії та усунути етап постоброб-
лення, і, як наслідок, підвищити продуктивність формування зобра-
ження згладженої траєкторії. 

4. Подальшого розвитку отримав метод антиаліайзингу векторів 
на гексагональному растрі, який відрізняється від відомих визначен-
ням площі покриття пікселя шляхом визначення знаків оцінювальних 
функцій в центрах субпікселів, на які розбивається піксель, що дозво-
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лило розпаралелити процес антиаліайзингу та підвищити його проду-
ктивність. 

5. Вперше отриманні співвідношення для визначення типів кроко-
вих переміщень для еліпсів і кіл залежно від ділянки формування кро-
кової траєкторії, що спрощує методи формування еліпсів за рахунок 
влучення надлишкових обчислень. 

6. Створено діючі програмні засоби для формування тривимірних 
графічних об’єктів у системах комп’ютерної графіки, які захищено 
свідоцтвами на реєстрацію авторського права на твір у державному 
департаменту інтелектуальної власності України. 

7. На основі запропонованих методів розроблено структурні схеми 
пристроїв для апаратної реалізації графічних примітивів на гексагона-
льному растрі. 

8. Розроблено програмні засоби для тестування методів зафарбо-
вування поверхонь та контурного антиаліайзигу, які дозволяють 
отримати порівняльні оцінки за точністю та продуктивністю. 
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