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ВІДХИЛЕННЯ ВІД ІДЕАЛЬНОГО ВІДРІЗКА ПРЯМОЇ НА КВАДРАТНОМУ 

ТА НА ГЕКСАГОНАЛЬНОМУ РАСТРІ 

 

Ключові слова: гексагональний растр, гексагон, відрізок прямої. 

Вступ. Базовим елементом формування гексагонального растра є правильний 

рівносторонній шестикутник – гексагон [1-6].  

Теоретично досліджено властивості зображень, які показують перевагу 

гексагональної решітки у порівнянні зі стандартною прямокутною [1], [4-6]. Проте, 

все ще недостатньо обґрунтованими є припущення, про істотні переваги 

гексагонального растра над квадратним.  

Мета. Довести, що гексагональний растр забезпечує краще наближення до 

ідеального відрізка прямої, порівняно з квадратним растром. 

Результати. Особливості формування відрізків прямих на гексагональному 

растрі пов’язані з геометрією гексагона: горизонтальні відрізки, та відрізки прямих 

під кутом нахилу 60° до горизонталі, відображаються без спотворень, навіть при 

товщині відрізка у один піксель [4-5]. Найбільше спотворення має місце при 

відображенні вертикальних відрізків (рис. 1).  

 

 
Рис. 1 – Прямі на гексагональному та квадратному растрі 
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Відрізки прямої, сформовані на гексагональному растрі, більш стабільні по 

ширині, тобто дисперсія ширини лінії менша, ніж на квадратному растрі [5-6].  

Теорема 1. На гексагональному растрі досягається краще наближення до 

ідеального відрізка прямої порівняно з квадратним растром, завдяки меншому 

максимально можливому відхиленню. 

Теорема 1 справедлива для випадків, коли площа квадратного пікселя та 

гексагонального рівні 1, або коли відстані між центрами пікселів рівна 1.  

Доведення. Вирахуємо максимально можливі відхилення для квадратного та 

гексагонального растрів. Для цього обчислимо і порівняємо відстані α (рис. 2), 

оскільки і для квадрата і для гексагона максимально можливе відхилення є 

діагоналлю.  

 

 
Рис. 2 – Максимальне відхилення α від ідеального відрізка прямої 

 

Розглянемо обидва випадки. Перший, коли площа пікселя дорівнює S=1 для 

квадрата та гексагона. Доведемо теорему для першого випадку.  

Для квадрата відстань 𝑎𝑎кв = √2 = 1,41421. Для гексагону, площа якого S=1, з 

формули площі 𝑆𝑆 = 3√3
2
𝑅𝑅2можна визначити відхилення α, яке дорівнюватиме 

діаметру описаного навколо гексагона кола, тобто 𝑎𝑎гек = 2𝑅𝑅. 

 

𝑎𝑎гек = 2𝑅𝑅 = 2� 2
3√3

= 1,24 (1) 

 

Порівняння 𝑎𝑎кв = 1,41421 і 𝑎𝑎гек = 1,24 показує, що у гексагональному растрі 

наближення до прямої лінії є кращим порівняно з квадратним растром.  

Розглянемо другий випадок, коли відстань між центрами пікселів дорівнює 

одиниці, а площі пікселів різні. Доведемо теорему для такого випадку.  
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Для квадратного растра в цьому випадку також 𝑎𝑎кв = √2 = 1,41421. 

Для гексагонального растра, коли відстань між центрами пікселів 1, радіус 

описаного кола буде 𝑅𝑅 = 1
√3

 (рис. 3), відхилення α дорівнюватиме діаметру описаного 

навколо гексагона кола, тобто 𝑎𝑎гек = 2𝑅𝑅. 

 

𝑎𝑎гек = 2𝑅𝑅 = 2
√3

= 1,156 (2) 

 

 
Рис. 3 – Значення радіуса, коли відстань між центрами пікселів 1 

 

Отримали 𝑎𝑎гек = 1,156 менше ніж 𝑎𝑎кв = 1,41421, а тому, наближення до 

відрізка прямої у гексагональному растрі краще.  

Отже, при формуванні відрізків, на гексагональному растрі досягається краще 

наближення до ідеального відрізка прямої, порівняно з квадратним растром, завдяки 

меншому максимально можливому відхиленню. Теорему доведено.  

 Висновки. Розглянуто формування відрізків прямих на квадратному та 

гексагональному растрі. Запропоновано та доведено теорему про краще наближення 

до ідеального відрізка прямої на гексагональному растрі, порівняно з квадратним 

растром, завдяки меншому максимально можливому відхиленню. 
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