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ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ПОПЕРЕЧНО-КУТОВИХ 
КОЛИВАНЬ НАПІВПРИЧЕПА ВАНТАЖНОГО  

АВТОМОБІЛЯ 
Запропоновано диференціальне рівняння поперечно-кутових коливань напівпричепа вантажного 

автомобіля за результатами аналізу коливань його елементів. Як основу для виведення диференціа-
льного рівняння поперечно-кутових коливань напівпричепа вантажного автомобіля застосовано рів-
няння Лагранжа. На основі виведеного диференціального рівняння отримано рівняння для визначення 
циклічної частоти коливань платформи напівпричепа вантажного автомобіля у разі наїзду на нерів-
ність дорожнього покриття, що дозволяє виконувати теоретичні дослідження динаміки його руху. 

Вступ 
Збереження стійкості та керованості вантажного автомобіля з напівпричепом є важливою зада-

чею, розв’язання якої дозволить забезпечити безпечний рух транспорту на дорогах. Тому науков-
цями приділяється значна увага питанням розробки теоретичного апарата для дослідження дина-
міки руху вантажного автомобіля з напівпричепом задля підвищення його стійкості та керованос-
ті. Один з аспектів питання подальшого розвитку теорії руху автомобілів і став предметом наведе-
них досліджень. 

На цей час існує декілька підходів до складання диференціального рівняння коливань автомо-
біля. Серед них найпоширенішими є: 

— використання загального рівняння динаміки; 
— застосування рівняння Лагранжа. 
Використання загального рівняння динаміки є простішим способом для складання диференціа-

льного рівняння коливань автомобіля загалом і напівпричепа вантажного автомобіля зокрема. Од-
нак використання рівняння Лагранжа дозволяє отримати більш узагальнений вигляд диференціа-
льного рівняння [1].  

Проведений аналіз літературних джерел показав, що на сьогодні є розробленими диференціа-
льні рівняння для багатомасової просторової математичної моделі та так званої «велосипедної» 
моделі руху вантажного автомобіля з напівпричепом. Зокрема, виведено диференціальні рівняння 
для багатомасової просторової математичної моделі руху вантажного автомобіля з напівпричепом 
на основі його геометрично-силових параметрів [2]. Проте ці рівняння відрізняються складністю 
їх аналітичного розв’язання.  

В роботі [3] для виведення рівнянь динаміки руху вантажного автомобіля з напівпричепом за-
пропоновано використання «велосипедної» моделі, за якої пара сил, що діє на колеса передніх і 
задніх осей, замінюється однією відповідною еквівалентною силою. 

Поперечно-кутові коливання напівпричепа вантажного автомобіля  
та їх математична інтерпретація 

На порушення поперечної стійкості під час прямолінійного руху вантажного автомобіля з напі-
впричепом одним із значних факторів впливу є профіль дорожнього покриття, який характеризу-
ється висотою нерівностей. Через низький центр мас тягача висота нерівностей профілю дорож-
нього покриття не чинить значного впливу на його показники стійкості. Однак у разі наїзду на 
нерівності дорожнього покриття напівпричепа, який має високе розташування центру мас, можуть 
виникати поперечно-кутові коливання, що може стати причиною перекидання всього автопоїзда. 
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Тому, на думку авторів, актуальним питанням динаміки руху вантажного автомобіля з напівпри-
чепом є дослідження його прямолінійного руху у разі наїзду на нерівності профілю дорожнього 
покриття.  

Для складання диференціального рівняння поперечно-кутових коливань напівпричепа ван-
тажного автомобіля на основі аналізу коливань його елементів у разі наїзду на нерівності до-
рожнього покриття застосуємо рівняння Лагранжа другого роду [4], яке має вигляд  

 j
j j

d T T
Q

dt q q
∂ ∂

− =
∂ ∂

, 1, 2,...,j k= , (1) 

де jq  — узагальнені координати; jq — узагальнені швидкості, рівні похідним за часом від уза-
гальнених координат; T  — кінетична енергія системи; jQ  — узагальнені сили. 

Величини T  і jQ  повинні бути подані у вигляді функцій узагальнених швидкостей, узагальне-
них координат і часу [5]: 

 ( )1 1,..., , ,..., ,n nT T q q q q t=   ;  (2) 

 ( )1 1,..., , ,..., ,j j n nQ Q q q q q t=   . 

Узагальнені сили визначаються з виразів для суми елементарних робіт активних сил iF


 на мо-
жливому переміщенні системи, перетвореного до вигляду 
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Для складання рівняння Лагранжа 
другого роду для поперечно-кутових 
коливань напівпричепа вантажного ав-
томобіля розглянемо геометричні харак-
теристики напівпричепа та деякі сили, 
що діють на нього під час прямолінійно-
го руху по нерівностях дорожнього пок-
риття висотою q  (рис.). 

На рисунку: ЦМ — координата 
центра мас напівпричепа вантажного 
автомобіля; ЦПер — точка перекидан-
ня напівпричепа вантажного автомобі-
ля; ЦМh  — висота центру мас напівп-
ричепа вантажного автомобіля; Пh  — 
висота точки перекидання напівприче-
па вантажного автомобіля; крψ  — кут 
крену напівпричепа вантажного авто-
мобіля; IP  — сила інерції; рa  — прис-
корення, що виникає під час дії сили 
інерції; 1 2 3, ,  G G G та 1 2 3, ,  m m m  — 
сили ваги та маси платформи напівп-

ричепа, пневматичного балона та колеса, відповідно; q  — висота нерівності дорожнього покрит-
тя; КR  — радіус колеса; 1l  — відстань від вертикальної осі напівпричепа до вертикальної осі пне-
вматичного балона. 

Крім того при наїзді на нерівності дорожнього покриття вантажним автомобілем з напівприче-
пом в елементах підвіски напівпричепа виникають сили тертя (тертя повітря в повітряпроводі пне-
вматичної підвіски, тертя рухомих елементів підвіски та ін.) які чинять вплив на поперечно-кутові 
коливання. В даному дослідженні введено припущення про те, що цими силами можна знехтувати, 
однак в подальшій роботі заплановано розглянути їх вплив на поперечно-кутові коливання напів-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

Геометричні характеристики та сили, що діють  
на напівпричіп у разі наїзду на нерівність 
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причепу вантажного автомобіля при його наїзді на нерівності дорожнього покриття. 
Для складання диференціального рівняння поперечно-кутових коливань напівпричепа вантаж-

ного автомобіля у разі наїзду на нерівність висотою q  визначимо кінетичну енергію його елемен-
тів (платформи напівпричепа, пневматичних балонів та коліс). 
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де 1 2 3,  ,  cV V V  — швидкості руху платформи напівпричепа, пневматичного балона та середня 
швидкість руху, відповідно; 3I  — момент інерції колеса; 3ω  — кутова швидкість руху колеса. 

Відомо, що середня швидкість руху може бути визначена як 
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Припустимо, що 1 2 3cV V V= = , та введемо узагальнені координати 
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Тоді повна кінетична енергія системи визначатиметься з рівняння 
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Після простих математичних перетворень рівняння (10) набуде вигляду: 

 ( )2
1 2 30,5 2T q m m m= + + . (11) 

Знайдемо елементарні роботи для елементів напівпричепа вантажного автомобіля. Як відомо, 
A Q qδ = ⋅ . Тоді для елементів напівпричепа вантажного автомобіля матимемо 

 ( ) ( )1 1 1 1 кр ЦМ П ЦМ П
к
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Повна робота системи визначатиметься з рівняння 
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Диференціальне рівняння поперечно-кутових коливань напівпричепа вантажного автомобіля 
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набуде вигляду 
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Для визначення частоти коливань платформи напівпричепа вантажного автомобіля у разі наїзду 
на нерівність дорожнього покриття запишемо рівняння (17) у вигляді 

 ( ) ( ) ( )2
1 2 3 1 ЦМ П 1 ЦМ П 2 1 3

к к к

1 1 1
0,5 2  0.рq m m m q m g h h m a h h m g l m g
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Як відомо [6], рівняння (17) має такий загальний вигляд: 
 2 2 0q q− ω =  

або  2 0,q a q b⋅ − ⋅ =  (19) 
де 0a > , 0b > . 

Тоді циклічну частоту коливань платформи напівпричепа вантажного автомобіля у разі наїзду 
на нерівність дорожнього покриття можна визначити зі співвідношення 
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Висновки 

Запропоноване авторами диференціальне рівняння поперечно-кутових коливань напівпричепа 
вантажного автомобіля для визначення частоти коливань платформи напівпричепа вантажного ав-
томобіля дозволяє виконувати теоретичні дослідження динаміки його руху. 
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