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Розв’язана задача оптимізації руху на підйом транспортного засобу з комбінованим приводом від 
двигуна внутрішнього згоряння та від електричного двигуна постійного струму за умови, що тягове 
зусилля створюється обома двигунами, які одночасно працюють на спільний вал. 
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Вихідні передумови та постановка задачі 

В роботі [1] нами здійснена трансформація математичних моделей транспортних засобів з ком-
бінованим приводом від двигуна внутрішнього згоряння та від електричного двигуна постійного 
струму до задачі оптимізації їх руху дорогою, яка крім горизонтальних ділянок містить спуски та 
підйоми, вибрані критерії оптимізації та обмеження і запропонована схема декомпозиції задачі для 
випадків, коли один із приводів з якоїсь причини не працює та коли вони створюють тягове зусил-
ля на валу одночасно. 

В роботі [2] показано, як розв’язується ця задача оптимізації, коли через розряд акумуляторної 
батареї чи через несправність в електричній системі гібридного автомобіля вимкнено його елект-
ропривод, і автомобіль рухається лише за допомогою двигуна внутрішнього згоряння. 

В роботі [3] показано, як розв’язується ця задача оптимізації, коли через несправності чи за від-
сутності пального двигун внутрішнього згоряння вимкнено, а автомобіль рухається лише за допо-
могою його електропривода. 

В цій роботі ми покажемо, як розв’язується така задача оптимізації, коли тягове зусилля ство-
рюється обома двигунами — і двигуном внутрішнього згоряння і системою електропривода, які 
одночасно працюють на спільний вал. Оскільки, як показано в роботі [1], тягове зусилля гібридно-
го автомобіля створювати одночасно працюючими на спільний вал обома приводними двигунами 
доцільно лише під час руху на підйом, то саме  для цього випадку ми і розв’язуватимемо задачу 
оптимізації руху гібридного автомобіля. 

Розв’язуючи задачі, будемо використовувати математичні моделі динаміки автомобіля і крите-
рії оптимізації та обмеження, отримані у відносних одиницях в роботі [1], а тому за поясненнями 
їх суті та формулами визначення пропонуємо звернутись до цієї роботи. 

Зауважимо, що в разі руху гібридного автомобіля на підйом навіть в незавантаженому стані 
електричні двигуни постійного струму з послідовним збудженням, які використовуються в його 
системі електропривода, працюватимуть на нижній гілці характеристики намагнічування —  
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математична модель якої у вигляді (1) отримана у роботі [4]. 
Вихідними умовами для нашої задачі будуть взяті з роботи [1] співвідношення: 
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— для математичної моделі динаміки гібридного автомобіля під час руху на підйом за допомо-
гою одночасно працюючих обох приводних двигунів  

 2
0 0 1( ) sin cosd q i i f f f f

d
∗ν

= + ϕ − β − β − ν − ν
τ ν 2

;
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— для критерію оптимізації  
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— для ізопериметричного обмеження  
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в яких  — відповідно, відносна швидкість руху гібридного автомобіля, від-
носні витрати пального двигуном внутрішнього згоряння, відносний струм якоря приводного 
електродвигуна, відносний час, відносна довжина відрізку дороги, на якому на спільний вал гібри-
дного автомобіля працюють одночасно обидва двигуни, відносна енергія, яку витрачають спільно 
обидва двигуни гібридного автомобіля під час долання відповідного відрізку дороги, відносний 
магнітний потік приводного електродвигуна постійного струму, кут підйому поздовжньої осі по-
лотна дороги над горизонтальною площиною, а  — коефіцієнти, що характери-
зують, відповідно, опір полотна дороги під час кочення по ній коліс гібридного автомобіля, опір 
бічної та лобової поверхні кузову гібридного автомобіля потоку повітря, що набігає, співвідно-
шення між механічною та електричною енергією, втрату напруги в якірних обмотках електродви-
гуна — формули, за якими отримані усі ці змінні та коефіцієнти, наведені в роботі [1]. 

, , , , , , ( ),qi qiq i l e iν τ ϕ β

0 0 1 2, , , , ,f f f f∗ γ α

У цій статті синтезуємо залежності ( ), ( ), ( )q iν τ τ τ , які доставляють мінімум критерію (3), задо-
вольняючи водночас обмеженням (2) та (4), тобто, синтезуємо закони оптимального руху гібрид-
ного автомобіля, коли він рухається на підйом за допомогою працюючих спільно на один вал дви-
гуна внутрішнього згоряння та системи електропривода. 

Розв’язання поставленої задачі 

Розв’язання поставленої оптимізаційної задачі почнемо з визначення функції Лагранжа, яка згідно з 
рекомендаціями, викладеними в роботах [5, 6], для нашої задачі матиме вигляд 
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Складовими функції Лагранжа є підінтегральний вираз (1 )q + γ − α  критерію оптимізації (3), 
рівняння динаміки (2), помножене на невизначений множник Лагранжа , і помножене на неви-
значений множник Лагранжа  рівняння, яке отримаємо з функціоналу (4), відпустивши верхню 
границю, увівши новий символ  для позначення цього функціоналу після відпущення його вер-
хньої границі та продиференціювавши цей функціонал. 
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Як відомо з теорії варіаційного числення [5, 6], для того, щоб залежності  достав-
ляли мінімум критерію (3), вони повинні бути отриманими із системи рівнянь 
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де 
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Частинні похідні (7), взяті від виразу (5), будучи підставленими разом з виразом (1) в систему 
рівнянь (6), створять таку систему рівнянь:  
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З четвертого рівняння системи (8) отримаємо  
 2 ,Сλ = −  (9) 

де  — невідома стала інтегрування. 2C
З другого рівняння системи (8) отримаємо  

 1λ = ν . (10) 

Підставляючи вирази (9), (10) в перше і третє рівняння системи (8), матимемо два рівняння з 
трьома невідомими функціями : ( ), ( ), ( )q iν τ τ τ
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для знаходження яких спочатку проінтегруємо перше рівняння системи (11), представивши його у 
вигляді  
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інтеграл від якого, як показано в роботі [2], має вигляд  
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або   
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де  — ще одна стала інтегрування, а  — це інше позначення тієї частини виразу 1C ( 1 2, , ,b q C Cν
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(13), яка є сумою складових степеня 1
3

, тобто  

 ( ) ( ) ( )
1 1
31 2, , ,b q C Cν τ = • + • • + • − 3• • . (15) 

Підставляючи вираз (13) у вигляді (14) в друге рівняння системи (11), отримаємо: 

 ( ) ( )1 2 1 1
2

2 , , , 2
2b

qi q C C a b i
C

⎛ ⎞γ − αγ − ν τ + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

0.  (16) 

Як бачимо, рівняння (16) уже містить у собі обидві незалежні змінні  які є витратами паль-
ного та струму, необхідними для забезпечення оптимальної швидкості руху гібридного автомобіля 
за одночасної роботи на спільний вал двигуна внутрішнього згоряння та електродвигуна постійно-
го струму з послідовним збудженням системи електропривода. Перепишемо це рівняння (16) так:  

, ,q i

 ( )1 2, , , , 0.F q i C C τ =  (17) 

Рівняння (17) можна використати двічі — спочатку для визначення чисельних значень 1 2,C C∗ ∗  
сталих інтегрування , для чого в це рівняння необхідно підставити почергово ліві та праві 
граничні умови   

1,C C2

 lg lg(0) ; (0) ;q q i i= =  (18) 

 ( ) ( );qi qi qi qiq q iτ = τ = ,i  (19) 

отримати систему рівнянь   
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розв’язати її відносно невідомих  і отримати їх чисельні значення , а потім підстави-
ти ці чисельні значення у ліву частину цього рівняння (17), привівши його до вигляду  

1 2,C C 1 2,C C∗ ∗

 ( )1 2, , , , 0,F q i C C∗ ∗ τ =  (21) 

і з рівняння (21), яке, нагадаємо, отримане з умов руху гібридного автомобіля з оптимальною 
швидкістю ,  виразити змінну i  для цих умов через змінну , тобто представити рівняння (21) у 
вигляді  

ν q

 
( )

( )

1
1 1 2

2

1
1 1 2

2

, , ,
2 .

2 2 , , ,

b

b

aa q C C q
Ci bb q C C q

C

∗ ∗
∗

∗ ∗
∗

γ − ν τ −
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А далі вчинимо так: підставимо нижню гілку моделі (1) в рівняння (2) динаміки гібридного ав-
томобіля під час його руху на підйом, а результат запишемо у вигляді  

 . (23) 2
1 1 0 0 1 2sin cosq a i b i f f f f∗′= νν − ν − ν + ν β + ν β + ν + ν2 3

Співвідношення (22), (23) і будуть задавати оптимальні відносні витрати пального  у двигуні 
внутрішнього згоряння та оптимальне відносне значення струму  в якорі двигуна постійного 
струму з послідовним збудженням системи електропривода гібридного автомобіля з одночасною 
роботою на спільний вал обох приводних двигунів під час руху цього гібриду на підйом з віднос-
ною швидкістю  та відносним прискоренням 

q
i

ν ′ν . 
Звертаємо увагу на те, що авторами ставилася задача визначення оптимальної відносної швид-

кості руху гібридного автомобіля та тих значень відносних витрат пального та струму, які забез-
печать досягнення цієї оптимальної за критерієм їх мінімізації швидкості, а в процесі розв’язання 
цієї задачі оптимізації ми трансформували її у задачу визначення оптимальних витрат пального та 
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струму під час руху гібридного автомобіля на підйом з тією швидкістю та прискоренням, яких 
бажає дотримуватись водій. 

Що стосується обчислювального методу для реалізації оптимальних співвідношень (22), (23), 
то його можна побудувати, реалізуючи такий алгоритм: 
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Висновки 

Розв’язана задача оптимізації руху на підйом транспортного засобу з комбінованим приводом 
від двигуна внутрішнього згоряння та від електричного двигуна постійного струм за умови, що 
тягове зусилля створюється обома двигунами, які одночасно працюють на спільний вал. 

Здійснена інверсія розв’язаної задачі, яка полягає у тому, що оптимальні значення витрат паль-
ного і струму визначаються для тих значень швидкості і прискорення гібридного автомобіля, яких 
бажає дотримуватись під час руху на підйом водій цього гібриду. 

Запропоновано обчислювальний метод для реалізації отриманих оптимальних співвідношень. 
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