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Для дослідження, проектування та ефективного використання систем з логічними законами 
управління, що розглядаються в статті, запропоновані математичні моделі, які дозволяють визна-
чити залежність режимів роботи від структури системи, параметрів релейних елементів, параме-
тричних збурень, які суттєво можуть змінювати параметри автоколивань та впливати на стій-
кість систем.  
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Вступ 

В наш час розвитку промисловості важливою задачею є розробка високотехнологічних автома-
тичних систем управління технологічними процесами, які забезпечують високонадійне управління 
складними неперервними, нелінійними, нестаціонарними об’єктами. Однак, існуючі методи моде-
лювання автоматичних систем з логічними управляючими пристроями не враховують зміни пара-
метрів релейних давачів, що формують вхідні сигнали логічних управляючих пристроїв у разі 
впливу на них неконтрольованих параметричних збурень. Такі зміни можуть привести до того, що 
самі автоколивання стають нестійкими.  

Тому потребує розв’язання задача моделювання та дослідження параметрів автоколивань в ав-
томатичних системах, що керуються логічними управляючими пристроями, яка на відміну від 
існуючих враховує неконтрольовані зміни параметрів сигналів релейних датчиків.  
Метою роботи є підвищення ефективності роботи автоматичних систем з логічними управля-

ючими пристроями за впливу параметричних збурень на стійкість систем. 

Розробка математичних моделей автоколивань за впливу неконтрольованих  
параметричних збурень в системі 

В теорії автоматичного управління для визначення параметрів автоколивань зазвичай викорис-
товують або аналітичний або графоаналітичний методи [1]. Аналітичний метод включає 
розв’язання таких задач: 

— отримати рівняння лінійної частини нелінійної досліджуваної системи у вигляді 
, де 1 2( ) ( )Q p x R p x= − 1 2,x x  — відповідно, вихідний та вхідний сигнали лінійної частини системи, 

причому лінійна частина може мати структуру будь-якої складності (та будь-який порядок рівняння); 

— отримання рівняння нелінійної ланки 2 1( , )1x F x px= , яке після гармонічної лінеаризації за-

писують у вигляді 2 1

'( , )( , ) q ax q a ω
= ω +

ω
p x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

( ,q a, де '), ( , )q aω ω

sin

 — коефіцієнти гармонічної 

лінеаризації,  — амплітуда і частота вхідного сигналу ,a ω 1x a t= ω  нелінійної ланки; 
— отримання гармонічного лінеарізованого характеристичного рівняння замкненої нелінійної 
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системи у вигляді 
' ( , )( ) ( ) ( , ) 0q aQ p R p q a p

⎡ ⎤ω
+ ω +⎢

ω⎢ ⎥⎣ ⎦
=⎥ . Слід відмітити, що коли в замкненій сис-

темі виникають автоколивання з постійною амплітудою pa a=  та постійною частотою pω = ω  кое-
фіцієнти рівнянь стають сталими. Такі коливання визначаються, якщо підставити в характеристичне 
рівняння з сталими коефіцієнтами pp j= ω , що еквівалентно знаходженню границі стійкості; 

— отримання лінеаризованого характеристичного рівняння системи у вигляді 

 за невідомих постійних значень амплітуди  та частоти '( ) ( ) ( , ) ( , ) 0Q j R j q a jq a⎡ω + ω ω + ω =⎢⎣
⎤
⎥⎦

a ω , 

що входять в коефіцієнти гармонічної лінеаризації  та ; q 'q
— виділення в лінеаризованому характеристичному рівнянні системи дійсної та уявної частини 

у вигляді ; ( ) ( ) 0X jYω + ω =
— розв’язання системи рівнянь  

 
( )
( )

, 0

, 0

p p

p p

X a

Y a

⎧ ;ω =⎪
⎨

ω =⎪⎩
  (1) 

відносно невідомих параметрів автоколивань pa  та pω ; 
Зазвичай систему рівнянь (1) використовують також для дослідження залежностей параметрів 

автоколивань від параметрів системи для цього деякий параметр  вводять як параметр системи 

рівнянь у вигляді  та знаходять і досліджують такі залежності: 

.  

k

( )
( )

, , 0

, , 0

p p

p p

X a k

Y a k

⎧ ω =⎪
⎨

ω =⎪⎩
)k

;

( ), (p p p pa a k= ω = ω

На основі результатів дослідження вибирають такі значення параметра системи , щоб амплі-
туда автоколивань була достатньо малою, та частота їх не була небезпечною для системи, що дос-
ліджується, або таке значення параметра , за якого автоколивання відсутні. 

k

k
Як показано вище, цей метод зазвичай використовується для моделювання нелінійних систем. 

Введення в модель системи двох та більше параметрів, від яких залежить наявність автоколивань 
та їх параметри, суттєво ускладнює математичну модель системи та процедуру моделювання, що 
зазвичай зводять до наближених графоаналітичних процедур [2].  

В статті будемо використовувати розглянутий вище метод для визначення параметрів автоколи-
вань, що залежать від параметрів сигналів, які подаються на входи релейних елементів і параметрів 
релейних елементів , , , , , ,x y x yA U U bω φ b  з урахуванням параметричних збурень в системі. 

Для проведення досліджень узагальнену схему системи з логічним управляючим пристроєм 
(ЛУП) спростимо до системи з двовходовим ЛУП, двома давачами та двома релейними елемента-
ми (рис. 1). У цій системі на вхід (ЛУП) надходять сигнали відхилення регульованої величини 
(наприклад, температури) від номінального значення і випереджаючої дії від внутрішньої проміж-
ної координати об’єкта (наприклад, збільшення тиску). 

1W 2W

4W

3W

x

y

xu

yu

 
Рис. 1. Структурна схема автоматичної системи, яка керується двовходовим ЛУП 
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Для дослідження задаємо передатні функції датчиків, як моделі аперіодичної ланки першого по-
рядку. Лінеарізоване рівняння логічного керувального пристрою з релейним елементами має вигляд: 

 

( )
( )

( ) ( )

, , , , , ,
, , , , , ,

, , , , , ,
, , , , , , .

y x y x y
y y x y x y

x y x y x y
x y x y x y

q A b U UyU q A b b U U y y

q A b b U U
q A b b U U x x

⎡ ⎤′ ω φ
⎢ ⎥= ω φ +
⎢ ⎥ω
⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ω φ
⎢ ⎥+ ω φ +

ω⎢ ⎥⎣ ⎦

+

           (2) 

Вхідні сигнали мають зсув фаз 
2
π

φ <  тобто такий, що arcsin
2

bb byx x
A A Ax y x

π
+ < φ < , та 

 0 arcsin arcsin .yx

x y

bb
A A

< φ ≤ +   (3) 

тому, що коефіцієнти гармонічної лінеаризації рівняння ЛУП з двома вхідними сигналами зале-
жать не тільки від амплітуд автоколивань Ах ,  Ау ,  сигналів х  та у  і частоти ω, але від зсуву фаз 
між вхідними сигналами. За певних значень зсуву фаз φ  змінюється форма виразів коефіцієнтів 
гармонічної лінеаризації. Залежно від величини зсуву фаз φ і параметрів релейного перетворю-
вача (зон нечутливості xb , yb  і порогових значень xu , ) можуть бути різні послідовності кутів 

перемикань  сигналу x та , сигналу у  та вхідних сигналів логічного перетворюва-
ча 

yu

1,ψ ψ2 54 ,ψ ψ

xu , yu  тобто різні комбінації вхідних сигналів, при цьому форма керувального впливу U  змі-
нюється (рис. 2). У співвідношеннях для визначення коефіцієнтів гармонічної лінеаризації, в зале-
жності від комбінації вхідних сигналів змінюється підінтегральна функція (керувальний вплив) і 
межі інтегрування (кути перемикань), всередині яких логічна функція постійна). 

tω

tω

tω

tω

ϕ

1ϕ

2ϕ

 
Рис. 2. Вплив зміни зсуву фаз φ між вхідними сигналами x та y на форму керувальних сигналів  

автомата Ux Uy і керувального впливу U 

1ψ 2ψ 3ψ 4ψ ψ ψ5 6

147 



ISSN 1997-9266. Вісник Вінницького політехнічного інституту. 2016. № 2 

Тому для певних діапазонів значень зсуву фаз між вхідними сигналами релейного перетворю-
вача х і у коефіцієнти гармонічної лінеаризації матимуть різні вирази. Тобто у разі зміни парамет-
рів об’єкту в широких діапазонах, коли зсув фаз між вхідним сигналами релейних елементів може 
значно змінюватися, необхідно враховувати можливість зміни виразів коефіцієнтів гармонічної 
лінеаризації, досліджуючи автоколивання або коливальні процеси в системах з ЛУП [3]. 

Визначимо коефіцієнти гармонічної лінеаризації q  (Ay , , , , , ,x y xb b U U yω φ ) для розглянутого 
діапазону зміни кута : φ

 ( ) ( )
2 2 2

1 2 22 2 2 2
2, , , , , , , 2 1 cos 1 sin

( ) ( )
y x x

x y x y x yy
y y y

b b bq A A b b U U U U U
A A A A A 2 .

yA

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ω φ = − − + φ − + φ

⎜ ⎟⎢ ⎥π ω ω⎝ ⎠⎣ ⎦

 (4) 

Коефіцієнт ( , , , , , , , )x y x y xq A A b b U U′ ω φ y в цьому випадку має вигляд: 

 

( )
2 2

2
2 2

2
2

2 2

2, , , , , , , sin 1 cos

2 sin 1 sin .
( )( )

y y x
x y x y x yy

y y y x

y x x

y y yy

b b bUq A A b b U U
A A A A

b b bU
A A A AA A

⎛ ⎞
⎜ ⎟′ ω φ = + φ − − φ =
⎜ ⎟π
⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟= φ − + φ
⎜ ⎟π ωω⎝ ⎠

⎠  (5) 

Зі зміною зсуву фаз в межах 0arcsin 90y

y

b bx
A Ax

+ < φ ≤  коефіцієнти гармонічної лінеаризації у від-

повідно до виразів (4), (5) набудуть вигляду  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 1 22 2
2, , , , , , , 1 cos 1 siny x x

x y x y x yy
y y y

b b bq A A b b U U U U U U
A A A 2 .

yA

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ω φ = − − + − φ − + φ

⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (6) 

 ( ) ( ) ( )
2

2 12
2, , , , , , , cos 1 sin 31 2

yx x
x y x y x y

y yy

bb bq A A b b U U U U U Uy A AA
.

yA

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟′ ω φ = − φ − + φ + −

⎜ ⎟π ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (7) 

Таким чином, якщо в процесі роботи автоматичної системи управління при зміні параметрів 
об’єкту управління в широких межах змінюється зсув фаз ( )φ ω між вхідними сигналами релейних 
датчиків, то при перевищенні певного, граничного значення зсуву фаз   (при заданих параметрах 
нелінійного перетворювача) змінюються послідовності перемикань вхідних сигналів автомата, що 
призводить до змін форми керуючого впливу, меж інтегрування (кутів перемикання) і підінтегра-
льної функції, тобто до зміни виразів коефіцієнтів гармонічної лінеаризації. всередині інтервалі в 

 і  вираження коефіцієнтів гармонічної лінеаризації не змінюються. 

φ

20 < φ ≤ φ 0
2 90φ < φ ≤

Для спрощення аналізу системи зобразимо нелінійну частину системи з ЛУП у лінеаризовано-
му вигляді (рис. 3).  

На рис. 3 передатні функції з урахуванням (2) мають 
вигляд: 

148  

Рис. 3. Еквівалентно лінеаризована схема НЧ 

хнч
'q xW p qx= +

ω
; 

yнч
'y

y
q

W p q= +
ω

. 

Таким чином, загальна еквівалентна лінеаризована 
система матиме вигляд, показаний на рис. 4. 
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Рис. 4. Загальна лінеаризована еквівалентна схема 

  
Це дозволяє спростити визначення параметрів сигналів, що подаються на вхід релейного еле-

мента. Тоді передатна функція в колі другого релейного елемента дорівнюватиме 

 

( ) ( )

( )( )
( )

( )
( )

4 2
4 0 3 0 0 30 3 44

0 3 0 3 4 0 3 4

0 3

11 11( ) .
1 1

1 1

K
K p p T T p T K Tp T p T p KT pW p K K K K T p K K T p

p T p T

⎡ ⎤+ + ++ ++ ⎣ ⎦= = =
+

+ +
+

 (8) 

Переходимо в частотну область 

 
( )

( )

2
0 3 0 4 34

0 3 4

1
( )

1

jw T T jw T K TKW j
K K jwT

.
⎡ ⎤−ω + + +⎣ ⎦ω = ⋅

+
  (9) 

З цього виразу знайдемо АЧХ кола: 

 
( ) ( )222 2

0 4 3 0 34
2 2 20 3 4

1
( )

1

T K T T TKA
K K T

ω + + −ω
ω = ω⋅

+ω
.     (10) 

та ФЧХ: 

 
( )

3
0 3 4

2
0 4 3

( ) arctg arctg
1

T T T
T K T

−ω +ω ω
φ ω = −

−ω +
.      (11) 

Тоді можна отримати залежність амплітуди Ах  від амплітуди Ау  

 ( )x yA A A= ω .  (12) 

Отримані співвідношення можна використовувати під час визначення амплітуди і частоти ав-
токоливань графо-аналітичним методом [4]. 

В роботі були проведені дослідження залеж-
ності коефіцієнтів гармонічної лінеаризації від 
амплітуди сигналу А, коли constω =

const
, та від 

частоти коливань , коли ω A = , в середо-
вищі MathCad, результати яких показані на 
рис. 5 у вигляді залежності коефіцієнтів гар-
монічної лінеаризації ( ), , , ,y x yb b cω

)
,x yq A c

y

onst

 і 

 від амплітуди сигналу 

за ; , та від параметрів 
релейних елементів. 

( , , , ,y xq A b b c′ ω

constω = cA

,y xc

y =

149 

Для подальших досліджень параметрів авто-
коливань визначимо гармонічну лінеаризацію 
нелінійної частини розглядуваної системи, 
включаючи два релейних елемента та ЛУП.  

 
 

Рис. 5. Залежність коефіцієнтів гармонічної лінеанеризації від 
амплітуди коливань та від частоти коливань 
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 отримаєм

 

В результаті о  

( )

( ) ( )

2 2

1 2 22 2 2

2
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2 2

2 2

1 2 1 22 2

2 2 1 cos 1 sin
( )( )

2 sin 1 cos
( )( )

2 1 cos 1 sin

y x x

y yy y

y x x

y y yy

y y x

y xy x

b b bU U U
A AA A A

U y
b b bU P

A A A AA A

b b bU U U U
A AA A
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⎫⎤⎛ ⎞
⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟− − + ⋅ φ − + φ⋅ +
⎪ ⎪⎜ ⎟⎢ ⎥π ωω⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦= +⎨ ⎬

⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪
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 (13) 

Використання частотних характеристик для аналізу стійкості нелінійних систем має переваги, 
том

 

у що дозволяє об’єднати математичний апарат лінійних та нелінійних систем. Слід відмітити, 
що для зменшення складності задачі знаходження амплітуди і частоти періодичного рішення, але 
без врахування параметричних збурень, пропонується використовувати графоаналітичний метод 
розв’язання рівняння системи. Але він дозволяє отримати лише наближені значення параметрів 
автоколивань без врахування параметричних збурень в системі. Тому в цій статті для отримання 
певних результатів з аналізу стійкості систем з ЛУП отримані аналітичні співвідношення для ви-
значення частотних характеристик системи, що розглядається. Для цього отримано характеристи-
чне рівняння для першого кола, яке має вигляд 

( )( )( )( )0 1 2 3 0 1 2 31 1 1 1 q pp T p T p T p T p k k k k q
′⎛ ⎞+ + + + + + =⎜ ⎟ω⎝ ⎠

0.        (14) 

Для другого кола характеристичне рівняння має вигляд 

 ( )( )( )1 2 4 1 2 41 1 1 q pT p T p T p k k k q
′⎛ ⎞+ + + + + =⎜ ⎟ω⎝ ⎠

0.         (15) 

Згідно з вищерозглянутим методом, припустимо, що p j= ω , і виділивши дійсну та уявну час-
тин

.
у в цьому рівнянні, отримаємо:  

 ( , ) ( , ) 0y yX A jY Aω + ω   = (16) 

В розглянутому випадку коли 0=τ  дійсна та уявна частини будуть визначатись таким чином: 

 ( ) ( ) ) ( ) ( )4 2(0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3, ;yX A T T T T T T T T T T T T k k k k+ − ω − − − + ω +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ q⎡ ⎤ ⎡ ⎤ω = +   (17) 

 ( ) ( )( )5 3
0 1 2 3 0 1 0 1 2 3 2 3 0 1 2 3, .yY A T T T T T T T T T T T T k k k k q⎡ ⎤ω = ω − + − + − ω + −⎣ ⎦ ′   ω (18) 

Звичайно  для визначення амплітуди та частоти автоколивань будують низку характеристичних 
кривих ( ) ( )X jYω + ω  для різних значень змінних та графічною інтерполяцією визначають значен-
ня yA  і льняють умовам 0;xω , що задово =  0.y =  Знайдене значення частоти, за якого характе-
рис на рива ( ) ( ) ( )X jY L jтич  к ω + ω = ω  п и рез початок координат комплексної площини, 
визначається як  (якщо знайдене періодичне рішення стійке); амплітуда, за 
якої крива ( )

роход ть че
частота автоколивань

L jω  проходить через початок координат, буде відповідати амплітуді автоколивань. 
Тобто отрим  результат має низьку точність.  

В процесі моделювання автоматичних систем 
аний

з ЛУП у разі впливу параметричних збурень за-
пропонованим методом, отримані вирази (17), (18) для дійсної та уявної частини характеристично-
го рівняння в загальному вигляді, які залежать крім параметрів вхідних сигналів , ,x yA A ω , ще й 

від параметричних збурень, представлених змінюваних в часі параметрами , ,b b U1 2,U .  x y
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За допомогою методології моделювання  нелінійної нестаціонарної системи, запро-
понованої в статті, розроблений метод анал і автоматичних систем з логічними управ-
ля

ые автоматические системы / Я. З. Ципкин. — М. : Наука, 1974. — 576 с. 
2. Водічев В. А. Електромехані ’язком / В. А. Водічев // Еле-

ктротехн 8. 
81. — 568 с. 
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