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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ НА 
СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ И ОПТИМИЗАЦИЯ 

СТУПЕНЧАТОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ

Михалевич В. М. - д. т.н.,. Краевский В. А. - к..т.н., 
Добранюк Ю. В. - аспирант, ВНТУ, г. Винницы

В работе [1] разработана экспериментально-аналитическая методика 
определения напряженно-деформированного состояния на боковой по
верхности цилиндрических образцов при осесимметричной осадке между 
плоскими плитами. Экспериментатьная часть этой методики была широко 
развита в многочисленных работах, в частности [2, 3, 4]. Что же касается 
анатитической части методики определения напряженно- 
деформированного состояния, то она не только не совершенствовалась, но 
и осталась фактически незамеченной. Целью данной работы  является раз
работка информационных технологий определения напряженно- 
деформированного состояния и предельных деформаций, а также поста
новка и решение оптимизационных задач на основе модели накопления 
повреждений наследственного типа.

Зависимость между осевой и окружной деформациями, полученны
ми экспериментально, необходимо аппроксимировать выражением, кото
рое наиболее полно учитывает особенности механики формоизменения 
боковой поверхности цилиндрической заготовки при осадке. Имено по
этому в [1] данная зависимость предложена в виде дифференциального 
уравнения с разделяющимися переменными

Авторами предложен ряд альтернативных зависимостей, в частности:

_ 1 3 т 2 т>  О' ( 1)
с1£р 2 2 е ^ + т 2 ’

(2)

1 ^ / т А * е , т> О
2 2

Дифференциальные уравнения (1) - (3) удовлетворяют следующим усло
виям: в начальный момент при



сіє, _  2  и монотонно увеличивается с ростом деформации стремясь к - 0,5
СЇЄф

Разработана методика определения параметров 1Т1 и р  на основе
экспериментальных данных. С этой целью получены решения дифферен
циальных уравнений (1) -  (3), с у четом начального условия (4)

Определение параметров / И и  р  методом наименьших квадратов

для данных соотношений приводит к необходимости решения трансцен
дентных уравнений, поэтому использовалась непосредственная минимиза
ция суммы квадратов отклонений.
Накопленная пластическая деформация определяется по известному соот
ношению [1, 2, 5, 6 ]

где  ̂ , Т  -  время; £ и — интенсивность скоростей деформаций.

С учетом параметрического представления зависимостей (5) - (7), 
выражения для накопленной деформации (8 ), после некоторых преобразо
ваний, приобретают следующий вид

(6)

(7)

(8)
о

(9)

где



/ ,  (х) = у і  + 3 ( 1 - х ) 2 , х є  [0,1). (12)

Используя соотношения теории течения получим, соответствующие 
указанным аппроксимациям, выражения для определения показателя на
пряженного состояния [1-4, 7, 8 ]

1 - 3 - С 0 5 2 ( х )
X є

I + 3 • СОБ4 (х)

1 -3  ■ соз(2 ■ х)

3̂ ■ (соз(2 • х) - 1)2 + 4 "•І

А \ х )

(13)

(14)

(15)

Определение предельной накопленной деформаций рассмотрим на 
примере простейшей модели накопления повреждений -  модели Колмого
рова [2-4, 7]

Є“ СІЄ
¥ { е и ) = \  ^ (16)

о £*с\Л(£и)\

базирующейся на линейном принципе накопления повреждений.

Здесь у /  -  поврежденность макрочастицы; е»с —£-,с {т]) ~ кривая пре

дельных деформаций при стационарном деформировании.
При подстановке одного из полученных выражений для траектории де
формаций в координатах Т] - £ и, а также аппроксимации кривой пре
дельных деформаций при стационарном деформировании

Л “?
£*ЛП)=£.с(П = 0)

2 ' 6 СЙ  =  0 ) 2  £*С{П = \)
(17)

где £*с(т] = -1 ), £*с(т] = 0), £*С(Т] = \) -  предельная деформация
сжатия, кручения и растяжения соответственно, интеграл в (16) приобре
тает довольно громоздкий вид. При этом построение кривой предельных 
деформаций при нестационарном деформировании требует значительных 
вычислительных затрат и неэффективно при использовании стандартных 
команд универсального математического пакета Мар1е [6 ]. Построение 
эффективных вычислительных схем и разработка на этой основе инфор
мационных технологий требует исследования выпуклости функции по



вреждаемости. Для облегчения такого исследования сформулирована и 
доказана теорема, речь о которой пойдет ниже.

Пусть траектория деформаций задана параметрически

\ г , = т , х 4 Т ,  <18>

тогда модель (16) примет следующий вид

¥(еЛх))=пНШ$л (19)
Теорема. Необходимое условие выпуклости функции повреждений ^ ( г )  

заключается в выполнении по крайней мере одного из неравенств

4  (/?) • а'{х) ■ р'{х) <  0, а ’(х) >  0, (20)

а достаточным условием является выполнение обоих этих неравенств.

Опуская доказательство данной теоремы продемонстрируем приме
ры ее использования.

На основе имеющихся экспериментальных данных можно утвер
ждать, что для большинства материалов, функция £*с (/?) является убы

вающей. В результате, неравенства (13) примут вид

а'(х) ■ /3 '{х) > 0 , а'(х) > 0 - (2 1 )

По определению функция а (х )  является возрастающей. Следовательно,

поскольку из условия 01 ( х ) > о —> с / ( х ) • (У (х )  > 0 ’ то для всех тРаекто'  
Р \ х )  ~

рий подобно траектории 2  на рис.1 , имеющих неотрицательную первую 
производную, необходимые условия всегда будут выполняться.
Рассмотрим пример применения теоремы для анализа задачи, рассмотрен
ной в [6 ]. Непосредственное определение и исследование второй произ
водной у/” {1} в данном случае является довольно громоздкой задачей.

Поэтому найдем производные, содержащиеся в неравенствах (21):

а'(х) =  т -  1з + --- --- • • (22)
1 '  V с о 84 ( х )



. 2-го-8т(х)
«  (*) = - у— I  — —

3 Н    ■ СОБ5 (х)
С054 (.г ) 1 '

 ̂ 6 соз(х) 8т(х)-(1 + со82(х)). (24)

^1 + 3-С084(х)|

Поскольку У х 6  ^  ^ > ^  со$^  > 0 , ИЗ (22)-(24) очевидно, что

на данном интервале выполняются строгие неравенства

г / (х )> 0 ,  а ' ( х ) > 0, /Г (х )> 0>  (25)

что и свидетельствует о выпуклости функции ц/(х) ■

Рассмотрим еще один пример применения теоремы к исследованию функ
ции повреждений, которая порождается траекторией 3 на рис. 1. Эта тра
ектория описывается следующей функцией

| /3{х) = - 1  + 0,7 • соз(х) 

[« (х ) = 0,7 ■ [1  + з1п (лс)2 *
п к

Т ’ ~2

(26)

Подобные траектории были получены для случая радиального обжа
тия тел вращения [3, 9].
Определим производные

а '( х )  = 0,7 • соз(х) > (27)

а г(х )= -0 ,1  • 5т (х )>  (28)

/Г (х ) = -0 ,7 -8 ш (х ). (29)

Из анализа полученных соотношений следует, что на интервале 
( 0  — 1 не выполняется ни одно из условий (2 1 ), т.е. необходимые ус-
I ’ 2 )

ловия выпуклости не выполняются. Это означает, что подобная ситуация 
требует дополнительного исследования для использования вычислитель
ной схемы, предложенной в [6 ].

В работах [7, 10,11] отмечается, что максимально возможная дефор
мация до разрушения, которую воспринимает материал при горячем де
формировании, зависит от скорости деформирования. Для использования



этого свойства с целью интенсификации процесса горячего деформирования в 
работе [12] на основе скалярной модели накопления повреждений при горячем 
деформировании

у ф )  =  | ф  -  г;/(г))• Д е и(г))• с/г’ 
о

(30)

(где 0 < у /  < { ,  у / ( 0 )  =  0 , [// (1*) = 1 ; и  -  предельное время, соответст

вующее разрушению образца; -  ядро наследственности; у  -

некоторая функция) и с учетом зависимости накопленной деформации £ и от 

скорости деформации £ и (8 ) сформулирована вариационная задача: опреде

лить закон изменения скорости деформации £ и = £и { ф , при котором за за

данное время материал приобретает наибольшую деформацию £*

є * - ф и (г) • сіг —> тах, 
о

\ф-г,і{т))-/{єи(т))сіт = \-, 
о

{ ф  -  г; 1(т)) ■ / ( 4  (т)) ■ сіт < 1, V/ є  (о, и ).

(31)

о

В работе [12] проведен анализ данной задачи, поставлена аналогичая 
задача поиска решения для класса кусочно-постоянных функций (когда ско
рость деформирования изменяется ступенчато) и найдено решение для случая 
двухступенчатого деформирования. Рассмотрим трехступенчатое деформиро
вание

(32)
4 і ’ 0 <  /  <  7];

4 = ' 42  5?1 <  /  <  /2

_4 з > 2̂ — /  — 7*

Тогда вариационная задача сводится к задаче нелинейного программиро
вания



£ , =  £■„]/, +  ё и2 (12 -  /1 ) +  4 з  [и  - 12 ) - *  т а х ,
г (33)
41'*” ~ ё и\ ('* ~ Ч У  + ё,,2 ('* ~ А)” ~ К г  («* - >2)" + 4з ('* - /2)" - / '=  0;
-ё„1 (?2 -  А у  + £•„!/? + 4 г ('2 -  А Г -  У" < 0;

_1

СА<14Я>
где у>п — параметры, характеризующие свойства материала и условия де

формирования, а целевая функция £ф зависит от пяти переменных ,

4г’ 4з- 12-

Оптимальное значение может находиться или в стационарных точках, ко
торые находятся в середине области, определенной неравенствами (33)

РЛё«1’£и2>‘̂ 2)= ё иА + 42(^2 ~А) +

, К \  ('* - О ” -  ё и1а  + ё и2 ( и - и ) " -  ё и2 [ и  - А ) л +  /

(34)

(1* - / 2)л-1

эк
()£

1_ = 0; ^  = 0 ; ^  = 0 ; ^ -  = 0 ;
«1 Эе,г/2 Э?| Э(

-4 ]  ( ' 2 -  А)” + 4 4 й + 4 2  (/2  -  А)" -  f  < 0 ;
(35)

ь < ? 4 1 ;

41 ('* -  А Г -  41'” + 4г ('* -  'г )” -  4  г ( '*~Ч)п + У
4 з  =-

или на границе области, то есть при значения переменных, которые явля
ются решениями систем (37), (39), (41)

4 (4 о 4 2 > '2 ) = ? 4 Г  + 4 2 р {ь ) +

, 41 ■ р(>*У - 41'* + 4г ('* - НУ ~4г Г + у"
(36)

{и-и_ Г



| f U o ; | £ -  = 0; a  =
° £u\ ° £u2 ° h

- £u\ih - h T  + £u /i  +£ui(h ~ h T  - f  <0;

_ 4 l  (t* -  h T  -  g„1 + ^ „ 2  fr* — ^2 ) " -  £ul (*• ~ t lY  + r ” ib-hf
h = À "  ’

гГ л , , ï - r  - I ^ + 4 l(* 2 - /l)"-<l<2/r n  , з1^иі’ і42)— + 7 —  \h ~h) +
(h - h T

^ A b - h T - K f i  + f  , 
( ь - ъ Г 1

(/' + 4i(0 -Q* ~^г)(^ ~h)n~ ( f  +£,Ar2-hY -h)"
{ u - t2r \ h - h y

i ^  = 0 ; ^ 3 = 0 ;  ^  = 0 ;
д єл  dt, d t 2

~ _ f  +£u\(h -t\Y ‘ - £„\t", . 
i h - h f

л . (*« -<1 )" ~g„;'>  +  Ґ  , Ґ + є иі (t2 -  p ” - g„,f?
-u3

1 - І

F* i£u\ ’h)= A U1 n +\f +£u\ • P(f2 )” - 4 ,1*2 ) />(*2 Г ” +

( h T - i  
p (h T

і gHi - p ( ^ ) " - ^ i t f +  y” і ( A  + £u\ - p ( h ) n - £uA % - h )
{ u - t 2r l

i f  + £u\- p ih  Y - £и\А) - p{t*T  
\n- 1

(38)

(39)

(40)



(ь-г,

Решение системы (35) определяет класс деформирования с постоянной 
скоростью, что, согласно анализа сделанного в работе [1 2 ], не является опти
мальной схемой изменения скорости. Поэтому для конкретного материала, 
который идентифицируется значениями у  и П необходимо найти решения 
трех систем (37), (39), (41) из которых выбрать то, которое соответствует наи
большей деформации. Для определения оптимальной схемы разработаны 
МаШСас! и Мар]е программы.

Соотношения (37), (39), (41) использовали для моделирования кручения 
образцов из стали 14Х17Н2 при температуре 1150°С [11]. При кручении с по
стоянной скоростью максимальная деформация, выдерживаемая материалом 
до разрушения £, = 1 .8 - При использовании двухступенчатой схемы деформи
рования

, ч (0.4329 с“1,0 < / <3.4268; (42)
4 ' И  ,

[0.0164 с-  ,3.4268 < 1  < 30,

получим деформацию е, =1.914- Использование других схем двухступенчато
го деформирования приводит к уменьшению предельной деформации [1 2 ]. 
Согласно расчетам, оптимальная трехступенчатая схема имеет вид

Накопленная деформация при использовании схемы (43) £ч -  \ .9 3 9 .
Динамика изменения накопленной деформации в процессе деформирования 
при использовании разных режимов показана на рис. 2. Следует отметить, что 
эффект от оптимизации будет больше для материалов с ярко выраженной за
висимостью предельных деформаций от скорости деформаций.

1.59 с ,0 < Г < 0.821; 

еи = |о .0 4 8 с-1,0.821</<9.713;

0.01с-1,9.713 < / < 30.

(43)



По аналогии с горячим деформированием соответственные вариацион
ные задачи можно сформулировать как для холодного деформирования

г.
А> — J <7И d£u,

о (44)
£*
1<р(£и ,1 (£ и ))с /£ и =  1;
О*

\<p(£u,l{eu)) d£u < 1, V f е (О,£ t),
С о

так и для процесса длительной прочности 

£*

At = \crudeu, (45)

|  <p(t. -г;/(г))<т„(г) dv - \ \
• _ о

I <p(r -  r; /(r))cr„ (r) < 1, Vr e (0, /.),
.0

где Д , -  работа пластического деформирования на единицу объема, (Ти

интенсивность напряжений; /  -  безразмерные инварианты напряженного 
состояния. Анализ вариационных задач (44) и (45), а также поиск опти
мального решения в классе непрерывных функций задачи (31) являются 
предметом последующих исследований.

Рис. 1 Траектории деформации и предельные Оеформации: 1 -  кривая предельных 
деформаций при стационарном деформировании; 2, 3 -  е =е ^  траектории

деформаций (9), (13) и (26) соответственно; о -расчетные значения предельной 
накопленной деформации по соответствующим траекториям.
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Рис. 2 Динамика изменения накопленной деформации: 1 -  при деформиро

вании с постоянной скоростью; 2 -  при деформировании по схеме 
Ошибка! Источник ссылки не найден.; 3 -  при деформировании по схеме 

Ошибка! Источник ссылки не найден.

Выводы:
1. Рассмотрено построение математической модели для разработки 

информационных технологий определения напряженно- 
деформированного состояния и предельной деформации при сложном де
формировании, которое имеет место на боковой поверхности цилиндриче
ских образцов при осесимметрической осадке с разными условиями тре
ния на торцах.

2. Вариационная задача изо периметрического типа для модели на
копления повреждений наследственного типа применительно к классу ку
сочно-постоянных функций сводится к задаче нелинейного программиро
вания.

3. Для трехступенчатого изменения скоростей деформации получено 
решение задачи нелинейного программирования по определению опти
мального закона изменения скорости деформации, соотвествующего наи
большей деформации материала при фиксированном времени.

4. При использовании трехступенчатой схемы деформирования на
блюдается увеличение максимальной деформации как в сравнении с де
формированием при неизменной скорости, так и в сравнении с оптималь
ной двухступенчатой схемой.

5. Сформулированы вариационные задачи для холодного деформи
рования и длительной прочности.
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