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Уся глибина думки, закладена у формулювання математичних понять, 
згодом розкривається тим умінням, із яким ці поняття  

використовуються.                     
                    Е. Вігнер  

 
Математика – це не так знання, як уміння.  

В. Серве 
 

ВСТУП 
 

Курс математичного аналізу є одним із основних, визначальних як для 
всього процесу навчання, так і подальшої практичної діяльності спеціаліс-
та. Він є необхідним для успішного засвоєння таких фундаментальних  
дисциплін, як фізика, інформатика, теоретична механіка, теорія пружності, 
опір матеріалів, а також спеціальних дисциплін, у зв’язку з інтенсивним 
використанням та дослідженням математичних моделей. Викладання ма-
тематичного аналізу має за мету: формування особистості студентів, роз-
виток їх інтелекту й здібностей до логічного та алгоритмічного мислення; 
оволодіння студентами основами математичного апарату; вироблення на-
вичок самостійного вивчення наукової літератури з математики та її засто-
сувань; навчання основним математичним методам, які необхідні для ана-
лізу та моделювання процесів, явищ, пристроїв при пошуку оптимальних 
розв’язків, методом обробки та аналізу результатів числових та натураль-
них експериментів. Саме одним із засобів розв’язання поставленої мети, 
виступає розроблений авторами навчальний посібник. 

Друга частина практикуму складається з таких розділів, як вступ до 
математичного аналізу, диференціальне та інтегральне числення функції 
однієї змінної. Запропонований у задачнику матеріал містить розділи, що 
відповідають програмі курсу «Вищої математики». Кожний розділ посіб-
ника містить короткий теоретичний довідник (означення, формули, теоре-
ми) та велику кількість детально розібраних прикладів, які  дають можли-
вість студентам самостійно виконати запропоновані завдання та перевіри-
ти засвоєння матеріалу. Всі запропоновані завдання для самостійної робо-
ти наведені із відповідями, що досить зручно для перевірки контролю за-
своєння знань студентами з відповідної теми. 

Для розвитку самостійного мислення, формування математичної ком-
петентності майбутніх фахівців і поглибленої роботи студентів, пояснення 
розв’язання деяких прикладів свідомо скорочено.  

Кожний розділ посібника закінчується індивідуальними домашніми  
завданнями по 30 варіантів з кожної теми. Кількість розрахована на одну 
академічну групу. Практикум, призначений для використання студентами 
різних спеціальностей денної та заочної форм навчання в процесі вивчення  
окремих розділів курсу. 
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1 ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 
 
 

Практичне заняття № 1 
 

Поняття функції. Границя. Неперервність 
  

Мета: закріпити отримані теоретичні знання з тем: «Функції», «Гра-
ниці», «Неперервність», набути навичок і вмінь обчислення границь, дос-
лідження функцій на неперервність.  
 

Питання для самопідготовки: 
 

–поняття функції; 
– властивості функцій; 
– границя функції в точці; 
– границя функції на нескінченності. Нескінченна границя; 
– нескінченно малі та їх властивості; 
– основні теореми про границі; 
– чудові границі; 
– неперервність функції в точці; 
– розривні функції. Класифікація точок розриву; 
– порівняння нескінченно малих. 
 

План практичного заняття 
 

1. Поняття функції, її властивості.  
2. Границя функції.  
3. Неперервність функції. Точки розриву. 
 

Теоретичний довідник 
 

Нехай маємо дві множини X  і . Якщо кожному елементу Y x X
,Y

 за 
деяким законом поставлено у відповідність єдиний елемент  то ка-

жуть, що на множині 

y
X  задано функцію ( ).f x  Записують так: 

 У такому разі ( ), .y f x x X  x  називають аргументом функції f , а 

  функцією змінної y  .x  Множину X називають областю визначення 

функції ,f  а множину всіх  для яких ,y ( )y f x областю значень. Об-

ласть визначення функції f  позначають ( ),D f  а область значень –  

Функцію 

(E f ).

( ),xy f x D  називають обмеженою, якщо існує таке число 

,M  що для всіх x D  виконується нерівність ( ) .f x M  
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Функцію ( ),y f x x D
,

 називають обмеженою знизу (зверху), якщо 

існує таке число M  що для всіх x D  виконується нерівність 
( ) ( ( ) ).f x M f x M   

Функцію ( ),y f x x D  називають обмеженою, якщо вона є обмеже-

ною знизу і зверху, тобто існують такі числа 1M  і 2 ,M  що для всіх x D  

виконуються нерівності 1 2( ) .M f x M   

Функцію  називають зростаючою (спадною) на проміжку 

 якщо для будь-яких 

( )y f x
( ; ),a b 1 2( ; ), ( ; ),x a b x a b   таких що 1 2 ,x x  викону-

ється нерівність 1 2 1 2( ) ( ( ) ( )).( )f x f x f x f x   

Якщо 1 2 1( ) ( ) (( ( ) ( ))2f x f x f x f x   для всіх 1 2 ,x x  то функцію 

 називають строго зростаючою (строго спадною). ( )y f x
Функцію  називають парною (непарною), якщо область 

її визначення симетрична відносно початку координат і для всіх 

( ),y f x x D 
x  з облас-

ті визначення виконується рівність ( ) ( ) ( ( ) ( )).f x f x f x f x      

Графік парної функції симетричний відносно осі ординат (Oy ), а гра-

фік непарної функції – відносно початку координат. 
Існують теореми, пов’язані з парністю (непарністю) функцій. 
Теорема 1. Алгебраїчна сума скінченої кількості парних (непарних) 

функцій є функція парна (непарна). 
Теорема 2. Добуток парних функцій є функція парна. 
Теорема 3. Добуток парної кількості непарних функцій є функція пар-

на. 
Добуток непарної кількості непарних функцій є функція непарна. 
Теорема 4. Якщо ( ), ( )f x g x функції однакової (різної) парності і 

 для всіх ( ) 0g x  ( ),x D g  то функція 
( )

( )

f x

g x
 є парною (непарною) функці-

єю. 
Функцію  називають періодичною, якщо існує таке чис-

ло  що для всіх 

( ),y f x x D 
0,T  x D  виконується рівність ( ) ( ).f x T f x 

( ).
 Най-

менше з таких чисел T  називають основним періодом функції f x  

Число А називають границею функції ( )y f x  у точці 0x , якщо для 

будь-якої послідовності значень аргументу  , ,nx n N  з , що збіга-

ється до числа 

* )O x0(

0x , відповідна послідовність значень функції  ( )nf x  збіга-

ється до числа А (означення за Гейне). 
Символічно записують так: 

0

lim ( ) ,
x x

f x A


  або 0( ) , .f x A x x   

Число А називають границею функції ( )y f x  у точці 0x , якщо для 

будь-якого 0   існує додатне число   таке, що з нерівності 
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0 , 0x x x x    для всіх ( )x D f  випливає нерівність ( ) .f x A    

(означення за Коші). 
Число А називають границею ( )y f x  при ,x   якщо для будь-

яких послідовностей  nx  таких, що li
n

m nx


,   виконується lim ( ) .nn
f x A


  

Записують так: lim .
x

( )f x A


  

Теорема 1. Якщо функція (y f )x  у точці 0x   має границю, то така 
границя єдина. 

Якщо для будь-якої послідовності значень аргументу  nx  такої, що 

0nx x  і 0lim ,nn
x x


  має місце lim ( nn

f x


) ,   то кажуть, що в точці 0x  гра-

ниця функції дорівнює нескінченності. Записують так: . 
0

lim
x x

 ( )f x

Крім  означення «границі функції у точці», існують ще означення од-
носторонніх границь, а саме «границі справа» і «границі зліва», якщо в 
означенні «границі в точці», за Гейне, поставити вимоги, щоб усі значення 

nx  вибиралися зліва від точки 0x , то одержимо «границю зліва», а якщо 
тільки справа від точки 0x , то одержимо «границю справа». Односторонні 
границі позначають так: 

0 0
lim ( )

x x
f x

 
 або  границя справа (правостороння границя); 0( 0f x  ) 

0 0
lim ( )

x x
f x

 
 або  границя зліва (лівостороння границя). 0( 0f x  ) 

Мовою «  » означення односторонньої границі є таким. 
Число А називають границею справа (зліва) функції  у точці ( )y f x

0x , якщо для будь-якого 0   існує додатне число   таке, що для всіх x  з 

інтервалу 0 0( ; )x x   (( 0x 0; x )) виконується нерівність ( ) .f x A    

 Теорема 2. Якщо функція ( )xy f  у точці 0x  має границю, то в цій 
точці: 1) існує границя зліва; 2) існує границя справа; 3) односторонні гра-
ниці рівні. 

Якщо границя функції ( )y f x  у точці 0x  дорівнює нулю, то цю фун-
кцію називають нескінченно малою в точці 0x . 

Функція  називається нескінченно великою при ( )y f x 0x x , якщо 
для будь-якого Е>0, яке може бути як завгодно великим, існує такий окіл 
точки 0x , що для всіх точок його, хіба що крім 0x , виконується нерівність 

( ) .f x E  Позначають цей факт так: 
0

m ( )
x x

f x


.   li

Властивості нескінченно малих 
Теорема 1 (зв’язок нескінченно малих і великих функцій). Якщо 

( )f x   нескінченно велика при 0 ,x x  то 
1

( )f x
  нескінченно мала при 

0.x x   
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