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Запропоновано метод еквівалентування за критичною частотою лінійної динамічної систем висо-
кого порядку, що має похідну у правій частині математичної моделі. 

Ключові слова: замкнута лінійна динамічна система, математична модель розімкнутого контуру, ек-
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Вихідні передумови і постановка задачі 
В роботах [1, 2] визначені умови і запропоновано метод еквівалентування лінійних динамічних 

систем, що описуються диференціальними рівняннями 
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диференціальними рівняннями, що мають такий самий вигляд, але 1-го, 2-го або 3-го порядку. 
В цій статті визначаються умови еквівалентування і пропонується еквівалентна за критичною 

частотою  математична модель розімкнутого контуру замкнутої лінійної динамічної системи, 
що описується диференціальним рівнянням  

crω
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у вигляді диференціального рівняння четвертого порядку: 
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 (3) 

показується, що моделями нижчого порядку розімкнутий контур такої замкнутої динамічної сис-
тем у зв’язку з необхідністю забезпечення її стійкості еквівалентованим бути не може в принципі, 
і пропонується метод ідентифікації цієї еквівалентної моделі. 

Ця задача є актуальною у зв’язку з тим, що математичними моделями (2) описуються розімкну-
ті контури замкнутих систем керування лінійними динамічними об’єктами з пропорційно-дифе-
ренціальними (ПД) регуляторами, а використання критичної частоти в якості критерію еквівален-
тування зумовлено тим, що саме за місцем розташування цієї частоти на частотній осі визначаєть-
ся чи буде система автоматичного керування динамічним об’єктом стійкою після замикання її 
розімкнутого контуру одиничним зворотним зв’язком з ПД-регулятором чи ні. 

А завершимо постановку задачі нагадуванням про те, що термін «еквівалентування» будемо, як 
це широко вживано, використовувати в якості скороченого варіанту виразу «пошук математичної 
моделі мінімального порядку» 

Розв’язання поставленої задачі 
Розв’язувати поставлену задачу почнемо з доведення твердження, що в задачі оцінки стійкості 

диференціальне рівняння (3) дійсно є рівнянням мінімального порядку для еквівалентування за 
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критичною частотою  розімкнутого контуру замкнутої лінійної динамічної системи, що опису-
ється математичною моделлю (2).  

crω

Це доведення почнемо з розгляду рівняння (2), якому на комплексній площині, як відомо з тео-
рії автоматичного керування, викладеної, наприклад, в роботі [3], після застосування до нього пе-
ретворення Лапласа за нульових початкових умов можна поставити у відповідність передаточну 
функцію , що матиме вигляд  ( )nW p
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яка, у свою чергу, в частотній області породжує амплітудно-фазову частотну характеристику 
(АФЧХ) , де ( )nW jω
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а АФЧХ (5), окрім дійсної частотної характеристики ( ),nR ω  уявної частотної характеристики 
 амплітудної частотної характеристики ( )( ),nQ ω nA ω  і фазової частотної характеристики ( ) , 

породжує ще й логарифмічну амплітудну частотну характеристику (ЛАЧХ)  та логарифміч-

ну фазову частотну характеристику (ЛФЧХ) 

nφ ω
( )nL ω

( ),n
∗φ ω  де ЛАЧХ — це  

 ( ) 20lg ( ),nL Anω = ω  (7) 

а ЛФЧХ  відрізняється від ФЧХ ( )  лише тим, що частотна вісь в ній масштабована в 
декадах.  

( )n
∗φ ω nφ ω

По ЛАЧХ і ЛФЧХ, як відомо [3], визначають дві характерні для замкнутих динамічних систем 
частоти — частоту зрізу та  критичну частоту cutω crω , які є коренями рівнянь 

   ( ) 0n cutL ω = ; ( )n cr
∗ .φ ω = −π  (8) 

На рис. 1 проказані орієнтовні графіки для ЛАЧХ та ЛФЧХ розімкнутого контуру замкнутої дина-
мічної системи, процеси в якій описуються диференціальним рівнянням (2), для випадків, коли  
 cut crω < ω  (9) 
та коли  
 .cut crω > ω  (10) 

 
а б 

Рис. 1. Орієнтовні графіки ЛАЧХ та ЛФЧХ розімкнутого контуру замкнутої лінійної динамічної системи, процеси в 
якій описуються математичною моделлю (2), для випадків: а — коли cut crω < ω ; б —  коли   cut crω > ω

У зв’язку з тим, що на графіках ЛАЧХ та ЛФЧХ на початку  системи координат частота не мо-
же бути рівною нулю, оскільки логарифм нуля прямує в мінус нескінченність, на рис. 1 координа-
тні осі проведені для значення частоти , достатньо близького, але не рівного нулю. 0ω
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Як відомо [3], лише коли виконується нерівність (9), стійка розімкнута динамічна система при 
її замиканні одиничним негативним зворотним зв’язком залишається стійкою. Якщо ж має місце 
нерівність (10), то стійка разімкнута динамічна система при її замиканні одиничним негативним 
зв’язком втрачає стійкість і стає нестійкою. Ось чому при синтезі еквівалентної математичної мо-
делі критична частота  динамічної системи, разімкнутий контур якої замикається одиничним 
негативним зворотним зв’язком і для спрощення аналізу еквівалентується, повинна залишатись 
такою ж, якою вона була до еквівалентування. 

crω

А далі випишемо передаточну функцію (4) для 2n = , тобто запишемо 
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де 1 2,p p  — корені характеристичного рівняння системи 2-го порядку, записаного у вигляді 

 2 1

2 2

1 0,ap p
a a

+ + =  (12) 

які для стійкої динамічної системи, як відомо [3], є від’ємними дійсними числами або парою ком-
плексно-спряжених чисел з від’ємною дійсною частиною, а 1p∗  — корінь двочлена, що стоїть в 
чисельнику виразу (11). Для спрощення аналізу припустимо, що ці корені є від’ємними числами, 
тобто вважатимемо, що . Тоді вираз (11) можна записати у вигляді  *

1 1 2 2 1, ,p p p= −α = −α = −α*
1

 2 0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),a a fW p W p W p W p W p=  (13) 

де  — передаточна функція підсилювальної ланки 0 ( )W p
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a
=  (14) 

1( )aW p  та  — передаточні функції аперіодичних ланок 1-го порядку, які для коренів p1 та 
p2  матимуть вигляд, відповідно 

2 ( )aW p

 1
1
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+ α

    2
2
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1( )fW p  — передаточна функція форсувальної ланки 1-го порядку 
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1
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b
W p p p

b
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Якщо у виразі (13) ми перейдемо відповідно до виразу (5) до АФЧХ, то будемо мати 

 2 0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a fW j W j W j W j W jω = ω ω ω ω  (17) 

або  
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a a fA e A e A e A e A e φ ωφ ω φ ω φ ωφ ωω = ω ω ω ω
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 2 0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( );a a fA A A A Aω = ω ω ω ω  (19) 

  (20) 2 0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a fφ ω = φ ω + φ ω + φ ω + φ ω

і де відповідно до виразу (6) 
 0 ( ) arctg0 0;φ ω = =  (21) 
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Із виразу (22) витікає, що 
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 з виразу (23) витікає, що 
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Нехай
У цьому випадку ПД-регулятор налагоджується так, щоб виконувалась рівність 
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.

b
α =  (26) 

Внаслідок такого налагодження ПД-регулятора в усьому діапазоні змін частоти від нуля д
кінченності буде виконуватись рівність 

 

 частоти буде справедливою нерівність 

о не-
с

1 1( ) ( ) 0a fφ ω + φ ω = , (27) 

а тому для будь-якого реального значення

 2 ( ) π
2

φ ω > − , 

яка робить неможливим еквівалентування математичною моделлю 2-го порядку разімкнутого кон-
уру динамічної системи, що описується диференціальним рівнянням (2), в задачі оцінки її сті
сті після замикання одиничним негативним зворотним зв’язком, оскільки для моделі 2-го порядку 

и р

(28) 

т йко-

(11) критична частота crω  не існує взагалі через те, що для цієї моделі не може бути складеним 
відповідне рівняння із системи рівнянь (8). А тому моделі другого порядку, запропоновані в робо-
тах [4—9], для еквівалентування розімкнутих контурів динамічних систем, що описуються в дійс-
ності диференціальним івняннями (2), в задачах оцінки стійкості цих динамічних систем після 
їх замикання одиничним негативним зворотним зв’язком в якості еквівалентних моделей викорис-
таними не можуть бути в принципі. 

А тепер запишемо передаточну функцію (4) для 3n = , тобто у вигляді 
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бо у тотожному вигляді  
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ед  1 2 3, ,p p p  — корені характеристичного рівняння системи 3-го порядку, записаного у вигляді 

3 22 1

3 3 3
0p p p

a a a
+ + + = , (31)  1a a

кі для стійкої динамічної системи, як відомо [3], є від’ємними дійсними числами або од
ід’ємним дійсним числом і парою комплексно-спряжених ч ел з від’ємною дійсною части
Для спрощення аналізу припустимо, що ці корені є від’ємними дійсними числами, тобто вважати-

я ним 
в ис ною. 

мемо, що 1 1 2 2 3 3, ,p p p= −α = −α = −α . Тоді вираз (30) можна записати у вигляді  

 3 0 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a fW p W p W p W p W p W p= , (32) 
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маю  та (16), відпо-

і ще однієї аперіодичної ланки 1-г порядку має вигляд  

де 0 ( ),W p ть вигляд, представлений виразами (14), (15)1 2 1( ), ( ), ( )a a fW p W p W p  

дно, а передаточна функція 3aW pв о ( )  

 3
3

1( ) .aW p
p

=
+ α

 (33) 

Якщо у виразі (32) перейде дповідності з виразом (5) до АФЧХ, то отримаємо вираз  мо у ві

(34) 3 0 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a fW j W j W j W j W j W jω = ω ω ω ω ω ,  

з я

1)—(23), та діапазон 
н  (24) і (25), а

кого, після представлення його у вигляді, подібному до (18), будемо мати  
  (35) 3 0 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),a a a fφ ω = φ ω + φ ω + φ ω + φ ω + φ ω

де 0 1 2 1( ), ( ), ( ), ( )a a fφ ω φ ω φ ω φ ω  мають вигляд, представлений виразами (2
ачень, представлений виразами  3 ( )aφ ωз має вигляд  

 3
3

( ) arctga
ω

φ ω = −
α

 (36) 

і діапазон значень   

3 30( ) 0, ( ) .
2a aω= ω=∞
π

φ ω = φ ω = −  (37)   

Нехай 1 2α > α > 3.α  
У цьому випадку, як і у попередньому, ПД-регулятор налагоджують так, щоб виконувалас
ь (26), що приводить до виконання рівності (27) і нерівності  

 

ь рі-
вніст

3 2 3( ) ( ) ( )a aφ ω = φ ω + φ ω > −π  (38) 

що описується диференціальним 
івнянням (2), в задачі оцінки її стійкості після замикання диничним негативним зворо

для будь-якого реального значення частоти і робить неможливим еквівалентування математичною 
моделлю 3-го порядку розімкнутого контуру динамічної системи, 
р о тним 
зв’язком, оскільки і для моделі 3-го порядку, що має вигляд (29), критичної частоти crω  не існує 
взагалі, тому що ні за яких умов для цієї моделі не може бути складеним рівняння (8).  

А тепер випишемо передаточну функцію (4) для 4n = , тобто запишемо її у вигляді 
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2
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1
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,   (40) 

де 4 1 2 3, , ,p p p p  — корені характеристичного рівняння системи 4-го порядку, записаного у ви-
ляді г

4 3 23 2 1 
4 4 4 4

0p p p p
a a a a

1a a a
+ + + + = , (41) 

які для стійкої динамічної системи, як відомо [3], є від’ємними дійсними числами, або двома 
ід’ємними дійсними числами і парою комплексно-спряжених чисел з від’ємною дійсною ча

, або двома парами комплексно-спряжених чисел з від’ємними дійсними частинами. 

мають то

в сти-
ною Для 
спрощення аналізу припустимо, щодо ці корені є від’ємними дійсними числами, тобто вважати-
мемо, що 1 1 2 2 3 3 4 4, , ,p p p p= −α = −α = −α = −α . У цьому випадку вираз (40) можна записати у 
вигляді  
 4 0 1 2 3 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a fW p W p W p W p W p W p W p= , (42) 

де й самий вигляд, що вже представлений вираза-0 1 2 1 3( ), ( ), ( ), ( ), ( )a a f aW p W p W p W p W p  
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відно (14), (15), (16) і (33), а передаточна функція ще однієї аперіодичної ланки  
-го порядку має вигляд  

 4 ( )aW p  ми відпо
1

 4
4

1( ) .a p
p

=W
+ α

 (43) 

Якщо у виразі (42) перейдемо у відповідності з (5) до АФЧ тримаємо вираз Х, то о

3 4) ( )a (44) 4 0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ),a a a fW j W j W j W j W j W j W jω = ω ω ω ω ω  ω

 (18), будемо

влений 

 

з якого після представлення його у вигляді, подібному до  мати: 
 (45) 

е мають вигляд, предста виразами ідно (21)—

4 0 1 2 3 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),a a a a fφ ω = φ ω + φ ω + φ ω + φ ω + φ ω + φ ω  

д  відпов (23),  0 1 2 3 1( ), ( ), ( ), ( ), ( )a a a fφ ω φ ω φ ω φ ω φ ω  
(36) та діапазон значень, представлений виразами (24), (25), (37), а 4 ( )aφ ω має вигляд  

 4
ω (46)  ( ) arctgaφ ω = −

α4
та діапазон значень 

 4 40( ) 0, ( )a aω= ω=∞ .
2
π

φ ω = φ ω = −  (47) 

Тепер припустимо, що
, як і в попередніх, ПД-регулятор налагоджується так, щоб виконувалась рів-

ність (26), що приводить до виконання рівності (27), а тому існ ють такі значення частоти
яких виконується нерівність  

 

 1 2 3 4.α > α > α > α  
У цьому випадку

у , для 

4 2 3 4( ) ( ) ( ) ( )
2a a aφ ω = φ ω + φ ω + φ ω > − π , (48) 

яка дозволяє еквівалентувати математичною моделлю 4-го порядку розімкнутий контур динаміч-
ної системи, що описується д

3

иференціальним рівнянням (2), в задачі оцінки її стійкості після за-
икання одиничним негативним зворотним зв’язком, оскільки для оделі 4-го порядку, що
игляд (39), критична частота існує, тому що для неї, як показан на рис. 2, може бути скл
м  м  має 
в о аде- crω  
не рівняння (8), розв’язуючи яке визначається її реальне значення.  

  
а б 

Рис. 2. Орієнтовні графіки ЛАЧХ та ЛФЧХ розімкнутого контуру замкнутої лінійної динамічної системи, процеси в 
якому можна описати еквівалентною математичною моделлю для випадків: а — коли cut crω < ω ; 

оцінки 
б — коли cut crω > ω  

У підсумку авторами отримано право стверджувати, що в задачі стійкості розімкнутий 
контур замкнутої лінійно динамічної системи, яка описується дифере  рівнянням (2), 
тоб е 
бу у охі ій част ні 
і ч

ї нціальним
то рівнянням, що має довільний порядок вище п’ятого і першу похідну у правій частині, мож
ти описаний еквівалентним диференціальним рівнянням, що має перш  п дну у прав и
етвертий порядок. 
Важливе зауваження. 
Незважаючи на те, що доведення умови про мінімальний порядок еквівалентного диференціа-

льного рівняння з похідною у правій частині здійснено для випадку, коли корені його характерис-
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ість кожних двох коренів характеристичного рівняння, які є від’ємними дій-
сни розглядати пару коренів, які є комплексно-спряженими числами з 
від

тичного рівняння були від’ємними дійсними числами, це доведення залишається справедливим і 
для випадку, коли зам

ми числами, будемо 
’ємною дійсною частиною, оскільки кожна така пара комплексно-спряжених коренів, як відомо 

з теорії автоматичного керування [3], задає таку ж полосу значень фазової частотної характерис-
тики в діапазоні ( ,0]−π , як і два корені, що є від’ємними дійсними числами. 

А далі приступимо до ідентифікації еквівалентної моделі (3). Цю задачу будемо розв’язувати з 
використанням значень ЛАЧХ ( ), 1, 2, ...,n iL i Nω = та ЛФЧХ ( ), 1, 2, ...,n i i N∗φ ω = , розрахованих 
за експериментально знятими АЧХ ( ), 1, 2, ...,n iA i Nω =  та ФЧХ ( ), 1, 2, ...,n i i Nφ ω =  розімкнутої 
динамічної систе о еквівалентуєтся, і теоретично визначених виразівми, щ ЧХ  для ЛА 4 ( )iL ω , 

1, 2, ..., N  та ЛФЧХ 4 ( )i
∗φ ω , 1, 2, ...,i N=  розімкнутого контуру еквівалентної системи за допо-

могою методу, який об’єднує в ачень ЛАЧ утого контуру 
динамічної системи на частотах 0 ,ω лентуванн

 0 4( ) ( ); ( ) ( )n cr crL L ∗ ∗

i =
собі умову рівності з

crω  до і після ек
н
ві

Х та ЛФЧХ розімкн
я у вигляді  ва

0 4n ω = ω φ ω = φ ω  ) 
для диференціальної моделі (2), з використанням методу найменших квадратів для інших точок 
ЛАЧХ, тобто з використанням критерію  

(49

 

за даними експерименту викладена в роботах [1, 2]. 
А в результаті розв’язання задачі стають відомими 

та еквівалентної моделі (3). 
 ЛФЧХ та ЛА  

 (50) ( )2
4 4

1
( ) ( )

N
n i i

i
L L

=
Σ = ω − ωΣ ,

при цьому для виразу (50) точки на частотній осі є точками з послідовності 0 1 2{ , , , ..., , }N crω ω ω ω ω . 
Методика побудови цієї послідовності 

числові значення коефіцієнтів ,ia  
i 1, 2, 3, 4=   0 1,b b  

Розв’язувати поставлену задачу почнемо з визначення виразів для ЧХ4 ( )φ ω  

4L ( )ω  за допомогою співвідношень (5)—(7), в яких вважатимемо 4n = , та еквівалентної моделі 
(39

 

). В результаті отримаємо 

( ) ( )
( ) ( )

2 4 3
1 2 4 0 1 3

4 2 4 3
0 2 4 1 1

( ) arctg ;
1

a b a a

b a a b a a

ω + ω − ω − ω
φ ω =

− ω + ω + ω ω − ω
 (51) 

 

1b aω −

3

( ) ( )2 2 2 2 4 2 3 2
0 1 2 4 1 3lg (1 ) ( ) .b b a a a a+ ω − − ω + ω + ω − ω  (4 ( ) 10 lgL ω = ) (52) 

Оскільки то з виразу (52) маємо 

 b (53) 
Підставляючи вираз (53) в перше рівняння системи (49), отримаємо: 

 

 0 1ω , 
2

4 0 0 0( ) 10lg 20lg .L bω ≈ =  

0( )
20

0 10 .
nL

b
ω

=  (54) 

А підставляючи crω  у вираз (51), результат цієї підстановк в друге рівняння системи (4
вра

и — 9) та 
ховуючи друге рівняння системи (8), отримаємо рівняння: 

( ) ( )
( ) ( )

2 4 3
1 2 4 0 1 3

2 4 3
 

0 2 4 1 1 31 cr cr cr cr crb a a b a a

1
arctg ,cr cr cr cr crb a a b aω − ω + ω − ω − ωa

(55) −π  =
− ω + ω + ω ω − ω

з якого витікає, що  
( )

( )
3

0 1 3
1 2 4

2 4

.
1

cr cr

cr cr cr

b a a
b

a a

ω − ω
=

ω − ω + ω
 (56)  

Із виразу (54) витікає
вихідних даних, а з

, що для визначення числового значення коефіцієнта достатньо лише 
 виразу (56) — що визначити числове значення коефіцієнта можна лише 

 0b  
 1b  



ISSN 1997-9266. Вісник Вінницького політехнічного інституту. 2016. № 3 

75 

знаючи числові значення коефіцієнтів Ось їх і визначимо методом найменших квад-
атів, скориставшись критерієм (50).  підстано ки виразу (52) у вираз (50) віз
мо першу частинну похідну від таким чином виразу (50) по кожному з коефіці-
єн

 1 2 3 4, , ,a a a a . 
Для цього після

трансформованого 
р в ьме-

тів 1 2 3 4, , ,a a a a   

 ( )4
4 0 1, , , 1, 4,k

k
f b b k

a
∂Σ

= =
∂

 (57) 

прирівняємо кожну з отриманих функцій шести змінних до нуля  і отримаємо чотири рівняння: 

 

1 2 3, , ,a a a a

( )1 2 3 4 0, , , , ,a a a b

 (54) та (56) як
фіцієнтів 

громіздкими вир

 зв’язком 
 екв

der / Alexander 

6.01.006. — P

1 0, 1, 4,kf a b k= =  (58) 

озв’ разом з рівняннями  систему шести  з шести невідом
визн  значення усіх кое еквівалентної математичної моделі (3) розімкнутого 

ці-

ажувати статтю азами для частинних похідних (57), не пр

зворотним повинен дорівнювати чотирьом. 
2. ано метод ідентифікації математичної моделі розімкнутого контуру 

лінійної

 Complex Dynamic Objects by 
ls not Higher than the Third-Or B. Mokin, Vitaliy B. Mokin, Boris I. Mokin, Irina A. Chernova 

// Journal of  Informa
3. Линейные ав ета и справочный материал) /  

И. 

ические вопросы /  
А. 

. 

-
tion

р. 63—77. 

тра
Мо ної енергети-

ки т

р  рівнянь ими,  язуючи які 
ачимо числові

Щоб не перевант

Запропонов

Equivalent Mode
 Automation and

Макаров И. М. 

контуру замкнутої лінійної динамічної системи, який в загальному вигляді описується диферен
альним рівнянням (2). 

иво-
димо їх у деталізованому вигляді як у зв’язку з тим, що в роботах [1, 2] уже показано, як брати 
подібного роду похідні, так і тому, що в пакеті прикладних програм MATLAB для їхнього отри-
мання є стандартна функція. 

Висновки 
1. Доведено, що мінімальний порядок диференціального рівняння з першою похідною в правій 

частині, за використання його в якості еквівалентної математичної моделі розімкнутого контуру 
замкнутої лінійної динамічної системи із ПД-регулятором, у задачі оцінки її стійкості при зами-
канні одиничним негативним 

івалентної 
ором, який  динамічної системи із ПД-регулят умову рівності в двох характерних точках 

значень ЛАЧХ та ЛФЧХ розімкнутого контуру лінійної динамічної системи, яка еквівалентується, 
об’єднує з методом найменших квадратів в проміжку між цими точками. 
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