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ПРОЕКТУВАННЯ ПРОСТОРОВОЇ КРИВОЇ  
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1Київська державна академія водного транспорту  
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Розглянуто побудову поліноміальної просторової кривої, заданою двома точками і заданими в них 
величинами кривини і скруту. 
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Вступ 

Під час проектування шляхопроводів для сипучих і рідинних мас виникає задача проектування 
такого криволінійного шляху, який би враховував задану кривину і скрут в зазначених точках. В 
статті пропонується аналітичний метод побудови такої кривої.  

Аналіз публікацій за тематикою дослідження показує, що в роботах [1—9] пропонуються інте-
рактивні методи проектування обводів із заданою формою і кривиною, але в цих роботах не роз-
глядається задача проектування кривої за заданими кривинами і скрутами в конкретних точках. 
Метою роботи є розробка аналітичного апарату побудови кривої, яка задана точками і криви-

нами та скрутами в них.  

Постановка задачі 

В деяких випадках конструкторам доводиться розв’язувати задачу проектування просторової 
кривої із заданими законами кривини і скруту, наприклад під час проектування шляхопроводу для 
рідини, в якому необхідно задати шлях не тільки із заданим графіком зміни кривини, але й із зада-
ним графіком скруту. Останній графік дає змогу задати закон обертання рухомих мас навколо 
вектору руху. Будемо розв’язувати таку задачу. 

У просторі заданий точковий ряд : , , , 0,1,... .i i ix y z i nΔ =  
Крім того, в цих точках задані вектори руху , ,i i ix y z′ ′ ′ , величини кривин уздовж руху 1iK  і вели-

чини скруту навколо векторів руху 2iK . 

 ( ); ( ); ( ).x x t y y t z z t= = =   (1) 

Як відомо з [1], якщо крива задана у вигляді ( )r r t= , то кривина 1K  задається формулою 
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Величина скруту розраховується за формулою 
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де  — змішане векторне помноження r r r′ ′′ ′′′
З формули (2) і (3) бачимо, для того, щоб задати значення кривини і скруту, необхідно задати 

перші, другі і треті похідні в заданих точках : , , , , , , , , , , , .i i i i i i i i i i i ix y z x y z x y z x y z′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′′ ′′′ ′′′Δ  
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Розв’язок поставленої задачі 

Для того, щоб розв’язати поставлену задачу, необхідно знайти такий сегмент кривої, який про-
ходить через задані точки i = 0, i = 1 і має в цих точках задані перші, другі і треті похідні. 

Будемо намагатися знайти такий поліноміальний сегмент 

  (4) 
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k k
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який буде відповідати поставленій задачі. 
Поліноміальний сегмент у вигляді (4), який проходить через задані дві точки 0 і 1 і має в них 

задані перші, другі і треті похідні, буде сьомого степеня, тому що згідно з класичною задачею 
ермітової інтерполяції многочлен Ерміта має степінь n(m + 1) –1 = 7, де n = 2 — кількість вузлів 
інтерполяції, m = 3 — максимальний порядок похідних. 

Застосування кривої Безьє 

Будемо розв’язувати поставлену задачу за допомогою кривої Безьє сьомого степеня [2]  
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Запишемо (5) у вигляді  
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Будемо мати: 
 a0 = r0; (7) 

 ( )1 1 07a r r= − ;

2

3r

4

5

6

 (8) 

  (9) 2 0 121 42 21 ;a r r r= + +

  (10) 3 0 1 235 105 105 35 ;a r r r= − + + +

  (11) 4 0 1 2 335 140 210 140 35 ;a r r r r r= − + − +

  (12) 5 0 1 2 3 421 105 210 210 105 21 ;a r r r r r r= + − + − +

 6 0 1 2 3 4 57 42 105 140 105 42 7 ;a r r r r r r r= − + − + − +  (13) 

 S  (14) 7 0 1 2 3 4 5 67 21 35 35 21 7a r r r r r r r= − + − + − + − + 7.

Якщо продиференціювати (6) і вважати t = 0 в точці 0, то будемо мати такі рівняння: 
 r0 = a0; (15) 

 ( )1 1 07r a r r′ = = − ;  (16) 

 ( )2 0 12 2 21 42 21 ;r a r r r′′ = = − + 2  (17) 

 ( )3 0 1 26 6 35 105 105 35 .r a r r r r′′′ = = − + − + 3  (18) 

Якщо задана точка r0, то з рівняння (16) розрахуємо точку r1 
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7
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′
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З рівняння (17) розрахуємо точку r2 
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rr r r .
′′

= − +  (20) 
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З рівняння (18) розрахуємо точку r3 

 0
2 1 0 2

21
r

r r r .
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= − +  (21) 

Таким чином будуть визначені перші чотири точки r0, r1 ,r2, r3 кривої Безьє (5). 
Якщо задати точку r7  і вважати t = 1 в точці 7, то будемо мати такі рівняння: 
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Таким чином з використанням рівнянь (19)—(24) розраховують всі вісім точок від і = 0 до  і = 7 
кривої Безьє сьомого степеня (5). 

Поставлена задача розв’язана. 

Висновки 

Визначена крива Безьє сьомого степеня, яка проходить через дві задані точки із заданими в 
ній кривинами і скрутами. Такий підхід дає змогу моделювати криву за заданим каркасом то-
чок із заданими кривинами та скрутами, що важливо в проектуванні шляхопроводу для рідини, 
у  якому необхідно задати шлях не тільки з заданим графіком зміни кривини, але й з заданим 
графіком скруту.  
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