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ВИЗНАЧЕННЯ ВЕКТОРІВ НОРМАЛЕЙ У ДОВІЛЬНІЙ ТОЧЦІ ТРИКУТНИКА 
 

Розглянемо використання барицентричної системи координат для визначення векторів [1-5] у задачах 

рендерингу. Барицентричні координати дозволять визначити вектори в будь-якій внутрішній точці 

трикутника.  
 

 
Рисунок 1 – Розбиття вихідного трикутника на 3 складові 

  

На рисунку 1 зображено трикутник А1, А2, А3, у якому точка С – довільна внутрішня точка даного 

трикутника. З’єднаємо точку С з вершинами А1, А2, А3 даного трикутника. Отримаємо три співставні 

трикутники 
21САА , 

23САА  і 
31САА . Нехай ці трикутники мають площі 

1s , 
2s  і 

3s  відповідно 
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Барицентричні координати точки С визначаються шляхом ділення площ складових трикутників до 

площі трикутника. 


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,                                     (1) 

 

1ссс 321  .                                      (2) 

Якщо точка належить одній зі сторін трикутника, то його барицентрична координата дорівнює нулю. 

Значення площі 0s3   а тому 0с3  , 
21 с1с  .  

Нехай відомі вектори 
1N


 і 

2N


. Для визначення вектора 
12N


 у середній точці сторони 

21АА , 

використаємо наступну формулу: 
 

)cos2(1

NN
N

12

21
12







 ,                                               (3) 

 

де 12  – кут між векторами нормалей 
1N


 і 

2N


.  

Відомо, що скалярний добуток двох одиничних векторів дорівнює добутку  модулів цих векторів на 

косинус кута між ними. Тому 

1212122121 coscos11cosNNNN  


.                (4) 

 

Ураховуючи рівняння (4), замінимо в формулі (3) 
12cos  на 

21 NN


 . 

Зміна вектора нормалі вздовж сторони 
21АА  описується квадратичною кривою Безьє: 

  3

2

21

2 TtTt)t(12T)t(1tN 


,                                       (5) 

де t  – параметр, який змінюється вздовж сторони 
21АА  і лежить у діапазоні [0;1], 

1Т , 
2Т  і  

3Т   –  

опорні точки. 

Якщо 0t , то   1TN0N 1 


.  При 1t ,   32 TN1N 


.  Якщо 0,5t  , то 

  22132112 N0,25Т0,5N0,25T0,25T0,252T0,25N0.5N


 . 

З останнього рівняння знайдемо 

21
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212112
2 N0,5N0,5

)NN2(1
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2
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T
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







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
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. 

Тоді  
21

21
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2 NN

)NN2(1

NN
4T2












. 

Ураховуючи, що у даному випадку 0с3  , то t1с1  , tc2   можна записати рівняння (5) , яке 

матиме такий вигляд 

 



Львівський науковий фоум 
 

 

66 

  2121

21

212

22

2

1121 ccNN
)NN2(1

NN
4cNcNс,сN 

























 .     (6) 

Аналогічно можна відобразити зміну нормалі вздовж сторін 
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Функцію зміни вектора нормалі на поверхні трикутника 
321 ААА  можна подати сумою рівнянь (6)–

(8), віднявши добуток вектора нормалі на квадрат відповідної барицентричної координати у вершинах 

трикутника: 
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Після спрощення отримаємо наступне рівняння 

  


















 2121

21

212

33

2

22

2

11321 ccNN
)NN2(1

NN
4cNcNcNc,с,сN







 

.ccNN
)NN2(1

NN
4ccNN

)NN2(1

NN
4 1313

13

13
3232

32

32


















































 

Після розкриття дужок та групування членів, отримаємо  
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Виведену формулу можна спростити, виконавши перетворення у дужках. Відомо, що якщо до виразу 

додати й відняти 1, то його значення не зміниться. З урахуванням даної властивості та рівняння (6) 

знаходимо 

1с2с1ссс11cссc 111321321  , 

1с2с1ссс11cссc 222312312  ,            (9) 
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1с2с1ссс11cссc 333123123  . 

З урахуванням рівняння (9) формула для визначення  321 сссN ,,


 матиме вигляд 
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Так як вирази 
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є сталими для 

будь-якої точки поверхні, яка обмежена даним трикутником, то використання їх до кожної точки не є 

доцільним. Позначимо ці вирази відповідно через 
12M


, 

23M


 і 
31M


. Тоді рівняння (10) прийме вигляд 

       1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3 12 1 2 23 2 3 31 3 1N с ,с ,с N с 2c 1 N с 2c 1 N с 2c 1 M c c M c c M c c .            

(11) 

Отримана формула дозволяє знайти вектор у будь-якій точці поверхні, обмеженої трикутником. 
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