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Вінницький національний технічний університет, Вінниця 

Анотація. З кожним роком збільшується число праць, що присвячені пошуку методів та прийомів впровадження систем 

комп’ютерної математики в навчання вищої математики. Основне місце серед них посідає система комп’ютерної математики 

Maple, яка є одним із лідерів універсальних систем та надає можливість користувачу використовувати інтелектуальне середовище 
для математичних досліджень. В даній роботі підкреслюється, що до найбільш цінних напрацювань теоретичного та прикладного 

характеру із застосування систем комп’ютерної математики у навчанні вищої математики слід віднести матеріали, які стосуються 

покращення наочності, а також формування у студентів умінь та навичок розв’язування типових задач вищої математики. Розгля-
нуто проблеми впровадження та адаптації системи комп’ютерної математики Maple у навчальний процес закладу вищої освіти при 

викладанні курсу вища математика. Використання систем комп’ютерної математики Maple надає можливість оптимізувати навча-

льний процес та активізувати організацію самостійної роботи студентів для закріплення навчального матеріалу. У роботі проведено 

адаптування використання можливостей графічного пакету системи комп’ютерної математики Maple для побудови 3D графіків з 

метою покращення наочності в задачах обчислення об’єму просторової фігури. Частина математичного апарату та розроблені фра-

гменти коду в системі комп’ютерної математики Maple надають можливість в автоматизованому режимі отримувати лінію перети-
ну графіків функцій, будувати відповідні поверхні та фігури під час розв’язування типових задач вищої математики. В роботі об-

ґрунтовано необхідність проектування навчальних задач нового типу з огляду на необхідність використання під час їх розв’язання 

сучасних інформаційно-комунікаційних технологій навчання, зокрема систем комп’ютерної математики Maple. 

Ключові слова: система комп’ютерної математики, інформаційно-освітнє середовище, 3D графік, об’єм фігури, Maple. 

Abstract. Every year the number of works devoted to the search for methods and techniques for introducing computer mathematics systems 

for teaching higher mathematics is increasing. The main place among them is occupied by the Maple computer mathematics system, which is 
one of the leaders in universal systems and allows the user to use an intelligent environment for mathematical research. This paper emphasiz-

es that the most valuable developments of a theoretical and applied nature on the use of computer mathematics systems in teaching higher 

mathematics should include materials related to improving visibility, as well as the formation of students' skills and abilities in solving typi-
cal problems of higher mathematics. The problems of introduction and adaptation of the Maple computer mathematics system in the educa-

tional process of the institu-tion of higher education in teaching the course of higher mathematics are considered. The use of the Maple com-

puter mathematics system provides an oppor-tunity to optimize the educational process and activate the organization of students' independent 
work to consolidate the educa-tional material. The paper adapts the use of the Maple computer mathematics system graphics package capa-

bilities to build 3D graphics in order to improve clarity in the tasks of calculating the volume of a spatial figure. Part of the mathematical 

apparatus and the developed code fragments in the Maple computer mathematics system make it possible to automatically obtain the line of 
intersection of graphs of functions, build the corresponding surfaces and figures when solving typical problems of higher mathematics. The 

paper substantiates the need to design educational problems of a new type, taking into account the need to use modern information and com-

munication technologies for solving them, in particular Maple computer mathematics systems. 
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Вступ 

Одним із основних напрямків удосконалення рівня викладання математичних дисциплін у ВНЗ є 

впровадження систем комп’ютерної математики (СКМ) у процес навчання. Незважаючи на суттєві 

складності впровадження СКМ у процес навчання вищої математики, з кожним роком зростає швидкість, 

кількість та якість наукових і навчально-методичних праць, присвячених вказаним питанням [1-14]. 

Актуальність 

Одне із основних місць серед значної кількості систем комп’ютерної математики посідає СКМ 

Maple, яка є однією із універсальних систем та надає можливість користувачу використовувати інтелек-

туальне середовище для математичних досліджень [1-8]. Значну частку СКМ Maple займає в процесах 

розробки, дослідження, автоматизації та удосконалення наукових досліджень [9-14].  

Незважаючи на значні переваги використання, досвід впровадження СКМ Maple у процес навчання 

вищої математики показує, що ускладненням отримання позитивного ефекту є додаткове інформаційне 

навантаження на студента, яке полягає в освоєні правил роботи потрібних команд та операторів [1-10]. 

Основною частиною розв’язання задач геометричного застосування кратних інтегралів є 

візуалізація та побудова необхідних областей і поверхонь [15]. СКМ Maple надає можливість автома-

тизувати процес побудови, дослідження та обчислення об’ємів просторових тіл. 

Мета 

Метою даної роботи є адаптування використання графічних пакетів СКМ Maple для побудови по-

верхонь під час розв’язання задач обчислення об’ємів складних просторових фігур. 

Задачі 

1. Розробка лістингу програмного коду в СКМ Maple для побудови просторових фігур під час розв'язан-

ня задач обчислення об'єму. 

2. Розробка лістингу програмного коду в СКМ Maple для обчислення об'єму просторових фігур. 
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Розв’язання задач 

Для виконання графічних побудов у СКМ Maple використовується спеціалізовані пакети графічниx 

команд «plots» та «plottools», який надає користувачеві різноманітний спектр функцій. Спеціалізований 

пакет «plottools» в основному використовується для побудов спеціальних стандартизованих геометрич-

них фігур, що надає можливість значно спростити використання СКМ Maple під час розв’язання геомет-

ричних задач [11-14]. 
restart: 

with(plots): 

with(plottools): 

Розглянемо задачу обчислення об’єму фігури, яка обмежена частиною кулі та конусом. Спочатку 

задаємо рівняння поверхонь частини кулі та конуса у вигляді неявнозаданих функцій, які обмежують 

просторову фігуру (рис. 1). 
print(`Задаємо рівняння поверхонь, які обмежують фігуру у вигляді неявнозадан-

них функцій:`); 

F[1]:=z^2=x^2+y^2; 

F[2]:=x^2+y^2+z^2=1; 

Розв’язання задачі обчислення об’єму фігури, яка обмежена поверхнями кулі та конуса, потрібно 

виконувати в циліндричній системі координат, так як рівняння кулі та конуса мають значно простіший 

аналітичний вираз порівняно із декартовою системою. Вибір циліндричної системи координат також 

спрощує обчислення кратних інтегралів під час знаходження об’єму фігури, яку обмежують поверхні 

вказаних функцій. Для спрощення записаних виразів (F1 та F2) переходимо до циліндричної системи 

координат (рис. 1-2). 
print(`Виконаємо перехід до циліндричної системи координат: `); 

x:=r*cos(theta); 

y:=r*sin(theta); 

z:=z; 

 
Рисунок 1 – Візуалізація задання функцій в СКМ Maple 

Для побудови вказаних поверхонь спрощуємо отриманні вирази функцій в циліндричній системі 

координат та знаходимо їх розв’язок відносно координати z за допомогою функції аналітичного 

розв’язання систем рівнянь solve(equations, variables) та спрощуємо отриманні вирази за допомогою фун-

кції simplify(expr) (рис. 2).  
print(`Запишемо рівняння поверхонь в циліндричній системі координат:`); 

F[1]; F[2]; 

print(`Спрощуємо вирази, використовуючи формули тригонометричних перетво-

рень:`); 

simplify(%%,trig); 

simplify(%%,trig); 



 

ISSN 1999-9941, “ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ ТА КОМП’ЮТЕРНА ІНЖЕНЕРІЯ”, 2022, № 2 

 

 

 

 

117 

print(`Виражаємо функції z із отриманних виразів: `); 

T1:=solve(%%,z); 

T2:=solve(%%,z); 

Для побудови просторової фігури та визначенні меж інтегрування для визначеного інтеграла потрі-

бно визначити лінію перетину вказаних поверхонь. Лінією перетину частини кулі та конуса буде коло, 

яке в циліндричній системі координат визначатися радіусом r. Для знаходження вказаного радіуса в 

СКМ Maple використовуємо функцію аналітичного розв’язання систем рівнянь solve(equations, variables) 

(рис. 3). 
print(`Вирази функцій z: `); 

Z1:=T1[1]; 

Z2:=T2[1]; 
print(`Знаходимо рівняння лінії перетину поверхонь F[1] та F[2] та значення 

радіуса r: `); 

T3:=solve({%=%%}); 

 
Рисунок 2 – Візуалізація перетворення рівнянь поверхонь кулі та конуса в СКМ Maple 

 
Рисунок 3 – Візуалізація знаходження лінії перетину поверхонь кулі та конуса в СКМ Maple 

Наступним кроком розв’язання, в розробленому лістингу програмного коду в СКМ Maple, є побу-

дова фігури, яку обмежують задані поверхні кулі та конуса. Для виконання графічних побудов у просторі 
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використовували функцію plot3d(expr, x=a..b, y=c..d, opts) із різними параметрами величини елементів та 

їх кольору (рис. 4).  
print(`Будуємо 3D графіки поверхонь F[1] та F[2]: `); 

plot3d([Z1,Z2],theta=0..2*Pi,r=0..1, coords=cylindrical, style=patch, orienta-

tion=[45,60], scaling=constrained, numpoints=1000, view=0..1); 

print(`Будуємо частину поверхні F[2], яка обмежує фігуру: `); 

plot3d(Z2,theta=0..2*Pi,r=sqrt(2)/2..1, coords=cylindrical, style=patch, orien-

tation=[45,60], scaling=constrained, numpoints=1000, view=0..1); 
print(`Будуємо частину поверхні F[1], яка обмежує фігуру: `); 

plot3d(Z1,theta=0..2*Pi,r=0..sqrt(2)/2, coords=cylindrical, style=patch, orien-

tation=[45,60], scaling=constrained, numpoints=1000, view=0..1); 
print(`Будуємо тільки фігуру, яка утворюється перетином поверхонь F[1] та 

F[2]:`); 

F:=plot3d(Z1,theta=0..2*Pi,r=0..sqrt(2)/2, coords=cylindrical, style=patch, 

orientation=[45,60], scaling=constrained, numpoints=1000, view=0..1): 

G:=plot3d(Z2,theta=0..2*Pi,r=sqrt(2)/2..1, coords=cylindrical, style=patch, 

orientation=[45,60], scaling=constrained, numpoints=1000, view=0..1): 

display({F,G}); 

 
Рисунок 4 – Візуалізація побудови поверхонь кулі та конуса в СКМ Maple 

Для покращення візуального представлення та сприйняття досліджуваної фігури, виконали поетап-

ну побудову поверхонь та фігури, яка обмежена вказаними поверхнями, а також побудову кольорового 

виділення перерізу 1/4 частини фігури (рис. 5 - 7). Кожний графік представляли як окрему побудову, а 

потім реалізували їх спільне відображення на одному полотні за допомогою функції display(L, inseq, 

options). 
print(`Будуємо тільки 1/4 фігури, яка утворюється перетином поверхонь F[1] та 

F[2]:`); 

F:=plot3d(Z1,theta=0..Pi/2,r=0..sqrt(2)/2, coords=cylindrical, style=patch, ori-

entation=[45,60], scaling=constrained, numpoints=1000, view=0..1): 

G:=plot3d(Z2,theta=0..Pi/2,r=sqrt(2)/2..1, coords=cylindrical, style=patch, ori-

entation=[45,60], scaling=constrained, numpoints=1000, view=0..1): 
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a) б) 

 

 

в) г) 

Рисунок 5 – Побудова частини поверхонь кулі а), конуса б) та фігури обмеженої вказаними поверхнями 

в), г) в СКМ Maple 

 

 
 

а) б) 

Рисунок 6 – Побудова 1/4 частини фігури а), б), яка обмежена поверхнями кулі та конуса, в СКМ Maple 
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а) б) 

Рисунок 7 – Побудова 1/4 частини фігури із виділенням перерізу а), б), яка обмежена поверхнями кулі та 

конуса, в СКМ Maple 

Особливої уваги потребує побудова зафарбовування перерізу фігури, яку виконували як побудову 

області із використанням функції графічного пакету polygon([[x1, y1], [x2, y2], ..., [xn, yn]], options).  
l1 := polygon([[0,0,0], 

[0,sqrt(2)/2,sqrt(1-(sqrt(2)/2)^2)],[0,0.7,sqrt(1-0.7^2)],[0,0.6,sqrt(1-

0.6^2)],[0,0.5,sqrt(1-0.5^2)],[0,0.4,sqrt(1-0.4^2)],[0,0.3,sqrt(1-

0.3^2)],[0,0.2,sqrt(1-0.2^2)],[0,0.1,sqrt(1-

0.1^2)],[0,0,1]],color=green,thickness=2,style=patchnogrid): 

l2 := polygon([[0,0,0], 

[sqrt(2)/2,0,sqrt(1-(sqrt(2)/2)^2)],[0.7,0,sqrt(1-0.7^2)],[0.6,0,sqrt(1-

0.6^2)],[0.5,0,sqrt(1-0.5^2)],[0.4,0,sqrt(1-0.4^2)],[0.3,0,sqrt(1-

0.3^2)],[0.2,0,sqrt(1-0.2^2)],[0.1,0,sqrt(1-

0.1^2)],[0,0,1]],color=red,thickness=2,style=patchnogrid): 

display({F,G}); 

display({F,G,l1,l2}); 

Об’єм побудованої фігури обчислюємо за допомогою потрійного інтеграла в циліндричній системі 

координат з покроковим обчисленням повторного інтеграла (рис. 8). 

 
Рисунок 8 – Обчислення об’єму фігури, яка обмежена поверхнями кулі та конуса, в СКМ Maple 

V:=Int(Int(Int(rho,z=rho..sqrt(1-rho^2)),rho=0..sqrt(2)/2),phi=0..2*Pi); 
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V:=Int(Int(int(rho,z=rho..sqrt(1-rho^2)),rho=0..sqrt(2)/2),phi=0..2*Pi); 

V:=Int(int(int(rho,z=rho..sqrt(1-rho^2)),rho=0..sqrt(2)/2),phi=0..2*Pi); 

V:=int(int(int(rho,z=rho..sqrt(1-rho^2)),rho=0..sqrt(2)/2),phi=0..2*Pi); 

Висновки 

1. Частина математичного апарату та розроблені фрагменти коду в СКМ Maple, які представлено в 

даній роботі, надають можливість студентам в автоматизованому режимі отримувати лінію перетину 3D 

графіків функцій, будувати відповідні поверхні та фігури, які вони обмежують та обчислювати їх об’єм, 

що покращує якість отриманих знань під час розв’язування типових задач вищої математики. 

2. Оскільки значну частку системи комп’ютерної математики займають в процесах розробки, дослі-

дження, автоматизації та удосконалення наукових досліджень, то постає необхідність проектування нав-

чальних задач з вищої математики нового типу з огляду на необхідність використання під час їх 

розв’язання сучасних ІКТН, зокрема СКМ Maple. 
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