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Вступ 

В зв’язку з ростом цін на енергозбереження у всьому світі і зменшенням запасів 
енергоресурсів в будівельній справі все гостріше стає проблема дослідження теплопровідності 
різноманітних матеріалів в поєднанні їх одного з одним. Метою їх компоновки є зменшення 
теплопровідності стін житлових будинків та інших будівельних споруд. Добре відомим фактом є 
той, що через стіни житлових будинків втрачається близько половини тепла. Утеплення будинів – 
тема особливо актуальна. Особливо якщо це приватні особняки або великі дачі. Для того, щоб в 
них жити і в зимку, потрібно утеплити стіни, підлогу, дах. Так, наприклад, збільшення товщини 
стін для підвищення термічного опору приводить до перевитрат будівельних матеріалів, тому 
використовують відповідні теплоізоляційні матеріали в поєднанні з легкими кам’яними 
матеріалами. 

Підбір матеріалів з метою теплоізоляції потребує відповідних розрахунків.  
В роботах [1,2] розглянуто методику теплотехнічного розрахунку багатошарового 

середовища в одномірному і двомірному випадку з врахуванням граничних умов першого роду за 
допомогою інтегрального методу прямих. Разом з тим теплотехнічний розрахунок двомірних 
багатошарових середовищ потребує більш детального аналізу з врахуванням граничних умов 
другого та третього роду. 

 
Постановка задачі, визначальні співвідношення 

 Метою роботи є моделювання процесу теплопровідності двомірного трьохшарового 
середовища, знаходження методики математичного дослідження температурних полів в кожному 
шарі матеріалу з врахуванням граничних умов третього роду [3]. 

Для моделювання теплопровідності приймемо, що досліджуване середовище складається з 
трьох частин з різними коефіцієнтами теплопровідності, що сприймають змінні теплові потоки на 
зовнішніх межах і містять в собі джерела теплоти (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Розрахункова схема теплопровідності двомірного неоднорідного середовища 
 
Задача зводиться до розв’язання наступного рівняння: 
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де коефіцієнт теплопровідності ( ),a x y  має значення 

 

, 0 , 0 1; , 1, 0 1; , , 0 1;A B Ca x y a x y a x yζ η ζ η< < < < < < < < < < < <     (2) 

 

в області { }, , ,0 1,0 1, , ,x y t x y x xζ η< < < < ≠ ≠  яка задовільняє початковій умові (3), умовам на 

межах границь (4) 
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і умовам спряження (5-6) 
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Для чисельного розв’язання задачі (1-6) по вісі х вводиться вводиться сітка відповідно з 
кроком 
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Відносно осі у на інтервалі (0, 1)  введемо сітку з кроком 
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Наближений розв’язок задачі (1-6) будемо шукати у вигляді квадратичного поліному 
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де 1, , 1, , 1, , 1, .k K m M n N s S= = = =   

 
Проінтегруємо (1) на інтервалах 
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з урахуванням наближеного розв’язку (7), де , ,
mk sk nk

α α α  – числові коефіцієнти, отримаємо таку 

систему M×K + S×K + N×K лінійних звичайних диференційних рівнянь відносно 00 00 00, ,mk sk nkA C B  
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де Ф – подвійний інтеграл від f (x,y) на відповідному інтервалі інтегрування; 
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Для розв’язання отриманої системи перепишемо (3) з урахуванням (7) 
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Підставляючи (7) в (4), (5) і враховуючи умови  неперервності температури на межах 

інтервалів розбиття відповідно на (0, ζ)×(0, 1), (ζ, η)×(0, 1) і (η, 1)×(0, 1) отримаємо систему 
алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів поліномів (7). Після її розв’язання знаходимо 

рекурентні вирази для коефіцієнтів 20 02 20 02 20 02, , , , , ,mk mk sk sk nk nkA A C C B B  так як вони входять в систему 

(8) 
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Знайдені коефіцієнти підставляємо в (8) та отримуємо систему M*K + S*K + N*K лінійних 

диференційних рівнянь відносно коефіцієнтів 00 00 00, , .mk sk nkA C B .  

З врахуванням початкових умов (9) запишемо данну систему в такій матричній формі: 
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,α β  - відповідні матриці з числовими коефіцієнтами при стовпцях R00 і ψ,  

Ф – матриця-стовпець подвійних інтегралів від ( ),f x t . 
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Для поліпшення розв’язку числові коефіцієнти αij знайдемо з умови того, що наближені 
розв’язки (7) при t = 0 із врахуванням початкових умов (3) задовільняли б рівняння (1): 
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З урахуванням (12) і (11) отримаємо систему M×K + S×K + N×K незалежних алгебраїчних 
рівнянь відносно  відповідних числових коефіцієнтів αij та з врахуванням знайдених коефіцієнтів 
αij розв’язуємо (11), наприклад, по методу Рунге-Кутта і знаходимо покращені розв’язки у 
відповідних вузлових точках розбиття інтервалів неоднорідного середовища з граничними 
умовами третього роду. Розв’язок системи можна отримати при наступних значеннях αij:  

αij = 0 - розв’язок аналогічний звичайному методу сіток; 
αij

 2 = 0.5 - розв’язок аналогічний покращеному методу сіток; 
αij = 1 – звичайний інтегральний метод [3]. 
З урахуванням різних значень αij та отримання відповідних розв’язків, можна робити 

висновок про їх достовірність, що особливо важливо у випадку осциляцій функцій. Практика 
показує, що з малим числом вузлів при αij = 0 розв’язок задачі отримуємо з великою похибкою.  

 
Висновки 

– Запропонована методика дозволяє аналізувати компоновку матеріалів в їх поєднанні з метою 
теплоізоляційних властивостей відповідних конструкцій. 

– Алгоритм розв’язання задачі застосовується і для задач з врахуванням граничних умов 
першого та другого роду в режимі створеної загальної програми розрахунку на електронно-
обчислювальних машинах.  
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