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ЧАСТИНА ІІ 
Вступ 

Дана стаття є продовженням роботи [1]. Тут розглядається екстремальна задача оптимального 
керування для об’єктів з розподіленими параметрами, які описуються нелінійними диференційни-
ми рівняннями з частинними похідними параболічного типу. 

Постановка задачі 

Розглянемо екстремальну задачу оптимального керування для об’єктів з розподіленими пара-
метрами, які описуються нелінійними диференційними рівняннями з частинними похідними пара-
болічного типу, аналогічно [1]. 

Припустимо, що функції, які визначають стан об’єкта x (t, ω) і параметр керування u (t, ω), ви-

значені в обмеженій області N
RΩ ⊂  з границею ∂Ω  на часовому відрізку  

[0, T] = S. 
Нестаціонарна задача оптимального керування має вигляд: 
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В даному випадку початкові граничні умови вибрані нульовими. Таке припущення не впливає 
на загальну постановку задачі, так як ненульові умови можна звести до нульових [2, 3]. 

Під час дослідження таких задач доводиться мати справу з функціями x (t, ω) незалежними від 
часу та положення, які ставлять у відповідність кожній парі ( , )t Sω ∈ × Ω  дійсне число або век-
тор x (t, ω). При цьому змінні t і ω присутні як незалежні. Для зручності математичного опису не-
стаціонарних процесів використовують функції часу, які кожному моменту часу t ставлять у від-
повідність функцію ( , )x t ⋅  положення. Таким чином, розглядаються функції визначені на S із зна-
ченнями в деякому просторі Х, тобто ( )x S X∈ →  [4]. 
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Введемо деякі позначення: 

( ) ( , )y t x t= ⋅ ; ( ) ( , )t u tν = ⋅ ; ( ) xy t
t

∂′ =
∂

; (0) (0, ) 0y x= ⋅ = ; ( ) ( , )g t f t= ⋅ ; 
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Задачу (1)—(3) запишемо в операторному вигляді, врахувавши (4): 

 ( ), infI y v → ,  (5) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),y t Ly t G y t v t g t′ − + = ,  (6) 

 ( )0 0y = .  (7) 

Тут функція 1( ; ,..., )Nl t CARξ ξ ∈ , яка відповідає лінійному відображенню 
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Для функції 1 2( ; , ..., )NQ t CAR+ξ ξ ∈ , що відповідає нелінійному відображенню 
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Виходячи з граничних умов і враховуючи, що X W=
 2 2

( ) ( ) ( )p p pW LΩ ∩ Ω ⊂ Ω  і 
*

( )qX L⊂ Ω , припускаємо, що 

*
( ), ( ),y S X y S X′∈ → ∈ →  

( ( )),  ( ( )),  ( ) ( )p p q
i

y S L S L g t L∂
∈ → Ω ν ∈ → Ω ∈ Ω

∂ω
. 

Тоді 

( ): ( ; ) ; ( )p r rI L S X L S L IR× Ω → , 

: ( ; ) ( ),p qL L S X L Q Q S→ = × Ω , 

: ( ; ) ( )p qG L S X L Q→ . 
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Для отримання необхідних умов оптимальності задачі (5)—(7), яка еквівалентна задачі (1)—(3), 
складаємо відповідну функцію Лагранжа, ввівши спряжену функцію ( )( )pS Lψ ∈ → Ω . Таким 

чином, 
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  (8) 

Користуючись правилом інтегрування по частинах відносно першого і другого інтеграла та 
змінивши порядок інтегрування на першому інтегралі, отримаємо: 

10 0

( )
( , ) ( , ) (0) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T N

ii

tF y I y y T y T y t t dt d t
=Ω ∂Ω

    ∂ψ  ′ ν = ν + ψ − ψ − ψ ω − ψ −       ∂ω       
∑∫ ∫ ∫

11 0 0

( ) ( ) ( )( )
( ) , ( ), ,..., , ( ) ( ) ( )

T TN

i i Ni

y t y t y tt d dt t Q t y t t d dt t g t d dt
=Ω Ω Ω

  ∂ ∂ ∂∂ψ  − ⋅ ω + ψ ν ω − ψ ω =  ∂ω ∂ω ∂ω ∂ω   
∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

0

( , ) (0) (0) ( ) ( ) ( ) ( )
T

I y v y T y T y t t dt d
Ω

  ′= + Ψ − Ψ − Ψ ω −   
  

∫ ∫  

2

2
1 1 10

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

T N N N

i ii i i i

y t t tt y t y t d dt
= = =Ω∂Ω ∂Ω

     ∂ ∂ψ ∂ ψ  − ψ − + ω +     ∂ω ∂ω    ∂ω      
∑ ∑ ∑∫ ∫    

 
10 0

( ) ( )
( ) , ( ), , ..., , ( ) ( ) ( )

T T

N

y t y tt Q t y t t d dt t g t d dt
Ω Ω

 ∂ ∂
+ ψ ν ω − ψ ω ∂ω ∂ω 

∫ ∫ ∫ ∫ . (9) 

Враховуючи, що ( ) 0y t ∂Ω =  t S∀ ∈ , отримаємо: 
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За умови, що y (0) = 0 і для спряженої задачі ψ(T) = 0, отримаємо: 
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Далі знаходимо частинні варіації функціонала ( ( ), ( ))F y t tν : 
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Позначимо перших п’ять інтегралів через Σ. Використовуючи формулу Гріна, отримаємо 
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Для отримання необхідних умов оптимальності прирівняємо частинні варіації (13), (14) до ну-
ля: 
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Висновки 
Таким чином, для знаходження можливого оптимального розв’язку задачі керування (1)—(3) 

маємо систему трьох функціональних рівнянь (2), (15), (17) з граничними умовами (3), (16) для 
невідомих xo = yo, uo, ψo.  
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