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СИНТЕЗ ПОЛІНОМІВ ДІЇ З УМОВ МОДУЛЬНОГО  
ОПТИМУМУ ДЛЯ СИСТЕМ З ДЕЯКИМИ СТАНДАРТНИМИ 

ФОРМАМИ ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ ПОЛІНОМІВ 
Для підвищення швидкодії систем програмного керування електромеханічними об'єктами за 

керувальною дією досить часто використовують принцип комбінованого управління, який реалі-
зується за допомогою пристроїв задання з паралельними зв'язками, які здійснюють так звану ви-
переджувальну корекцію [1]. З таким підходом у передаточній функції (ПФ) системи з'являється 
поліном дії (ПД) з незалежно керованими коефіцієнтами. Існує методика розрахунку коефіцієнтів 
ПД з умов модульного оптимуму для систем підпорядкованого регулювання [2]. В [3] цю методи-
ку розповсюджено на системи модального керування, у яких характеристичний поліном (ХП) ско-
нструйовано, як і в системах підпорядкованого регулювання, методом подвійних пропорцій. Згід-
но з цією методикою для визначення коефіцієнтів чисельника ПФ 
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де pp 0Ω=ω , 0Ω  — середньо-геометрічний корінь (СГК) характеристичного рівняння, необхідно 
вирішити систему перших m рівнянь, що описують умови модульного оптимуму: 
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Там же показано, що використовуючи як ХП поліном Баттерворта, розв'язком системи (2) є ну-
льові значення усіх коефіцієнтів iβ , тому що ліві частини всіх рівнянь системи (2) тотожно дорів-
нюють 0. 

Але це не означає, що взагалі не існує ПД, який міг би підвищити швидкодію системи з ХП 
Баттерворта без суттєвого зростання перерегулювання її перехідної функції. 

Для того щоб змінити розв'язання системи (2) досить задатися значенням одного з коефіцієнтів 
iβ , а інші розрахувати сумісним рішенням (m – 1) перших рівнянь системи (2). 

Найдоцільніше задавати значення першого коефіцієнта, тому що з заданою величиною СГК рі-
зниця 11 β−α  визначає усталену швидкісну похибку системи та її швидкодію. 

Логічно припустити, що ця різниця може бути обрана рівною першому коефіцієнту характери-
стичного полінома ступеня n m− : 
 1( ) 1( , ) 1( )n m n n m−α − β = α ,  

звідки 
 1 1( , ) 1( ) 1( )m n n n m−β = β = α − α . (3) 

Тоді рівняння (2) з урахуванням властивостей полінома Батерворта набудуть такого вигляду: 
а) для 2=m  
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Перехідні функції систем шостого-сьомого порядків з описаною вище настройкою показані на 
рис. 1. З цих графіків видно, що доповнення передаточної функції поліномами дії, синтезованими 
за наведеними вище формулами, дозволяє підвищити швидкодію системи без погіршення форми 
перехідної функції. Зі збільшенням порядку полінома дії разом з підвищенням швидкодії спостері-
гається зниження перерегулювання σ  та коливальності перехідних процесів. Якщо треба ще бі-
льше зменшити σ , необхідно знижувати значення коефіцієнта 1β  у порівнянні з величиною, 
отриманою з формули (3). 
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Рис. 1. Перехідні процеси в системах з ХП Баттерворта 

Розглянемо можливість застосування умов модульного оптимуму для синтезу полиномів дії у 
випадках, коли як ХП використовуються деякі інші стандартні поліноми, а не поліном Баттерворта 
та поліном, сконструйований методом подвійних пропорцій. 

По-перше, розглянемо методику, згідно з якою для розрахунку коефіцієнтів ПД m-го порядку 
необхідно розв'язувати m перших рівнянь системи (2). Питання полягає у тому, чи буде ця система 
мати додатні розв'язки та, якщо буде, то чи забезпечить така настройка мале перерегулювання 
перехідних процесів. 

Для поліномів 2-го порядку можна знайти аналітичний розв'язок: 

 
2

2 2 1 3 4
2

1 1 2 2

2 2 ;

2 2 .


β = α − α α + α


β = α − α + β

 (7) 

Для дослідження візьмемо ХП з біноміальними коефіцієнтами [2], Бесселя [3] та Грехема-
Летропа [4], які досить часто використовують для синтезу систем автоматичного керування елект-
ромеханічними об'єктами. На рис. 2, 3, 4а зображені перехідні функції САУ з переліченими типа-
ми ХП коли 0=m  (пунктирні криві) та 2=m  (неперервні криві) з коефіцієнтами поліномів дії, 
розрахованими за формулами (7). 
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Рис. 2. Перехідні процеси в системах                    Рис. 3. Перехідні процеси в системах         

         з ХП з біноміальними коефіцієнтами                               з ХП Бесселя                       ю 
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а)        б) 

Рис. 4. Перехідні процеси в системах з ХП Грехема-Летропа: 
а) коефіцієнти ПД визначені за формулами (7); 

б) коефіцієнти ПД визначені за формулами (2) та (8) 

З цих рисунків видно, що доповнення передаточної функції системи поліномом дії 2-го поряд-
ку, синтезованого за формулами (7), дає найкращі результати для ХП з біноміальними коефіцієн-
тами ( 5 %σ < , час наростання перехідної функції знижується у 3÷4 рази), задовільні результати 
для ХП Бесселя ( %10<σ , час наростання перехідної функції знижується у 1,8÷2 рази) та резуль-
тати, які можна вважати незадовільними, для ХП Грехема-Летропа 5÷7 порядків, для яких перере-
гулювання складає 12÷20 %. 

У останньому випадку можна запропонувати методику синтезу ПД, використану для систем з 
ХП Баттерворта, коли коефіцієнт 1β  розраховується за формулою (3), коефіцієнт 2β  — за форму-
лою, отриманою з першого рівняння системи (2) з заданим 1β  

 2/)2( 2
2
1

2
12 α+α−β=β , (8) 

а коефіцієнт 3β  для полінома дії 3-го порядку — за формулою, отриманою з другого рівняння 
системи (2) з заданими 1β  та 2β  

 1431
2
2

2
23 2/)22( βα−αα+α−β=β . (9) 

Для ПД 4-го порядку коефіцієнти 3β  та 4β  знаходять сумісним рішенням 2-го та третього рів-
нянь системи (1), результатом якого є такі формули: 

 С−ββ+ββ=β 2
2

2
1213 , (10) 

 2/)2( 31
2
224 ββ+β−=β A , (11) 

де 

 2
2 2 2 3( )C A A= β β − − , (12) 

 2
2 2 1 3 42 2A = α − α α + α , (13) 

 2
3 3 2 3 1 5 62 2 2A = α − α α + α α − α . (14) 

Перехідні функції системи з ХП Грехема-Летропа та ПД, синтезованим за формулами (2) і (8) 
показані на рис. 4б. З порівняння графіків, зображених на рис. 4а та рис. 4б, витікають переваги 
використання формул (2) та (8) у порівнянні з використанням формул (7) для синтезу ПД у системах 
з ХП Грехема-Летропа. Як і у випадку використання як ХП полінома Баттерворта перерегулювання 
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перехідних функцій, зображених на рис. 4б, можна знизити зменшенням коефіцієнта 1β . Зрозуміло, 
що при цьому дещо зменшиться і швидкодія системи. 

Висновки 

1. Швидкодію систем, які використовують як характеристичний поліном стандартні поліноми 
Баттерворта, Бесселя, Грехема-Летропа та поліном з біноміальними коефіцієнтами, можна підви-
щити, доповнюючи їх передаточну функцію поліномом дії, синтезованим з умов модульного оп-
тимуму (2). 

2. Для систем з характеристичними поліномами з біноміальними коефіцієнтами та Бесселя кое-
фіцієнти полінома дії m -го порядку доцільно знаходити, вирішуючи сумісно m  перших рівнянь 
системи (2); коли 2=m  задача пошуку цих коефіцієнтів має аналітичне рішення (7). 

3. Для систем з характеристичними поліномами Баттерворта та Грехема-Летропа доцільно за-
даватися значенням коефіцієнта 1β , а інші 1−m  коефіцієнтів знаходити сумісним розв'язанням 

1−m  перших рівнянь системи (2), що надає методиці оптимізації більшої гнучкості; отримані та-
ким чином системи рівнянь оптимізації з 42 ÷=m  мають аналітичні рішення у вигляді формул 
(4)÷(6) для ХП Баттерворта та формул (8)÷(11) для ХП Грехема-Летропа. 

4. У першому наближенні коефіцієнт 1β  можна обирати як різницю між коефіцієнтами при 
першому степені оператора Лапласа характеристичних поліномів n -го та )( mn − -го порядків (див. 
формулу (3)). 
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