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Вступ 

В прикладних задачах теорії подібності використовуються так звані вторинні критерії подібно-
сті [1]. Вторинні критерії подібності — це відношення критеріїв подібності. Останні ж за визна-
ченням [1] є безрозмірними комбінаціями параметрів, які чисельно однакові для всіх подібних 
процесів. За допомогою вторинних критеріїв подібності встановлюється параметрична подібність 
досліджуваних процесів. Дуже важливими вторинні критерії подібності є тоді, коли вони характе-
ризують параметричну подібність оптимальних варіантів. Таким, наприклад, є критерій Кельвіна, 
який відображає оптимальне співвідношення складових витрат на спорудження ліній електропе-
редачі [2]. Вторинні критерії встановлюють стійкі співвідношення між окремими складовими ці-
льової функції, які за певних умов можуть трактуватися як закони оптимального керування проце-
сами в системі. 

В даній статті розглядаються способи визначення вторинних критеріїв і приклади використання 
їх в задачах оптимального керування. 

Визначення вторинних критеріїв та індикаторів подібності 

Сформулюємо задачу оптимального керування таким чином: 
мінімізувати 
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де f(x) — деякий узагальнений техніко-економічний показник процесу, який оптимізується; g(x) — 
обмеження, які встановлюють область дослідження процесу; ai , αji , Gk — сталі коефіцієнти, які 
визначаються властивостями системи; xj — змінні параметри системи, значення яких оптимізу-
ються; m1 — кількість членів цільової функції; m — сумарна кількість членів цільової функції і 
обмежень; n — кількість змінних; h — кількість обмежень.  

У виразах (1) і (2) для зручності подальшого аналізу прийнята суцільна індексація складових 
цільової функції і обмежень.  

Для задачі (1)—(2) можливі два види критеріїв подібності в залежності від обраної бази. Згідно 
способу інтегральних аналогів критерії подібності визначаються діленням всіх членів рівняння на 
один з них [1]. Якщо вибрати за базовий, наприклад, l-й член, то отримаємо критерії подібності 
вигляду 
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Якщо за базу прийняти f(x), то критерії подібності матимуть вигляд  
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В останньому випадку критерії подібності, які відносяться до цільової функції, мають зміст ва-
гових коефіцієнтів і характеризують вклад кожного члена в значення критерію оптимальності. 
Критерії подібності, які відносяться до обмежень, по суті є коефіцієнтами чутливості. В [3] пока-

зано, що 
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λ = π∑ — це нормовані множники Лагранжа k-го обмеження.  

Очевидно, що переважно в задачах оптимального керування використовується друга форма 
критеріїв подібності, оскільки вони в цьому випадку є інформативнішими [4]. Особливо, коли 
критерії подібності визначені для екстремального значення критерію оптимальності згідно задачі 
(1)—(2). 

Оптимальні значення критеріїв подібності для задачі (1)—(2) визначаються з умов ортогональ-
ності і нормування [3]: 
 = bαπ , (5) 
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Якщо система рівнянь (5) визначена, то критерії подібності можуть бути знайдені за правилом 
Крамера: 

 
11

1
, 1,

n
i si s

s
i m

+−

=
π = =∑ bα α ,  (6) 

де α  — визначник системи рівнянь (5); siα  — алгебричні доповнення. 
З урахуванням значень складових вектора b, останній вираз перепишеться: 
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Скористаємося тепер виразом (7) і запишемо вторинний критерій подібності як відношення p-
го й q-го критеріїв подібності: 

 1
1, 1,/pq p q n p n q

−
+ +π = π π = α α .  (8) 

З (7) та (8) видно, що за умови m = n + 1, як критерії подібності, так і вторинні критерії подіб-
ності визначаються тільки показниками степені параметрів xj .  

Окремий випадок, коли деякий параметр xj входить тільки в два члени рівняння — 
 p-й і q-й. В цьому випадку для параметра xj умова ортогональності запишеться 

0jp p jq qα π + α π = . 

З останнього рівняння виходить, що вторинний критерій подібності 

 1
pq p q jq jp

−
π = π π = −α α . (9) 
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Зауважимо, що виразом (9) на відміну від (8) можна скористатися і тоді, коли система рівнянь 
(5) є невизначеною (в критеріальному програмуванні це відповідає задачі з мірою складності s = m 
– n – 1 > 0 [3]). Це значить, що вторинні критерії можуть бути визначені під час дослідження як 
канонічних, так і неканонічних моделей. 

В задачах оптимального керування станами динамічних систем замість критеріїв подібності 
можуть використовуватися індикатори подібності, які визначаються масштабами величин, що 
входять в (1)—(2). Застосування останніх забезпечує певні переваги. Зокрема система оптималь-
ного керування стає раціональнішою через те, що критерії подібності визначаються не стосовно 
параметрів xj, а відносно параметрів керування uj, якими оптимізуються стани системи і які функ-
ціонально зв’язані з xj [5]. Сказане відноситься до систем оптимального керування з еталонною 
моделлю. В цьому випадку необхідно встановлювати подібність між системою-оригіналом і її 
моделлю в системі керування, а також числові співвідношення між параметрами керуванні ujор

 і 
ujм.  

В [5] показано, що для системи керування з еталонною моделлю індикатори подібності кожно-
го члена задачі (1)—(2) визначаються як  
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де , ,
i ja x fµ µ µ — масштабні коефіцієнти відповідних величин. 

Критерії подібності визначаються за формулою (6), але, оскільки вони в даному випадку обчис-
люються у диференційній системі відносних одиниць, то вектор b на відміну від (5) буде рівним 
[3]: 
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Таким чином, простого виразу для визначення вторинних критеріїв подібності, аналогічного 
(9), не виходить.  

Як відомо [1], щодо встановлення подібності процесів критерії подібності та індикатори подіб-
ності є рівнозначними. Проте, як видно з (10), відношення критеріїв подібності окремих членів 
математичної моделі процесу і відповідних індикаторів подібності не еквівалентне. Можна допус-
тити, що, якщо параметрична подібність проявляється через відношення критеріїв подібності, то 
вона може бути встановлена також через відношення індикаторів подібності. 

За умови, що цільова функція відносно параметрів керування апроксимована поліномом виду 
(1), індикатори подібності для uj запишуться [5] 
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 де αji — алгебричні доповнення елементів αji, які взяті зі зворотним знаком.  
Якщо параметрична подібність існує між параметрами керування p-м і q-м, то для них мають 

бути однаковими індикатори подібності. З урахуванням (11) ця умова запишеться 
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яка після спрощення прийме вигляд 
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З останнього виразу випливає, що коли в досліджуваному процесі наявна параметрична подіб-
ність, то для того, щоб вона зберігалася і в моделі цього процесу, необхідно щоб виконувалася 
умова  
 pi qi=α α . (12) 

Тобто, повинні бути однаковими відповідні алгебричні доповнення однойменних параметрів в 
процесі-оригіналі і в його моделі. 

Використання вторинних критеріїв подібності в проектуванні ліній електропередачі 

У проектній практиці виникає необхідність економічно обґрунтованого вибору перетину про-
водів F і напруги U лінії електропередачі (ЛЕП). Приведені затрати на спорудження ЛЕП визна-
чаються так [6]: 

 ( )
2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ,P l PLЗ k k U k F L k k k P k PU k UL k
L F U

    = + − + + + + + +         
 (13)  

де 1 9...k k  — постійні вартісні коефіцієнти; U — напруга електропередачі; F — площа поперечно-
го перерізу струмопровідних частин; Р — потужність, яка передається ЛЕП;  
L — довжина ЛЕП. 

Напруга U і площа поперечного перерізу проводів F електропередачі є змінними, які оптимізу-
ються. Розглянувши тільки змінну складову затрат і ввівши такі позначення  

2
1 2 7 8 2 9 3 4 4 3, , , ,a k L k P k L a k PL a k P L a k L= + + = = =  

перепишемо (13) 

 1 2 1
1 2 3 4З aU a U a U F a F

− − −
= + + + . (14) 

В (14) перша і друга складові затрат визначаються вибраною напругою, третя складова — за-
трати на покриття втрат електроенергії в лінії, четверта складова — капіталовкладення, пропор-
ційні площі поперечного перерізу проводів.  

Скористаємося співвідношенням (9) і визначимо деякі умови, за яких ЛЕП буде оптимальною. 
Розглянемо останні дві складові (14). Відношення критеріїв подібності π3 і π4 у відповідності з (9) 
визначиться: 

34 3 4 24 23/ 1 1 1π = π π = −α α = − ⋅ − = . 

Як бачимо, для того щоб ЛЕП була оптимальною, необхідно щоб затрати на покриття втрат 
електроенергії в ЛЕП і капіталовкладення в проводи ЛЕП були рівними. Зауважимо, що таке спів-
відношення повинно витримуватися незалежно від вартості кВт-год втрат електроенергії і вартості 
1 км проводу. Як цього досягти в проектній практиці та в процесі експлуатації — предмет окремо-
го дослідження.  

В [7] задача (14) визначення оптимальних напруги і перерізу проводів ЛЕП розв’язана критері-
альним методом і отримано числовий розв’язок. За певних значень вартісних коефіцієнтів, які 
діяли на той час, отримані такі оптимальні значення критеріїв подібності: 

0,5; 0,27; 0,115; 0,115=π . 
Тобто, отримані в [7] результати підтверджують висновки, зроблені щодо оптимальності ЛЕП 

на підставі вторинних критеріїв подібності вигляду (8) та (9). 

Вторинні критерії в оптимальному керуванні режимом лінії електропередачі 
надвисокої напруги 

Для ЛЕП 330—750 кВ втрати активної потужності в них залежать від перетоків активної і реак-
тивної потужностей, а також від втрат, обумовлених коронним розрядом (втрати на корону). Тоб-
то, втрати в лінії визначаються як [8]  
 k P QP P P P∆ = ∆ + ∆ + ∆ , (15) 

де 11
k kP k LU

α
∆ = — втрати на корону; 2 2

P oP r LP U
−

∆ = — втрати від перетоків активної потуж-

ності Р; 2 2
Q oP r LQ U

−
∆ =  — втрати від перетоків реактивної потужності Q; kk — коефіцієнт, що 
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характеризує рівень втрат на корону в 1 км лінії для даної конструкції фази і даної погоди; α11 — 
показник, що характеризує залежність втрат на корону від напруги U за певних погодних умов; ro 
— питомий активний опір лінії. 

В загальному вигляді (15) як функція втрат від напруги запишеться: 

 11 12
1 2P a U a U

α α
∆ = + , (16) 

де a1 = kk L;   а2 = roLP2 + roLQ2;   α11 = 3 ÷ 8;   α12 = –2. 
Встановимо, якими мають бути оптимальні співвідношення в ЛЕП між втратами на корону (пе-

рша складова (16)) і навантажувальними втратами (друга складова (16)). Згідно (9)  

 1
12 1 2 12 11 11/ 2/

−
π = π π = −α α = α . (17) 

З аналізу залежності (17) видно, що оптимальне відношення між втратами на корону і наванта-
жувальними залежить від погодних умов. За хорошої погоди (α11 = 3) втрати на корону і наванта-
жувальні втрати в ЛЕП мають бути в пропорції 2/3 (π12 = 0,66). З погіршенням погодних умов част-

ка втрат на корону в сумарних втратах має 
зменшуватися, а навантажувальних — зрос-
тати. За граничних умов (туман, ожеледь, 
α11 = 8) π12 = 0,25. Тобто оптимальним буде 
такий режим ЛЕП, коли втрати на корону 
будуть в чотири рази менші за навантажува-
льні втрати. На рис. 1 показана залежність 
між оптимальним відношенням втрат на ко-
рону і навантажувальними втратами в залеж-
ності від коефіцієнта α11 або, що те саме, від 
погодних умов, в яких експлуатується ЛЕП. 
Ця залежність може використовуватися для 
оптимального керування рівнями напруги 
ЛЕП, а також, якщо це допустимо, перетока-

ми потужності в ній.  

Оптимальне керування нормальними режимами електричних мереж 

В [9] показано, що керування режимами електричних мереж (ЕМ) може здійснюватися за двокон-
турною схемою з еталонною моделлю в 
контурі адаптації (див. рис. 2). Керування 
здійснюється з метою зменшення втрат еле-
ктроенергії за законом  
                 ( ) ( )t t′= − ⋅u yπ ,       (18) 

з( )t ∈u U , 

де u(t) — вектор керування (коефіцієнти 
трансформації трансформаторів і наванта-
ження джерел реактивної потужності); 
y′(t) — вектор визначальних параметрів 
стану ЕМ, які телевимірюються; π — мат-
риця критеріїв подібності; U3 — область 
нечутливості (оптимальності), верхня Uвз 

та нижня Uнз границі якої та уставка Uуст визначаються і задаються на певний термін за результа-
тами розрахунків та аналізу характерних станів ЕМ.  

Ефективність функціонування системи автоматичного керування (САК) режимами ЕМ зале-
жить від повноти інформації і від точності моделі процесу регулювання потоками потужності і 
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Рис. 1. Оптимальне співвідношення втрат в ЛЕП  
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Рис. 2. Адаптивна система керування з еталонною моделлю 
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напругою в ЕМ. Адекватність моделі у відповідності з інформаційним забезпеченням, яке склало-
ся на даний момент, та умовами експлуатації може досягатися за допомогою співвідношення (12).  

Як приклад, розглянемо задачу оптимального керування потоками потужності та напругою в 
електричній системі. В процесі експлуатації закон регулювання (18) необхідно корегувати у відпо-
відності з оптимальними залежностями типу (17), проілюстрованими на рис. 1. У відповідність з 
цими залежностями, які адаптують САК до реальних умов експлуатації, необхідно привести також 
еталонну модель процесу. Для цього масштабні коефіцієнти параметрів моделі необхідно поміня-
ти таким чином, щоб виконувалася умова (12), в яку підставлені показники степені, що відповіда-
ють даним умовам експлуатації. 

Висновки 

1. За наявності параметричної подібності в досліджуваному процесі вона може бути встановле-
на у вигляді відношення відповідних критеріїв подібності — вторинних критеріїв подібності. Зна-
чення вторинних критеріїв подібності може бути визначене з аналізу матриці розмірностей. 

2. Індикатори подібності в загальному випадку не дозволяють виявити параметричну подіб-
ність в досліджуваному процесі. Вони дозволяють встановити і досягти адекватності процесів в 
оригіналі та в його моделі. Для цього також достатньо інформації, яка міститься в матриці розмір-
ностей параметрів, що характеризують процес. 

3. За допомогою вторинних критеріїв та індикаторів подібності можуть успішно розв’язуватися 
певні технічні задачі. Це насамперед оптимізаційні задачі, в яких можливо і доцільно використо-
вувати стійкі співвідношення між оптимальними значеннями параметрів. До таких задач в елект-
роенергетиці відносяться задачі проектування ліній електропередачі, оптимізація режимів роботи 
ліній надвисоких напруг, оптимального керування нормальними режимами електричних мереж, 
тощо.  
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