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ДО ПИТАННЯ МОДЕЛЮВАННЯ  
ХАРАКТЕРИСТИКИ НАМАГНІЧУВАННЯ  

ЕЛЕКТРОДВИГУНА ПОСТІЙНОГО СТРУМУ  
З ПОСЛІДОВНИМ ЗБУДЖЕННЯМ 

Встановлено, що представлення моделі кривої намагнічування сукупністю параболи та 
прямої дає найточнішу апроксимацію універсальної кривої намагнічування електродвигуна 
постійного струму з послідовним збудженням (ЕДПЗ) у порівнянні з представленням цієї кри-
вої намагнічування математичними моделями, які базуються на апроксимації кривої намагні-
чування ареа-синусом та гіперболічним тангенсом. Показано, що математичні моделі, які ба-
зуються на апроксимації кривої намагнічування гіперболічним тангенсом та ареа-синусом, 
недоцільно використовувати для розв’язання задачі мінімізації втрат електроенергії ЕДПЗ. 

1. Вихідні передумови та постановка задачі 

В роботі [1] запропонована зручна для використання при розв’язанні задачі оптимізації матема-
тична модель характеристики намагнічування ( )iφ  у вигляді: 
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та здійснена її ідентифікація для універсальної кривої 
намагнічування для ЕДПЗ, показаної на рис. 1, у ви-
гляді — 

  ( ) [ )
[ )

2
0,73299 1,66977 , 0,0,96353 ;
0,68050 0,25725 , 0,96353, .

i i ii
i i

− + ∈φ = 
+ ∈ ∞

 (3) 

В роботі [2] зроблено порівняльний аналіз запропо-
нованої математичної моделі (1) та відомої моделі кри-
вої намагнічування, яка базується на апроксимації не-
лінійності ( )iφ  функцією арктангенса [3] 

                      ( ) ( )arctgat at ati a b iφ = ,                       (4) 

де ata  та atb  — константи. 
Цей порівняльний аналіз, зроблений на базі універсальної кривої намагнічування [4] 

(див. рис. 1), показав, що математична модель (1) втричі точніше апроксимує універсальну криву 
намагнічування, а також, на відміну від моделі (4), може бути застосована у варіаційній задачі оп-
тимізації втрат електроенергії ЕДПЗ. 

В продовження статті [2] в даній роботі зроблено порівняльний аналіз математичної моделі 
кривої намагнічування (1) з моделлю, яка базується на апроксимації кривої намагнічування функ-
цією гіперболічного синуса [5]: 

 ( ) ( )shsh sh shi a bφ = φ , (5) 

та з моделлю, яка апроксимує криву намагнічування функцією гіперболічного тангенса [3, 5]: 

 ( ) ( )thth th thi a b iφ = , (6) 
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Рис. 1. Універсальна крива намагнічування  

для двигунів послідовного збудження 
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де sha , shb , tha , thb  — константи. 
Але перед тим, як перейти безпосередньо до порівняння моделей (1) та (5), (6), необхідно мате-

матичну модель (5) представити у адекватному для порівняння з моделлю (1) вигляді, тобто пере-
творити залежність ( )i φ  на залежність ( )iφ . Для цього використаємо ареа-функцію, а саме — 
ареа-синус, тоді вираз (5) матиме вигляд 
 ( ) ( )arshas as asi a b iφ = , (7) 
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2. Особливості ідентифікації параметрів математичних моделей (1) та (6), (7) 

В роботі [2] побудовано алгоритми ідентифікації параметрів математичних моделей (1) та (4). 
Що стосується ідентифікації параметрів моделей (6) та (7), то її слід проводити за тим самим алго-
ритмом, який розроблено у роботі [2] для моделі (4), тільки замінивши всі арктангенси на відпові-
дні функції моделей (6) та (7) і врахувавши, що для моделі (7) значення коефіцієнта asb  необхідно 
шукати у діапазоні значень від 0 до 10. 

Не зупиняючись на процесі застосування алгоритму, вкажемо лише на те, що за його допомо-
гою для кривої намагнічування, показаної на рис. 1, отримано — 

 ( ) ( )1,13744 th 1,252th i iφ = , (8) 

 ( ) ( )0,41328 arsh 4,550as i iφ = . (9) 

3. Порівняльний аналіз математичних моделей (3) та (8), (9) 

Як показано в роботі [2], найменше значення суми квадратів відхилень математичної моделі (3) 
від універсальної кривої намагнічування становитиме — 
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де ( )1 iφ  — парабола, ( )2 iφ  — пряма, ( )р iφ  — крива намагнічування, отримана через інтерполя-
цію відомих точок універсальної кривої намагнічування, а 0,002 — крок дискретизації 

max 2 0,002
1000 1000
i = = 

 
, в якому maxi  — найбільше напевно відоме значення універсальної кривої 

намагнічування. 
Реалізувавши другий алгоритм роботи [2], адаптований до моделей (8) та (9), у комп’ютерній 

програмі та застосувавши отриману програму до універсальної кривої намагнічування, зображеної 
на рисунку 1, знайдемо, що найменші значення сум квадратів відхилень математичних моделей (8) 
та (9) від універсальної кривої намагнічування становитимуть відповідно — 
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Отже, можна зробити висновок, що математична модель (3) приблизно в 13,56 рази «ближча» 
до універсальної кривої намагнічування, ніж модель (8): 
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а також приблизно в 8,67 рази «ближча» до універсальної кривої намагнічування, ніж модель (9): 
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На рис. 2 зображені графіки універсальної кри-
вої намагнічування (суцільна лінія), параболічно-
лінійної кривої намагнічування (пунктирна лінія) 
та кривої намагнічування, апроксимованої гіпер-
болічним тангенсом (штрихова лінія). 

На рис. 3 зображені графіки універсальної кри-
вої намагнічування (суцільна лінія), параболічно-
лінійної кривої намагнічування (пунктирна лінія) 
та кривої намагнічування, апроксимованої ареа-
синусом (штрихова лінія). 

4. Аналіз можливості застосування  
математичних моделей (6) та (7)  

у задачі оптимізації втрат електроенергії 

Як зазначалось у статті [6], в роботі [7] задача 
оптимізації за критерієм 
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режиму роботи за програмою 
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електропривода з електродвигуном послідовного 
збудження, динаміка якого описується рівнянням 
                       0iφ = ν + µ ,                  (17) 
доведена до отримання рівняння 
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для розв’язання якого відносно струму i  якоря електродвигуна необхідно задати в аналітичній фор-
мі залежність робочого магнітного потоку ( )iφ  цього електродвигуна від струму збудження, який 
для цього класу електродвигунів є одночасно і струмом збудження якоря. 

В тій же роботі [6] показано, як отримати оптимальні закони зміни для струму i  та швидкості 
обертання ν  вала ротора ЕДПЗ, щоб забезпечити мінімум функціонала (15) за умови виконання 
програми (16). 

Слід зазначити, що особливістю використання моделі (1) у співвідношенні (18) є отримання 
двох пар оптимальних законів зміни струму та швидкості обертання вала ротора, оскільки спочат-
ку ми підставляємо у співвідношення (18) перше рівняння системи (1) і отримуємо першу пару 
оптимальних законів, а потім — друге рівняння системи (1) і отримуємо другу пару. Зважаючи на 
це, можна припустити, що математичні моделі (6) та (7) зручніші для використання, оскільки вони 
описують всю криву намагнічування одним рівнянням. 

Підставивши математичну модель (6) у співвідношення (18), матимемо  
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Рис. 2. Графіки універсальної кривої намагнічування 

(суцільна лінія), параболічно-лінійної кривої  
намагнічування (пунктирна лінія) та кривої  

намагнічування, апроксимованої гіперболічним  
тангенсом (штрихова лінія) 

 
Рис. 3. Графіки універсальної кривої намагнічування  

(суцільна лінія), параболічно-лінійної кривої  
намагнічування (пунктирна лінія) та кривої  

намагнічування, апроксимованої ареа-синусом  
(штрихова лінія) 
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або ( )( ) ( )( )( )2
0 0th 1 th 2 0th th th th tha b i C i a b b i C iλ τ + + − λ τ + − = . (20) 

Підставивши математичну модель (7) у співвідношення (18), матимемо  
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або  ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0arsh 1 2 1 0as as as as as asa b i C b i i a b C i b iλ τ + + + λ τ + − + = . (22) 

Оскільки рівняння (20) та (22) є трансцендентними, нелінійними рівняннями високих порядків, 
то для них неможливо знайти аналітичні розв’язки у загальному вигляді. А це означає, що матема-
тичні моделі (6) та (7), на відміну від моделі (1), непридатні для пошуку такого розв’язку даної 
задачі оптимізації, на основі якого можна реалізувати систему оптимального керування електроп-
риводом. 

А це, в свою чергу, перекреслює перевагу моделей (6) та (7), обумовлену тим, що вона задає 
зв’язок між магнітним потоком і струмом однією формулою. 

5. Висновки 

Узагальнюючи порівняльний аналіз математичної моделі (1) з моделями (6) та (7), а також з ма-
тематичною моделлю (6) роботи [2], можна зробити такі висновки: 

1) представлення моделі кривої намагнічування сукупністю параболи та прямої дає найточнішу 
апроксимацію універсальної кривої намагнічування електродвигуна постійного струму з послідо-
вним збудженням у порівнянні з представленням цієї кривої намагнічування математичними мо-
делями, які базуються на апроксимації кривої намагнічування арктангенсом (точність апроксима-
ції у 3,10 рази гірша, ніж у моделі (3)), ареа-синусом (точність апроксимації гірша у 8,76 рази) та 
гіперболічним тангенсом (точність апроксимації гірша у 13,56 рази); 

2) математичні моделі (6) та (7), які базуються на апроксимації кривої намагнічування гіпербо-
лічним тангенсом та ареа-синусом, недоцільно використовувати для розв’язання задачі мінімізації 
втрат електроенергії ЕДПЗ, оскільки при їх застосуванні на шляху до розв’язку виникають транс-
цендентні, нелінійні рівняння високих порядків, для яких неможливо знайти аналітичні розв’язки 
в загальному вигляді, що унеможливлює, в свою чергу, їх використання для синтезу системи оп-
тимального керування електроприводом. 
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