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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ТА АЛГОРИТМИ ДЛЯ СИСТЕМИ 
УПРАВЛІННЯ ЕФЕКТИВНІСТЮ ДІЯЛЬНОСТІ НАУКОВИХ 

КЕРІВНИКІВ АСПІРАНТІВ ТА ДОКТОРАНТІВ 
Розроблено моделі оцінки ефективності діяльності наукових керівників аспірантів і докторантів 

вищих навчальних закладів та моделі стимулювання їх діяльності. Побудовано алгоритм стимулю-
вання діяльності наукових керівників аспірантів і докторантів, за допомогою якого можна формувати 
процес стимулювання в системі управління ефективністю. 

Постановка задачі 

В роботах [1, 2] подані емпірично отримані співвідношення для оцінки ефективності діяльно-
сті наукових керівників аспірантів та докторантів і побудовано алгоритм матеріального стиму-
лювання їх за досягнення позитивних результатів. В роботі [3] здійснене теоретичне узагальнен-
ня цих емпіричних досліджень в частині синтезу системи управління діяльністю наукових 
керівників аспірантів та докторантів. В даній роботі здійснюється теоретичне узагальнення цих 
емпіричних досліджень, але уже в частині побудови математичних моделей для синтезованої 
системи управління. 

При формуванні моделей для системи управління ефективністю діяльності наукових керівни-
ків аспірантів та докторантів у вищих навчальних закладах основний акцент нами зроблено на 
діяльності елітної складової науково-педагогічного персоналу ВНЗ, тобто на діяльності докторів 
наук та професорів, на яких лежить основний тягар підготовки науково-педагогічних кадрів та 
створення наукової продукції. Тому методика їх матеріального стимулювання повинна включати 
такі базові елементи, як: 

1) адекватну модель оцінювання ефективності діяльності докторів наук та професорів наук у 
напрямку підготовки висококваліфікованих науково-педагогічних кадрів та створення якісної 
наукової продукції; 

2) адекватну модель стимулюючих впливів та чіткий алгоритм стимулювання ефективної дія-
льності докторів наук та професорів у зазначеному напрямку, тобто алгоритм встановлення їм 
надбавок до посадових окладів. 

Очевидно, що ці моделі та алгоритми слід будувати, використовуючи відносні показники, 
адже саме так прийнято в економіці для усіх виробників різнопланової продукції [4]. 

Визначення показників діяльності та їх нормалізація 

Вектор показників роботи наукових керівників, позначений в роботі [3] символом 


X , є сукуп-
ністю різного роду даних наукової діяльності усіх докторів наук та професорів ВНЗ, тому цей век-
тор у загальному вигляді можна подати матричним виразом 
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де n  — кількість професорів та докторів наук у ВНЗ, = 1,i n ; m  — кількість показників діяльно-
сті докторів наук та професорів, що враховуються при оцінюванні ефективності цієї діяльності, 

= 1,j m ; ( )j
ix  — j-й показник діяльності i-го доктора наук чи професора, який займається у ВНЗ 

науковою діяльністю та здійснює підготовку аспірантів та докторантів. Реально введений нами за 

визначенням вектор X


 є n - множиною векторів ( ) 
  

Tj
ix , = 1,i n , = 1,j m . 

Вектор загальних характеристик аспірантів та докторантів, які знаходяться чи знаходились під 
науковим керівництвом докторів наук та професорів, позначений у роботі [3] символом 



Z , відпо-
відно, можна подати у такому вигляді: 

 { }=


 1 2 3, , , , , ,
T

l pZ z z z z z , (2) 

де p  — кількість характеристик аспірантів та докторантів, які працюють чи працювали під керів-
ництвом докторів наук та професорів у даному ВНЗ, = 1,l p ; lz  — l-та характеристика аспірантів 
та докторантів. 

Не будемо зупинятися на складових стохастичного вектора завад, позначеного у роботі [3] сим-
волом 



F , лише зазначимо, що під цим символом приховані різноманітні причини, з яких аспірант 
чи докторант вчасно не завершив чи вчасно не подав до друку дисертацію або монографію. 

Вектори 


X  та 


Z  формуються шляхом використання даних про аспірантів та докторантів ВНЗ, 
а також про діяльність докторів наук та професорів Після приведення векторів 



X  та 


Z  до виду 
відносних, вони використовуються для отримання результуючих узагальнених показників діяль-
ності наукових керівників ВНЗ, які ми подаємо у вигляді вектора оцінок ефективності діяльності 
наукових керівників 



E , який має вигляд 

 { }=


 1 2 3, , , , , , T
i nE e e e e e , (3) 

де n  — кількість професорів та докторів наук у ВНЗ, = 1,i n ; ie  — результуюча оцінка ефектив-
ності діяльності i-го доктора наук чи професора. 

Однак, вектор 


E  можна сформувати лише за наявності множини вагових коефіцієнтів моделі 


K , яку в свою чергу можна подати виразом 

 { }=


 Ц 1Ц 2Ц 3Ц Ц Ц, , , , , ,
T

j mK k k k k k , (4) 

де, нагадаємо, m — кількість відносних показників, що використовуються для визначення резуль-
туючих показників діяльності наукових керівників і, відповідно, вагових коефіцієнтів, які вказу-
ють на міру впливу того чи іншого відносного показника діяльності наукового керівника на зна-
чення результуючого показника ефективності діяльності наукового керівника, = 1,j m ; Цjk  — 
коефіцієнт вагомості j-го відносного показника ефективності діяльності наукового керівника, зна-
чення якого залежить від поставленої цілі. 

Оскільки, синтезована нами в роботі [3] система управління ефективністю діяльності наукових 
керівників ВНЗ, як вже зазначалося раніше, є орієнтованою на мету (ціль), то формально можна 
також розглядати і вектор цілей Ц



, який координує характеристики вектора вагових коефіцієнтів 
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ЦK : 

 { }1 2 3Ц ц ,ц ,ц ,…,ц ,…,ц
T

s g=


, (5) 

де g  — кількість можливих цілей, які визначає керівництво ВНЗ в процесі управління науково-
педагогічним персоналом у цьому напрямку, = 1,s g ; цs  — s-та ціль, встановлена керівництвом 

ВНЗ, і формально ( )Ц ЦK f=
 

. 
Результатом функціонування запропонованої нами в роботі [3] системи управління ефективніс-

тю діяльності наукових керівників ВНЗ є саме досягнення поставлених цілей за допомогою керу-
ючих впливів у вигляді матеріальних стимулів докторів наук та професорів, вектор яких 



C  ми 
можемо записати у вигляді 

 { }=


 1 2 3, , , , , , T
i nC c c c c c , (6) 

де, нагадаємо, n  — кількість професорів та докторів наук у ВНЗ, = 1,i n ; ic  — надбавка до 
посадового окладу за ефективну наукову діяльність i-му доктору наук чи професору. 

В аспекті підготовки висококваліфікованих науково-педагогічних кадрів найважливіше зна-
чення, на наш погляд, відіграють такі показники ефективності діяльності професорів та докторів 
наук, як [1, 2]: 

1iZ  — кількість аспірантів та докторантів у одного i-го доктора наук чи професора за весь пе-
ріод діяльності після надання йому права бути науковим керівником аспірантів та докторантів у 
даному ВНЗ, які вже закінчили аспірантуру чи докторантуру; 

( )1
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які представили до захисту кандидатську або док-

торську дисертацію у строк під керівництвом i-го професора чи доктора наук у даному ВНЗ; 
2Z  — кількість кандидатів та докторів наук, що захистилися під керівництвом усіх наявних до-

кторів наук та професорів у даному ВНЗ за весь період їх роботи в даному закладі (включаючи 
пошукувачів); 

( )2
iX  — кількість кандидатів та докторів наук, що захистилися під керівництвом конкретного 

наявного i-го професора чи доктора наук у даному ВНЗ за весь час його роботи у цьому ВНЗ 
(включаючи пошукувачів); 

( )3
iX  — кількість аспірантів та докторантів у i-го доктора наук чи професора за весь період йо-

го роботи у даному ВНЗ, які залишили аспірантуру (докторантуру) за власним бажанням або були 
відраховані за невиконання індивідуального плану чи за скоєння злочину; 

( )4
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які захистилися протягом року після закінчення 

аспірантури або докторантури під керівництвом i-го доктора наук або професора у даному ВНЗ; 
( )5
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які захистили дисертацію протягом трьох років 

(подвійний термін) після закінчення аспірантури під керівництвом конкретного i-го професора, 
доктора наук у даному ВНЗ; 

( )6
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які захистили дисертацію протягом шести років 

(потрійний термін) після закінчення аспірантури або докторантури під керівництвом конкретного 
i-го доктора наук або професора у даному ВНЗ; 

( )7
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які під керівництвом конкретного i-го доктора наук 

чи професора захистили дисертацію у строк в даному ВНЗ і протягом року за матеріалами дисер-
тації опублікували наукову монографію; 

( )8
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які під керівництвом конкретного i-го доктора наук 

чи професора захистили дисертацію протягом року з моменту закінчення аспірантури (докторан-
тури) і протягом року після захисту опублікували наукову монографію за матеріалами дисертації; 

( )9
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які під керівництвом конкретного i-го доктора наук 
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чи професора захистили дисертацію протягом трьох років після закінчення аспірантури (докторан-
тури) і протягом року після захисту опублікували монографію за матеріалами дисертації; 

( )10
iX  — кількість аспірантів та докторантів, які під керівництвом конкретного i-го доктора на-

ук чи професора захистили дисертацію протягом шести років після закінчення аспірантури і про-
тягом року після захисту опублікували монографії за результатами дисертації; 

3Z  — кількість монографій, опублікованих за час роботи усіх наявних докторів наук та професорів 
у даному ВНЗ, пов’язаних з їх докторськими дисертаціями (без аспірантів); 

( )11
iX  — кількість монографій, опублікованих за час роботи у ВНЗ конкретним i-м доктором чи 

професором за матеріалами його досліджень (без аспірантів), які не увійшли в інші категорії моно-
графій; 

4Z  — найбільша на рік розрахунку кількість кандидатів та докторів наук, підготовлених за час 
роботи у даному ВНЗ певним доктором наук чи професором у порівнянні з іншими; 

( )12
iX  — кількість аспірантів та докторантів даного ВНЗ, якими в рік розрахунку керує і-й док-

тор наук чи професор; 
5Z  —максимальна кількість аспірантів та докторантів, якими дозволяється керувати протягом 

року одному доктору наук чи професору за нормативами вищої школи (в даний час =5 5Z ). 
Відносність ряду показників діяльності можна забезпечити співставленням із наявними норма-

тивами, а решту із сукупними значеннями цих показників для решти науково-педагогічних пра-
цівників даної категорії. При цьому певні показники можуть бути додатними, а інші — 
від’ємними. 

Використовуючи введені показники ( ) ( ) ( ) ( ){ } 

1 2 12, , , ,ji i i iX X X X , = 1,i n , та { 1 2 3, , ,iZ Z Z  

}4 5,Z Z , сформуємо систему відносних одиниць jix  для математичної моделі оцінки ефективності 
діяльності кожного i-го доктора наук та професора ie  у такий спосіб: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 (7) 

Наявність в множині нормованих змінних { } 1 13, , ,i ji ix x x , = 1,i n , поданих співвідношен-

ням (7), змінних 7 8 9 10, , ,i i i ix x x x , які є комбінаціями інших незалежних змінних цієї множини, як 
показали дослідження, продиктована необхідністю повніше врахувати вклад кожного доктора 
наук чи професора у справу підготовки науково-педагогічних кадрів та написання монографій, і, 
фактично, є зведенням дворівневої ієрархічної структури до однорівневої. 

Звертаємо увагу на те, що використання в множині (7) для нормування складових вихідного ве-
ктора Z



 підсистеми аспірантів і докторантів, фактично, є некласичним аналогом згортки за вихо-
дами цієї підсистеми з підсистемою наукових керівників (див. рис. 6 в роботі [3]). 

Звернемо увагу також і на те, що змінна 3ix , = 1,i n , повинна увійти зі знаком мінус в майбут-
ню математичну модель, оскільки вона характеризує відносну кількість аспірантів і докторантів i-
го наукового керівника, які з якихось причин залишили аспірантуру чи докторантуру до її норма-
тивного терміну закінчення, не подавши до захисту дисертацію. Цим підкреслюється, що даний 
науковий керівник «викинув на вітер» кошти, які були витрачені на підготовку цієї відносної кіль-
кості аспірантів та докторантів у роки до відрахування. 
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Математичні моделі для оцінки ефективності діяльності  
наукових керівників аспірантів та докторантів 

Необхідність враховувати в нашому випадку динаміку процесу функціонування об’єкта управ-
ління та його стохастичність і від’ємність значень деяких змінних одразу ж виключає можливість 
використання в якості математичних моделей лінійні та квадратичні детерміновані форми, опти-
мальні значення коефіцієнтів при змінних в яких знаходяться для статичного стану об’єкта мето-
дами лінійного та нелінійного програмування [5]. 

Оскільки регресійні моделі навіть в умовах введення до їх складу ковзного середнього [6] за-
лишаються в класі дескриптивних [4], тобто, які дають відповідь на запитання: «Як це відбуваєть-
ся?» і «Що буде далі за цих же умов?» — то, незважаючи на врахування ними стохастичності, во-
ни також не можуть бути використаними в якості математичних моделей процесів 
функціонування нашого об’єкта управління, оскільки вони лише або оптимально віддзеркалюють 
за критерієм мінімуму суми квадратів відхилень хід стохастичного процесу, або його фільтрують, 
виділяючи тренд, і зовсім не мають у своїй структурі важелів впливу на хід цього процесу [7]. 

Виходячи з постановки нашої задачі, можна стверджувати, що закон управління ефективністю 
діяльності професорів та докторів наук слід шукати в класі законів рейтингового управління [4, 8, 
9], а модель оцінки ефективності діяльності цієї категорії професорсько-викладацького складу 
ВНЗ — в класі аналітичних нормативних моделей, які до того ж враховують динаміку і стохастич-
ність процесу функціонування об’єкта управління, тобто серед таких, які дозволяють в темпі про-
цесу отримати відповідь на запитання: «Як це має бути?» — і передбачають цілеспрямовану дія-
льність, притаманну системам управління, навіть в умовах дії неконтрольованих випадкових завад 
[4]. 

Якби усі відносні показники jix , = 1,i n , = 1,13j , що характеризують діяльність кожного на-
шого i-го професора чи доктора наук, були незалежними змінними, то найпростіше і найефектив-
ніше для оцінки ie , = 1,i n , цієї діяльності на річному проміжку часу використати модель, запро-
поновану в роботах [4, 8, 9], яка базується на формулі зваженого середнього геометричного, і у 
введених у монографії координатах мала б вигляд 

 ( )
=

= + =∏
13

* *

1
1 , 1,

jk
i ji

j
e x i n , (8) 
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= ≤ η ≤∑

13
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1

13 , 0 1j
j
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за умови, що змінні jix , = 1,i n , = 1,13j , попередньо нормалізовані за Севиджем до значень 
*
jix , для того, щоб забезпечити невід’ємність усіх величин, які входять до моделі (8). 
Але в нашому випадку, на жаль, для кожного i-го доктора наук чи професора нормовані змінні 

підмножини { }7 8 9 10, , ,i i i ix x x x  є залежними від деяких інших складових множини 

{ } 1 13, , ,i ji ix x x , причому таким чином, що їх знаменники є чисельниками цих деяких складо-
вих. Тож при мультиплікації, яку забезпечує модель (8), залежні змінні частково анігілюють одна 
одну, викривлюючи цим кінцевий результат. 

Тому нами пропонується в якості моделі оцінки ie  ефективності діяльності професорів та док-
торів наук в напрямку підготовки науково-педагогічних кадрів та створення високоякісної науко-
вої продукції модель сингулярного стохастичного процесу з керованим трендом [10], яка для на-
шого випадку матиме вигляд: 

 
1) в неперервному часі t  — 

 ( ) ( )
=

= ∑
1

1
m

i j ji
j

e t k x t , (10) 
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де jix  — випадкова величина з нульовим математичним очікуванням та дисперсією jiD , а ( )1 t  
— одинична ступінчата функція, для якої справедливо те, що  

( )
≥

=  =

1, 0;
1

0, 0;

t
t

t
 

2) в дискретному часі q , коли = ∆t q t  ( ∆t  — період дискретності) — 

 [ ] [ ] [ ]
1

, 1, 2, , 1,
m

i j ji
j

e q k q x q q i n
=

= = =∑  . (11) 

Якщо задавати коефіцієнти [ ]jk q  в функції цілі Ц


, визначеної на попередньому етапі дискре-
тного процесу, то цей процес стає дискретним сингулярним стохастичним процесом з регульова-
ним трендом, модель якого у нашому випадку набуває вигляду 

 [ ] [ ] [ ]
13

1
1 , 1, , 1, 2, 3,i jц ji

j
e q k q x q i n q

=
= − = =∑  . (12) 

Незважаючи на формальну подібність виразу (12) до детермінованої лінійної форми, за своїми 
властивостями, обумовленими варіативністю в дискретному часі q коефіцієнтів 

[ ]ц , 1,13, 0, 1, 2, ,jk q j q= =     він суттєво відрізняється від лінійної форми, в якій аналогічні 
коефіцієнти є константами, визначеними в процесі розв’язання задачі лінійного програмування. 

Зміни в дискретному часі q значень коефіцієнтів [ ]ц , 1,13, 0, 1, 2, ,jk q j q= =   в системі 
управління ефективністю діяльності професорів та докторів наук (див. рис. 6 в роботі [3]) для за-
безпечення її руху в часі в потрібному напрямку здійснюються підсистемою прийняття рішень, в 
залежності від значення вектора 



E  оцінки ефективності їх діяльності в момент часу, що розгляда-
ється, та цілі, досягнення якої планується на наступному етапі. 

Слід зазначити, що для множини коефіцієнтів [ ] = = ц , 1,13, 0,1,2, ,jk q j q  співвідношення 
(9) теж є справедливим. Але це і не дивно, оскільки і модель (8), і модель (12) відносяться до класу 
евристичних, при формуванні коефіцієнтів яких суттєву роль відіграють експерти. 

У синтезованій нами моделі для оцінювання ефективності професорів і докторів наук (12) у ро-
ботах [1, 2] множину [ ]



цK q  запропоновано у стартовій точці = 0q  застосовувати у вигляді 

 [ ] { }= −


ц 0 1; 1; 1; 0,75; 0,5; 0,25; 0,2; 0,15; 0,1; 0,05; 1; 1; 1K . (13) 

Якщо ж керівництво ВНЗ змінить вектор цілей і прийме рішення щодо збільшення чи змен-
шення ваги того чи іншого відносного показника ефективності, тим самим створюючи можливості 
для стимулювання інших аспектів діяльності наукових керівників, то обмеження для інтегрально-
го коефіцієнта ефективності діяльності докторів наук та професорів зміняться у відповідності зі 
змінами значень коефіцієнтів вагомості. Саме у такий спосіб і здійснюватиметься керування у 
системі управління ефективністю діяльності наукових керівників із орієнтацією на ціль (мету), що 
дасть змогу керівництву ВНЗ настроювати синтезовану систему та моделі у її складі відповідно до 
нагальних потреб і вимог часу, обставин та середовища функціонування ВНЗ. 

 

Математична модель стимулюючих впливів та алгоритм стимулювання  
діяльності наукових керівників 

Із структурної схеми системи управління ефективністю діяльності наукових керівників, пока-
заної на рис. 6 у роботі [3], та із узагальненої математичної моделі (7) цієї ж роботи легко бачити, 
що сигналами управління є стимулюючі впливи, вектор 



C  яких формує підсистема ПСДС у фун-
кції значень вектора інтегральних оцінок ефективності E



 діяльності професорів та докторів наук. 
Розкриємо суть цієї функції ( )ПСДСf E . 

У відповідності з основною ідеєю рейтингового управління [4, 8, 9] перш ніж формувати сти-
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мулюючі впливи необхідно визначити рейтинг кожного і-го наукового керівника. 
Якщо позначити [ ]maxe q  — максимальне значення інтегральної оцінки ефективності ie , яке 

досягається в дискретний момент часу q  на множині (3) значень вектора 


E  в цей момент, то рей-
тинг iR  кожного i-го наукового керівника можна визначити як 

 [ ] [ ]
[ ]

=
max

i
i

e q
R q

e q
,  = 1,i n . (14) 

Очевидно, що для оцінки iR  справедливим є те, що 

 [ ]∈ =0,1 , 1,iR i n . (15) 

Якщо позначити максимальний стимулюючий вплив як maxH , який фізично являє собою мак-
симально допустиму надбавку до зарплати професора чи доктора наук за діяльність в одному на-
прямку, то вектор стимулюючих впливів [ ]



C q  в рамках рейтингового управління можна отримати 
у вигляді 

 [ ] [ ]=
 

maxC q R q H , (16) 

або покоординатно, з урахуванням співвідношення (14) —  

 [ ] [ ]
[ ]

= =max
max

, 1,i
i

e q
c q H i n

e q
. (17) 

Вирази (16), (17) і задають математичну модель стимулюючих впливів на наукових керівників. 
Використовуючи модель (17), побудуємо алгоритм стимулювання діяльності наукових керів-

ників. Він включатиме в себе такі кроки: 
1. Оцінювання в межах підсистеми ПСОЕ ефективності діяльності докторів наук та професорів 

ВНЗ у зазначеному напрямку в момент часу q  за допомогою розрахунку інтегральних оцінок ефе-
ктивності [ ], 1,ie q i n= , для кожного з науково-педагогічних працівників зазначеної категорії з 
використанням моделі (12). 

2. Визначення максимального значення [ ]maxe q  комплексного коефіцієнта ефективності діяль-
ності докторів наук та професорів загалом по даному ВНЗ, тобто на множині оцінок, отриманих за 
допомогою моделі (12). 

3. Визначення рейтингу кожного наукового керівника [ ] =, 1,iR q i n , в момент часу q за допо-
могою моделі (14). 

4. Розрахунок в межах підсистеми ПСДС розмірів надбавок до посадових окладів докторам на-
ук та професорам ВНЗ за ефективну діяльність у напрямку підготовки науково-педагогічних кад-
рів вищої кваліфікації та створення якісної наукової продукції =, 1,iC i n  з використанням моделі 
(17). 

5. Нарахування та виплата надбавок до посадових окладів докторам наук та професорам за ефекти-
вну діяльність у вказаному напрямку. Перерахунок даного виду надбавок повинен здійснюватися що-
року з метою врахування останніх надбань докторів наук та професорів та з метою ефективного сти-
мулювання їх до подальшої плідної та ефективної праці. 

Висновки 

1. В процесі дослідження було виявлено, що формування будь-якої системи доцільно здійсню-
вати із закладенням в неї бажаної концепції розвитку подій у необхідному напрямку, тобто доці-
льно обов’язково зазначати у системі необхідну мету (ціль). 

2. Для основних підсистем запропонованої у роботі [3] системи управління розроблено моделі 
оцінки ефективності діяльності наукових керівників аспірантів і докторантів та моделі стимулю-
вання їх діяльності. 

3. Побудовано алгоритм стимулювання діяльності наукових керівників аспірантів і докторан-
тів, за допомогою якого можна формувати процес стимулювання в системі управління ефективніс-
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тю. 
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