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СИНТЕЗ СИСТЕМИ НАВЕДЕННЯ ОБЕРТОВОГО  
БЕЗПІЛОТНОГО ЛІТАЛЬНОГО АПАРАТА НА ОСНОВІ  

ЛІНІНИХ МАТРИЧНИХ НЕРІВНОСТЕЙ 
Розглянуто метод синтезу системи наведення обертового безпілотного літального апарата за 

неповних вимірювань вектора фазових координат. Статичний регулятор за станом у ланцюзі зво-
ротного зв’язку визначається шляхом використання апарату лінійних матричних нерівностей. Век-
тор стану системи відновлюється за допомогою спостерігача пониженого порядку Люенбергера. 

Вступ 

В наш час актуальним питанням теорії управління польотом залишається задача синтезу оптима-
льних стабілізувальних законів керування. Для її розв’язання можуть використовуватися методи 
класичної теорії управління, робастного та нечіткого управління, штучного інтелекту [1—3]. Різно-
манітність існуючих методів теорії управління дозволяє обрати для розв’язання найприйнятніший 
метод, виходячи з умов поставленої задачі. В цій роботі пропонується використовувати методи 
теорії лінійних матричних нерівностей (ЛМН). В основі такого підходу лежать фундаментальні 
положенні теорії стійкості Ляпунова, які подані в роботі [4]. Перевагою використання цього методу 
для розв’язання задач стабілізації є можливість конструювання робастного регулятора досить не-
складним шляхом [5, 6]. Так як досліджується питання стабілізації безпілотного літального апарата 
(БПЛА) з неповною інформацією про стан об’єкта, синтез регулятора здійснюється після віднов-
лення повного вектора стану за допомогою спостерігача пониженого порядку Люенбергера. 

Постановка задачі 

За вихідну математичну модель об’єкта керування беремо систему звичайних диференціальних 
рівнянь  
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де ,i iA B  — елементи політопу, для яких виконується умова  

 { }1 1[ ] [ ],...,[ ] , 1,...,N NA B Co A B A B i N∈ = . 

За вектор стану об’єкта прийнятий вектор змінних: [ , , ]x y y y=   , а за керуючу величину — u -
відхилення рулів pδ  у каналі тангажу; ( )g t  — збурення, що діють на об’єкт (в цьому випадку 
використовується модель турбулентого вітру для моделювання збурень). В задачі розглядається 
неповний вектор стану об’єкта, а саме [1 0 0]C = . Це означає, що для вимірювання доступно ли-
ше відхилення БПЛА від центру променя, по якому відбувається наведення. В такій системі наве-
дення сигнали керування формуються за вимірюваним відхиленням БПЛА від осі променя, що 
рухається в просторі відповідно до прийнятого методу наведення. Величина і напрям відхилення 
БПЛА від центру променя визначаються вимірювальним приладом, що знаходиться на борту [7]. 

Для заданої матриці виміру C  за неповного вимірювання фазових координат об’єкта постави-
мо задачу синтезу оптимального спостерігача, який мінімізує похибку спостереження фазових 
координат об’єкта. Зробимо припущення, що усі фазові координати об’єкта вимірюються ідеаль-
но. Поставимо задачу синтезу регулятора, що мінімізує інтегральний квадратичний критерій якос-
ті. Тоді послідовне з’єднання об’єкта керування, регулятора і спостерігача буде описуватися рів-
няннями 
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 ( ) ( ) ( );reg regx t A x t B u t= +  

 ( ) ( ) ( ),reg regy t C x t D u t= +  

де Areg, Breg, Creg, Dreg — матриці подання у просторі стану послідовного з’єднання об’єкта керуван-
ня, регулятора і спостерігача. Загальний вигляд розглянутої системи керування схематично пока-
заний на рис. 1. 

Відмітимо, що оскільки ми зробили 
припущення про ідеальність відновлен-
ня, то отриманий регулятор буде субоп-
тимальним. 

Як було сказано вище, система наве-
дення БПЛА використовує вимір тільки 
однієї з компонентів вектора стану, то-
му для синтезу оптимального регулято-
ра в першу чергу необхідно відновити 
повний вектор стану системи за допомо-
гою спостерігача, отримавши тим самим 
оцінки відсутніх змінних вектора стану.  
У цій задачі застосовується спостерігач 
пониженого порядку — спостерігач Люенбергера, тому що не ставиться задача фільтрації шумів 
вимірів і придушення шумів стану. Як відомо, спостерігач Люенбергера є простішим, хоча і менш 
точним у порівнянні з фільтром Калмана. У той же час спостерігач Люенбергера володіє більшою 
робастністю відносно моделі зовнішнього збурення, що в умовах її невизначеності має велике 
практичне значення, оскільки для синтезу спостерігача конкретний вид збурення не використову-
ється.  

Таким чином, побудова оптимального закону керування складається з таких етапів:  
— на першому етапі відбувається оцінювання вектора стану системи (використовуючи спосте-

рігач Люенбергера),  
— на другому — розробляється регулятор зі зворотним зв’язком від оцінки вектора стану за обра-

ним алгоритмом (у цьому випадку використовується регулятор на основі ЛМН). 

Синтез спостерігача Люенбергера та відновлення повного вектора стану 

Для системи, що описується рівнянням (1) 

 ( ) ( ) ( )
d
x t Ax t Bu t

dt
= + , 

частина вектора стану, що доступна для вимірів, описується таким рівнянням: 
 ( ) ( )y t Cx t= , 

причому nxnA R∈ , lxnC R∈ , де l n< . Оскільки частина доступних вимірів l  менша, ніж кіль-
кість змінних стану n , необхідно відновити повний вектор стану x  та визначити такий вектор F , 
який мінімізує норму похибки x xε = − .  

Позначимо вектором ( )p t  ті змінні, які недоступні для вимірювання: 

 ( ) ( )p t C x t′= , 

де C′ — матриця змінних, які необхідно відновити. 
Відомо, що спостерігач пониженого порядку описується таким диференціальним рівнянням [8]: 

[ ]2 2 2 1 1 1( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )q t C AL FCAL q t C AL F CAL FCAL FCALF y t C B FCB u t′ ′ ′ ′= − + + − − + − ,  (3) 

де ( ) ( )1 2,L L C C ′′= . 

Відновлений стан системи ( )x t  визначається через ( )q t  таким чином [8]: 

  ( )2 1 2( ) ( ) ( )x t L q t L L F y t= + + .  (4) 
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Рис. 1. Система керування зі спостерігачем та регулятором 
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Рівняння (3), (4) описують спостерігач пониженого порядку. 
Таким чином, задача синтезу спостерігача полягає у виборі матриці коефіцієнтів підсилення 

спостерігача F , яка забезпечує задане розташування власних чисел матриці стану ( ) 2C FC AL′ −  
на комплексній площині. 

Синтез оптимального лінійно-квадратичного управління методом  
лінійних матричних нерівностей 

Припустимо, що повний вектор стану відомий, замінивши доступний стан відновленим. Тоді 
розглянемо задачу синтезу оптимального лінійно-квадратичного управління об’єктом (1) яка поля-
гає у знаходженні стабілізувального управління у випадку, коли всі змінні вектора стану системи 
вимірюються  

 ( )u Kx t= , 

що мінімізує функціонал якості  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0

T T T TJ x t Qx t u t Ru t dt x t Q K RK x t dt
∞ ∞

= + = +∫ ∫ ,   (5) 

де ,Q R— позитивно визначені вагові матриці.  
Зауважимо, що значення функціоналу залежить від траєкторії ( )x t  таким чином, що найгірше 

значення фунціоналу відповідає найгіршій траєкторії ( )x t . Задача полягає у знаходженні матриці 
коефіцієнтів підсилення K  та квадратичної функції Ляпунова P , що мінімізує границю 

( ) ( )0 0
Tx t Px t  найгіршого значення функціоналу J . В термінах лінійних матричний нерівностей 

(ЛМН) така задача зводиться до визначення матриці K  та функції Ляпунова, за якої значення фу-
нкціоналу якості гарантовано мінімізується згідно з (5). Таким чином, в роботі розв’язується така 
оптимізаційна задача: 

 0 0minimize Tx Px  

 за умови, що 0,TP P= >  ( ) ( ) 0T T
i i i iA BK P P A BK Q K RK+ + + + + < . (6) 

Введемо матриці Y  та W  такі, що 1 1,Y P W KP− −= = . Проведемо заміну змінних Y  та W  
замість P  та K  у (6) та, домноживши зліва та справа на Y , отримуємо нерівність 

 0T T T T
i i i iYA AY W B BW YQY W RW+ + + + + < .  (7) 

Використовуючи лему Шура [5], нерівність (7) можна записати у вигляді ЛМН 

 1
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0

T T T T
i i i iYA AY W B BW Y W

Y Q
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−

−

 + + +
 

− < 
 

−  

, (8) 

де матриці Q та R такі, що мають зворотну матрицю. 
Для того, щоб уникнути залежності функціоналу якості від початкових умов, припускається, 

що закон розподілу початкових значень можна описати випадковим процесом  з нульовим матема-
тичним очікуванням та одиничною матрицею коваріації, тобто: 

 
{ }
{ }

(0) 0;

(0) (0) ,T

E x

E x x I

 =


=
 

де Е — знак математичного очікування. 
Таким чином, задача полягає в мінімізації функціоналу якості J з урахуванням усіх можливих 

початкових умов з нульовим математичним очікуванням та одиничною матрицею коваріації. В 
результаті задача зводиться до знаходження роз’язку системи лінійних матричних нерівностей 
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де Z — граничне значення квадратичної функції Ляпунова, а саме 1Z Y−= . 
В свою чергу коефіцієнти підсилення регулятора визначаються як 

 1 1,P Y K WY− −= = . 

Отже, в результаті розв’язання системи ЛМН (9) отримано регулятор, що стабілізує об’єкт (1) з відно-
вленим станом (4), одночасно забезпечуючи мінімум функціонала якості (5). 

Практичне застосування розробленої методики на прикладі синтезу  
системи наведення обертового БПЛА 

Розглянемо роботу одного з каналів обертового БПЛА, параметри якого [7, 9]: маса 14,26m =  кг, 
момент навколо вертикальної осі 0,827Iz = кг⋅м2, площа крила 0,00769S =  м2, довжина виробу 

0,896L =  м. Вектор стану об’єкта: [ , , ]y y y  , y  — відхилення обертового БПЛА від центру про-
меня у вертикальній площині, y , y  — перша та друга похідні відхилення, відповідно; вектор 
управління: [ ]pδ , pδ  — відхилення рулів. 

Матриці простору стану номінальної (для швидкості 377,7V =  м/с) та збуреної моделей (для 
швидкості 256V =  м/с) [4] мають вигляд 

 
0 1 0

0 0 1

0 241200 14,33
nA

 
 =  
 − − 

;     
0 1 0

0 0 1

0 91970 6,887
pA

 
 =  
 − − 

; 

 [ ]0 0,097 113800.nB
′= ; [ ]0 0,074 284510pB

′= . 

Отриманий вектор коефіцієнтів підсилення регулятора  
y y yK K K

 

[ 4,278 0,02303 0,0004251 ]= − − − .  
Результати роботи номінальної та збуреної систем показано на рис. 2.  
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Рис. 2. Результати моделювання номінальної та параметрично збуреної моделей:  
a — похибка по висоті, м;   b — відхилення рулів,  градуси 

У якості кількісних показників функціонування синтезованої замкненої системи обчислено H2-
норми та H∞-норми  номінальної та параметрично збуреної моделей. Такі показники використову-
ються для оцінки якості (H2-норми) та робастності (H∞-норми) систем. Для цієї задачі вищевказані 
показники мають такі значення: 

y,
 

 δ,
 г

ра
д 
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 2 0,1012nH = ;  2 0,0905pH = ;  0,3818nH∞ = ;  0,0191pH∞ = .  

Висновок 

Розглянуто методику синтезу системи наведення обертовим БПЛА за неповних вимірювань ве-
ктора стану шляхом поєднання спостерігача та регулятора за станом, синтезованим з використан-
ням апарату лінійних матричних нерівностей.  

Розроблений на основі спостерігача Люенбергера та лінійних матричних нерівностей регулятор 
володіє певним ступенем робастності, про що свідчить якість перехідних процесів номінальної та 
параметрично збуреної моделей, а також обчисленні показники функціонування системи. 

Результати моделювання процесу наведення обертового БПЛА свідчать про ефективність роз-
роблених алгоритмів керування.  
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