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МОДИФІКОВАНІ ЕРМІТОВІ СПЛАЙНИ 
Запропоновано модифіковані тригонометричні ермітові сплайни, які дозволяють отримати точ-

ніший результат інтерполювання в порівнянні з існуючими методами для квазіперіодичних функцій 
та функцій вібраційного резонансу. В роботі визначаються основні галузі застосування розробленого 
методу інтерполяції. Для перевірки адекватності розроблених сплайнів автори наводять порівняль-
ну таблицю відхилень інтерпольованих тестових функцій, використовуючи розроблений та відомі 
методи сплайн-інтерполяції. 

Вступ 
Постійний розвиток апаратного забезпечення в сучасному технологічному та інформаційному 

світі вимагає створення та впровадження нових ефективних методів та моделей оброки і представ-
лення даних. Ця робота покликана вдосконалити та розширити застосування інтерполяції сплай-
нами. В роботі пропонується новий метод інтерполяції тригонометричними сплайнами для оброб-
ки дискретних даних, застосування якого для майже періодичних та квазіперіодичних функцій 
дозволить отримати точніші результати в порівнянні з аналогічними методами. 

Одне з цікавих явищ в прикладній та теоретичній фізиці, що відносно нещодавно почалось дос-
ліджуватися, — це вібраційний резонанс (ВР). ВР — квазіперіодичний рух (функція), що предста-
вляється як зміна динамічної системи і характеризується кінцевою кількістю (два чи більше) не-
сумісних сигналів. Під несумісністю автори розуміють періодичні сигнали, що кардинально відрі-
зняються за амплітудою та частотою. ВР виникає у випадку подачі на вхід нелінійної системи двох 
різних періодичних сигналів (потужний та слабкий). В цьому випадку слабкий сигнал з низькою 
частотою може бути підсилений потужним високочастотним сигналом. ВР подібний до стохасти-
чного резонансу, в якому високочастотний сигнал замінюють шумом [1]. Потрібно відмітити, що 
системи з сигналами двох різних частот зустрічаються в таких галузях, як зв’язок, акустика [2], 
нейробіологія [3] та лазерна фізика [4]. Тому задача точної обробки та представлення квазіперіо-
дичних функції є актуальною [5]. 

Огляд методів інтерполяції сплайнами 
Інтерполяція — процес розрахунку проміжних значень невідомої функції, яка задана сіткою 

дискретних значень. Інтерполяція сплайнами — один з методів інтерполяції, який полягає в пред-
ставленні невідомої функції між сусідніми точками дискретної сітки поліномом цілого степеня [6]. 
З-поміж сучасних видів інтерполяції сплайнами можна виділити такі: 

— сплайни з автоматичною зміною коефіцієнтів напруженості (Auto-Tensioning spline) [7]; 
— сплайни Ерміта; 
— В-сплайни (Basic splines) [8]; 
— NURBS-сплайни (Non-Uniform Rational Basis Spline) [9]; 
— сплайни п’ятого порядку (Quintic Spline) [10]; 
— Х-сплайни (X-Spline) [11].  
Оскільки майже періодичні та квазіперіодичні функції формуються на основі суми періодичних 

сигналів, то природно перейти від поліноміальної форми запису сплайна до тригонометричної. 
Наведемо найцікавіші та помітніші публікації, де використовуються тригонометричні сплайни. 

— розклад функції в ряд Фур’є [12]. Основна область звстосування таких сплайнів — це періо-
дичні функції;  

— представлення сплайнів з використанням тригонометричних функцій, що наведено в [13]. 
Основний недолік — значення першої похідної інтерполювальної функції біля точок основної 
сітки рівні нулю.  

— Сплайни, запропоновані Робертом Кауфманом (Robert F. Kauffmann), що розраховуються на 
основі чотирьох базових точок [14]. 

— Інтерполяція з використанням модифікованих ермітових сплайнів [15]. Поліном ермітового 
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сплайна на кожному відрізку інтерполяції пропонується замінити на емпірично виведені тригоно-
метричні вирази.  

Проведений огляд моделей тригонометричних сплайнів розкриває їх загальні недоліки:  низьку 
точність, вузьку спеціалізацію методів та в деяких випадках складність алгоритмізації. 

Основна задача цього дослідження — удосконалення процесу інтерполяції сплайнами, критерії 
досягнення якого полягають в підвищенні точності та швидкості отримання результатів для майже 
періодичних та квазіперіодичних функцій. 

Основна мета дослідження — розробка нової моделі інтерполяції тригонометричним сплайна-
ми, яка дозволить отримати точніший результат в порівнянні з аналогами для майже періодичних 
та квазіперіодичних функцій без ускладнення обчислень. 

Модель модифікованих тригонометричних ермітових сплайнів 

Нехай відомі значення функції ( )f x  в заданих точках ( ) , 1, ,i if x y i n= =  

1 2 i nA x x x x B= < < < < < =   та значення перших похідних в крайніх точках 

1 1( ) , ( ) .n nf x R f x R′ ′= =  Для побудови модифікованого тригонометричного сплайна візьмемо 
вираз 
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Змінна x  між точками інтерполяційної сітки 1[ ; ]i ix x +  нормується до змінної t . Знайдемо не-
відомі коефіцієнти , , , ,a b c d  виразивши їх через значення функції та її похідні iR  і 1iR +  на інте-
рвалі інтерполяції 1[ ; ]i ix x + . Розрахуємо ( )S t  та ( ) sin( ) cos( )S t b c t d t′ = − ⋅ + ⋅  для 

0; 2t t π= = . Результат запишемо у матричній формі 
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Перетворимо попереднє рівняння до вигляду 1A S K− ⋅ = . Невідомі коефіцієнти , , ,a b c d  в 
матричному вигляді запишуться як 
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Підставимо отримані значення , , ,a b c d  до загального виразу сплайна ( )S t  
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Отриманий вираз і є модифікованим тригонометричним сплайном. Розглянемо його особливості. 
Замість кубічного полінома в тригонометричних сплайнах використовуються функції sin( )x  та 
cos( )x . Комбінацією базових функцій з різними коефіцієнтами досягається необхідна форма ре-
зультуючої інтерполяційної кривої. 

В модифікованих тригонометричних сплайнах умова рівності перших похідних для попереднього 
та наступного сплайнів в точках інтерполяційної сітки виконується автоматично.  
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Для практичної перевірки розроблених сплайнів використовувались наближений та точний ме-
тоди розрахунку значень похідних функції в базових точках. Для розрахунку похідних точним 
методом використовувалась умова рівності другої похідної сусідніх сплайнів в спільній базової 
сітки. В результаті отримали тридіагональну матрицю, для якої розроблені прості, швидкі та ефек-
тивні методи розв’язання.  
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де 1, nR R  — це крайові умови, значення першої похідної функції в першій та останній точці інте-
рполювання, відповідно.  

Перевірка розроблених модифікованих тригонометричних сплайнів 

Для тестування та порівняння результатів роботи з іншими методами інтерполяції запропоно-
вані тригонометричні сплайни були реалізовані в математичному програмному пакеті Matlab. Роз-
рахунок похідних ( )iS t′  та ( )1iS t +′  для формули (4) виконувався точним методом. Для цього 
формувалась система рівнянь, отримана з умов неперервності другої похідної в спільних точках 
двох сусідніх сплайнів.  

Результати сплайн-інтерполювання тестових функцій трьома методами  

 
Примітки: 1. В таблиці наведено середні відхилення від тестових функцій;  
2. Відмічені комірки — кращий результат інтерполювання. 

В роботі виконано порівняння результатів інтерполяції тестових функцій (див. табл.) розробле-
ними тригонометричними, кубічними ермітовими та кубічними сплайнами. Критерієм точності 
вибрано середнє відхилення від заданої функції. Для тестування сплайн-методів було вибрано такі 
типи функцій: 

— багаточлени; 
— тригонометричні функції; 
— дробово-раціональні функції; 
— квазіперіодичні функції [16]; 
— квазіперіодичні функції вібраційного резонансу. 
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Висновок 

Оскільки всі процеси в природі зводяться до періодичного характеру, розробка та реалізація 
методів обробки (інтерполяції) періодичних та псевдоперіодичних дискретних даних є актуальною 
та необхідною. В роботі наведено огляд сучасних напрямків розвитку інтерполяції сплайнами вза-
галі та розроблені методи інтерполяції тригонометричними сплайнами зокрема. Автори в роботі 
пропонують нову модель тригонометричних сплайнів на основі підходу побудови сплайнів Ермі-
та. Для практичної реалізації розроблених сплайнів пропонується два методи розрахунку невідо-
мих коефіцієнтів. 

В роботі наведено результати інтерполяції сплайнами тестових функцій як відомими, так і роз-
робленим методами. Окрім поліноміальних та тригонометричних тестових функцій використову-
валися квазіперіодичні функції та функції вібраційного резонансу.  

В результаті обробки отриманих даних зроблено висновок, що розроблені тригонометричні ер-
мітові сплайни мають кращі інтерполяційні характеристики для періодичних, квазіперіодичних та 
функцій вібраційного резонансу в порівнянні з існуючими методами для базових точок з порівня-
но великими проміжками. 
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