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УДК 519.63 

А. Ю. Алієв, канд. ф-м. наук, доц.  

ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛОКАЛЬНОЇ ЗАДАЧІ  
ДЛЯ РІВНЯННЯ ЕЛІПТИЧНОГО ТИПУ  

Розглянуто нелокальну задачу для рівняння еліптичного типу в прямокутній області. Побудо-
вано прямокутну сітку і відповідну різницеву задачу. Оцінено похибку наближеного розв’язання не-
локальної задачі. 

Вступ 

Різні прикладні задачі (задачі теплопровідності [1—3], гідромеханіки [4—5], теорії пружності і 
оболонок [6] та ін.) приводяться до нелокальних крайових задач. Поява нелокальних крайових 
умов ускладнює насамперед обґрунтування класичних різницевих схем у зв’язку з ускладненням 
структури матриць отриманих систем рівнянь. Ця складність виявляє себе особливо під час обґру-
нтування чисельних методів у випадку нелінійних рівнянь. В цій роботі розглядається нелінійна 
нелокальна крайова задача для квазілінійного рівняння. Для чисельного розв’язання поставленої 
задачі застосовується метод кінцевих різниць і оцінюється похибка наближеного рішення нелока-
льної задачі. 

Основна частина 
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}Нехай . Позначимо: { , 0o x a y bΩ = < < < <

1 {0 , }x a y bΓ = ≤ ≤ = ;  2 { 0, 0 }x y bΓ = = < < ;  3 {0 , 0}x a yΓ = ≤ ≤ = ;  4 { , 0 }x a y bΓ = = < < ; 

{ , 0 , 0 }l x l y b l b< < < <Γ = = ;  
4

1
;i

i=
Γ = Γ∪ 1 3;  σ = Γ Γ∪   Ω = Ω Γ∪ . 

Нехай ( , , , , )f x y z p q  — деяка задана неперервна функція, визначена ( , )x y∀ ∈Ω  і для всіх 
. Будемо вважати, що часткові похідні , ,z p q , ,z p qf f f′ ′ ′  існують і задовольняють нерівності  

 0zf ′ ≥ ;          (1) 

 | |, | |p qf f M′ ′ ≤ < ∞ .        (2) 

Нехай ([ ] , , , , )x yL u u f x y u u u≡ Δ − . Вважатимемо, що ,φ ψ  — задані неперервні функції в об-

ласті своїх визначень.  
Необхідно знайти неперервну в Ω  функцію , яка буде двічі безперервно  диференційо-

вану в  та задовольняє рівняння  
( , )u x y

Ω
 [ ] 0L u =   (3)  

і граничні умови 
 u σ = φ ;     (4) 

       (5) [ ] ( , ) ( ) ( , ) ( ), 0 ;l u u l y y u a y y y b= − α = ψ < <

           (6) ( ) 1, 0 ;y yα ≥ < < b

 
2

(1)[ ] ( ) ( ) ( ), ( ) 0u ul u y y u y y
x y

Γ

⎛ ⎞∂ ∂
= + β + δ = γ δ ≤⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.       (7) 

Нехай 1 1 2;h a N h b N= = 2 .  Побудуємо сіткову область за допомогою ліній ix x= ; ; 

 і нехай 
jy y=

1 20,1,... ; 0,1,... ,i N j= = N 1k kx l x +< ≤ . 
Введемо позначення: 
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 ( ){ }1 2, : 1,2,..., 1, 1,2,..., 1h i jx y i N j NΩ = = − = − ; 

 ( ){ } ( ){ }1 2
1 2, : 1,2,..., ; 0, : 1,2,..., 1 ;h i h jx b i N y j NΓ = = Γ = = −  

 ( ){ } ( ){ }3 4
1 2, 0 : 1,2,..., ; , : 1,2,..., 1 ;h i h jx i N a y j NΓ = = Γ = = −  

 
41 3

1
; ;i

h h h h h h h
i=

σ = Γ Γ Γ = Γ Ω = Ω Γ∪ ∪∪ h . 

Апроксимуємо оператори  і l  різницевими операторами , визначеними таким чином: L ,h hL l

 ( )
1 2

, , , ,o oh ij h ij i j ij ij ijh x h yL u u f x y u D u D u⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤≡ Δ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ;      (8) 

 
1 1

1
1

1 1

k k
h N j k j k j N j

l x x ll u u u u
h h

+
+

− −⎡ ⎤ ≡ + − α⎣ ⎦ ,    (9) 

де 
1

2

1 1
2
1

1 1 1
2

12

1 1

2

2
; ;

2
;

2

.
2

o

o

i j ij i j
h ij xx yy xx

ij ij ij i j i j
yy ijh x

ij ij
ijh y

u u u
u u u u

h
u u u u u

u D u
hh

u u
D u

h

+ −

+ − + −

+ −

− + ⎫
⎡ ⎤Δ = + = ⎪⎣ ⎦

⎪
⎪− + − ⎪⎡ ⎤= = ⎬⎣ ⎦
⎪
⎪− ⎪⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎪⎭

1 ;     (10) 

Сформулюємо різницеву задачу, що відповідає поставленій задачі. Знайти функцію , визна-
чену в 

U
hΩ , таку, що  

 0h ijL U⎡ ⎤ =⎣ ⎦  на hΩ ;     (11) 

 
1h N jl U⎡ ⎤ j= ψ⎣ ⎦  на 4

hΓ ;           (12) 

 ij ijU = φ  на hσ ;         (13) 

 1 0 0 1 0 0 0 1(1)
0 0

1 2 2

j j j j j j
j j j j j γ 2

hΓjh
U U U U U U

l U U
h h h

+ −+ −− − −
⎡ ⎤ = + β + β + δ =⎣ ⎦  на ,  (14) 

де 0; 0
2 2

j j j j
j j
+ −β + β β − β

β = ≥ β = ≤ . 

Будемо вважати, що область hΩ  зв’язна, і виконується нерівність  

 2Mh < θ ,      (15) 

де { }1 2max , , 0 1h h h= < θ <  — деяке фіксоване число.  
Розглянемо лінійний різницевий оператор 

 
1

4

(1) 2
0

на ;

[ ] на ;

на ;

h ij h

h ij h N j h

j hh

U

U l U

l U

⎧ ⎡ ⎤′Λ Ω⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤Λ = Γ⎨ ⎣ ⎦
⎪

⎡ ⎤ Γ⎪ ⎣ ⎦⎩

       (16) 

де ; 
1 2

o oh ij h ij ij ij ij ij ij ijh x h yU U D U D U⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′Λ = Δ + ξ + η − μ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ U

 ,ij ij Mξ η ≤ ;      (17) 

 0.ijμ ≥       (18) 
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За стандартною схемою доводиться така лема. 
Лема 1. Нехай constV ≡  — деяка функція, визначена в hΩ , яка задовольняє нерівності 

 . Тоді  може набувати найбільше додатне (найменше від’ємне) значення 
лише у вузлових точках з . 

[ ] 0h VΛ ≥ ( )[ ] 0h VΛ ≤ V

hσ
Нехай U є наближеним розв’язком задачі (11)—(14). 
Теорема 1. Нехай точний розв’язок u задачі (3)—(7) має в Ω  обмежені треті похідні та неперервні 

другі похідні в Ω . Тоді для похибки  наближеного розв’язання справедливою є оцінка ij ij iju Uε = −

 ( )ij O hε = . 

Доведення. На основі формули Тейлора маємо:  

       (19) 
( )1

2 4

(1) 2
0

( ) на ;

на ;

0, на ;

( ) на .

h ij h

h N j h

ij h

j hh

O h

l O h

l O h

⎧ ⎡ ⎤′Λ ε = Ω⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤ε = Γ⎪ ⎣ ⎦⎨

ε = σ⎪
⎪

⎡ ⎤ε = Γ⎪ ⎣ ⎦⎩

Представимо розв’язок системи (19) у вигляді 

 1 2
ij ij ijε = ε + ε ,     (20) 

де         1

1

1 4

1

(1) 1 2
0

( ) на ;

0 на ;

0, на ;

( ) на .

h ij h

N j h

ij h

j hh

O h

l O h

⎧ ⎡ ⎤′Λ ε = Ω⎣ ⎦⎪
⎪ε = Γ⎪
⎨

ε = σ⎪
⎪

⎡ ⎤ε = Γ⎪ ⎣ ⎦⎩

         (21) 

     (22) 
( )1 1

2

2 1 2

2

(1) 2 2
0

0 на ;

на ;

0, на ;

0 на .

h ij h

h N j h N j h

ij h

j hh

l l O h

l

⎧ ⎡ ⎤′Λ ε = Ω⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε = − ε + Γ⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎨
⎪ε = σ
⎪

⎡ ⎤⎪ ε = Γ⎣ ⎦⎩

4

Спочатку оцінимо розв’язок системи (21). Розглянемо функцію 

 ( )0 01( , ) a xg x y e e
K

ν ν= − , 

де 
2

0 0 0 0
3arcth ; ; min 1, (1 )

2 2
M Mk

⎛ ⎞θ − θ ⎧ ⎫ν = = μ ν μ = − θ⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟θ ⎩ ⎭⎝ ⎠
. 

Неважко перевірити, що  

 
(1) 2

0

1 на ;

1 на .

h ij h

j hh

g

l g

⎧ ⎡ ⎤′Λ ≤ − Ω⎣ ⎦⎪
⎨

⎡ ⎤ ≤ − Γ⎪ ⎣ ⎦⎩
         (23) 

На основі (21), (23) и леми 1 випливає, що функція 

 1
ij ij ijG c h g± = ⋅ ⋅ ± ε  

додатна  на hΩ  (вибирається кінцева постійна ). C
Звідси випливає нерівність 
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 1
1 1max , const 0

h
ij C h C

Ω
ε ≤ = > .            (24) 

Позначимо через 
14

2max
h

N jw
Γ

= ε  і нехай ijω  — розв’язок системи 

 0h ij⎡ ⎤′Λ ω =⎣ ⎦  на hΩ ; 

 
1N j wω =  на 4

hΓ ; 

 0ijω =  на hσ ; 

 (1)
0 0jhl ⎡ ⎤ω =⎣ ⎦  на 2

hΓ . 

З леми 1 випливає 

 2
ij ijε ≤ ω  на hΩ ;        (25) 

 , 0 1ij i iwω ≤ τ < τ <  на hΩ .       (26) 

З іншого боку  

 ( )1 1
2 1

h N j h N jl l O⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε = − ε +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 4

hh  на Γ . 

І звідси на основі (25), (26) маємо:  

 
1

2 2 2 1 11 1
1 1

1 1 1 1

k k k k
j N j k j kj k j kj

l x x l l x x l C h
h h h h

+ +
+ +

− − − −
α ε ≤ ε + ε + ε + ε + 2

2  

або 1 2jw w C h C hα ≤ τ + + , 

де { }1max ,k k+τ = τ τ . 

Звідси маємо:  

 3
4

j i

C h
w C≤ ≤

α − κ
h ,    (27) 

де 
( )

3
4 min jj

CC =
α − τ

. 

Тоді з (25)—(27) маємо:  

 2
5 5max , max

h
ij i

i
C h C C

Ω
4ε ≤ = τ .   (28) 

На основі (20), (24) и (28) маємо:  

 6max
h

ij C h
Ω

ε ≤ ,  (29) 

де . 6 1C C C= + 5
Теорему 1 доведено. 

Висновки 

За методом кінцевих різниць у випадку нелінійної нелокальної крайової задачі для квазіліній-
ного рівняння побудовано відповідну різницеву задачу. Отримано оцінку похибки порядку ( )  
наближеного розв’язання нелокальної задачі. 

O h
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