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ВСТУП 

 

У наш час, коли все актуальнішою стає проблема чистої води 

або хоча б води, яка б відповідала вимогам водокористування різного 

типу, будь-які дослідження, спрямовані на вироблення оптимальних 

рішень щодо поліпшення стану природних вод, є надзвичайно акту-

альними [15, 19, 45, 123, 118]. 

 Історія знає чимало прикладів, коли кропітка робота вчених у 

галузі моделювання та прогнозування стану довкілля давала іншим 

по-новому поглянути на навколишнє природне середовище, переорі-

єнтувати своє ставлення до нього, ввести певні обмеження на свою ді-

яльність. Найбільш значущими та відомими прикладами є роботи  

Д. Х. Медоуза та Дж. Форрестера [51, 124] з прогнозування наслідків 

антропогенної діяльності людства у різних регіонах. Подібні роботи 

потрібні і в галузі моделювання якості річкових вод в Україні. У мо-

нографії наведено результати основних з цих робіт. 

 Для того, щоб виробити оптимальну стратегію управління дов-

кіллям, щоб синтезувати комплекс оптимальних заходів, спрямованих 

на поліпшення якості поверхневих вод, перш за все, треба ідентифіку-

вати адекватну модель процесів, які протікають у цих водах. 

 Питанням синтезу та вибору математичних моделей, оптималь-

них для заданих умов, їх ідентифікації, у т.ч. за реальними даними ре-

гулярного державного моніторингу вод України, адекватності та точ-

ності і присвячена дана робота. Основна вимога до моделей, які розг-

лядались — це їх придатність до розв’язання за їх допомогою задач 

управління та контролю якості річкових вод України. Крім того, пока-

зано яким чином можна ідентифікувати незареєстровані джерела стіч-

них вод. 
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 У першому розділі викладено основні поняття та проведено фо-

рмалізацію об’єкта дослідження, здійснено огляд та аналіз відомих 

математичних моделей, придатних для розв’язання за їх допомогою 

задач контролю та управління якістю вод з метою їх поліпшення 

Другий розділ присвячений розробці нових просторово-

одновимірних математичних моделей процесів самоочищення та роз-

бавлення забруднень у розгалуженій річковій системі, які надійшли 

від багатьох скидів стічних чи зворотних вод.  

В третьому розділі розроблено нову просторово-двовимірну ма-

тематичну модель, що враховує особливості протікання річкових про-

цесів в різних частинах потоку — в турбулентній бистринній та ламі-

нарних прибережних зонах. Отримано аналітичний розв'язок рівнянь в 

явній формі. 

 У четвертому розділі поставлена та по-новому розв’язана задача 

контролю за величиною забруднення річкової води, яке вносять стічні 

води, скинуті до річки, з використанням розроблених у даній роботі 

математичних моделей річкових процесів. Метод є нечутливим до ви-

падкових похибок, що виникають при вимірюваннях і дозволяє визна-

чити місце розташування скиду, витрати стічних вод, та значення по-

казників їх якості. 

 Працездатність розроблених математичних моделей та алгорит-

мів доведена на практичних прикладах. В окремих прикладах вико-

ристана реальна інформація, взята з комп’ютерної геоінформаційної 

аналітичної системи моніторингу поверхневих вод Вінницької облас-

ті, розробленої і впровадженої під керівництвом автора на замовлення 

Держуправління екології та природних ресурсів у Вінницькій області 

у 2002-2004 роках. 
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1. ОГЛЯД МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ  

ЗМІНИ СТАНУ РІЧКОВИХ ВОД, ПРИДАТНИХ  

ДО СИНТЕЗУ ЗАКОНІВ УПРАВЛІННЯ ЦИМ СТАНОМ 

 

1.1.  Характеристика річки як об’єкта управління 

 

Для проведення формалізації річки або її ділянки будемо розг-

лядати її як кібернетичну систему, на входи якої надходять промисло-

ві, сільськогосподарські та комунально-побутові стічні води, а також 

води природного стоку з якістю u, які впливають на якість води в річці 

x. Вихідною характеристикою системи є якість води в місцях водоко-

ристування та водоспоживання або якість води xвих в кінцевому створі 

ділянки річки, що моделюється, котра показує, як ця ділянка вплинула 

на якість річкової води наступних вздовж течії ділянок.  

Вхідними u(t), вихідними xвих(t) змінними та змінними стану x(t) є зна-

чення основних показників якості води (ПЯВ), наприклад, концентра-

ції забруднювальних речовин або вміст бактерій (рис. 1.1; t — це ко-

ордината часу) [25, 30, 37, 64, 66, 68, 75-78, 80, 83, 84, 89, 106, 111, 

114, 118, 126].  

Для полегшення врахування особливостей динаміки річкового 

потоку проводиться декомпозиція ділянки річки — вона розбивається 

на N елементарних ділянок (ЕД) за двома критеріями (рис. 1.1) [84]:  

– на кожній елементарній ділянці не повинно бути більше NW 

входів u (джерел стічних вод чи стоків); 

– всі основні гідравлічні величини (швидкість течії річки, гео-

метричні параметри русла тощо) повинні бути приблизно однаковими 

в межах однієї ЕД. 

В літературі елементарні ділянки часто називають ще “камера-
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ми”, особливо коли хочуть підкреслити, що це не лінійні відрізки, а 

об’єми річкових об’єктів [47, 48]. 

 Найпростіший варіант математичної моделі забезпечується, як-

що по першому критерію розбиття вимагати NW  1, тобто на кожній 

ЕД повинно бути не більше одного входу, котрий може змінювати 

стан річкових вод. Будемо використовувати цей варіант за замовчен-

ням і відпрацьовувати на ньому усі підходи, моделі та алгоритми. 

Складніші варіанти (NW > 1) необхідні, коли у першому випадку на 

кожній ЕД недостатньо експериментальних даних для ідентифікації 

математичної моделі. Цьому варіанту декомпозиції річки також буде 

приділено увагу в наступних розділах. 

  

                   u0                   u1                  u2                                              u(N-1) 

 

 

       x0(0) = x0                   x1(0)              x2(0)                                         x(N-1)(0)         xвих 

              k = 0              k = 1                                   …                     k = N-1  

 

               0  

Рисунок 1.1. Схема ділянки річки з розбиттям її на елементарні  

ділянки 

 

Проведена декомпозиція річки дозволяє будувати математичні 

моделі стану річкової води, які можуть бути придатні до управління 

цим станом. 

 Управління, яке розглядається у цій роботі, здійснюється, го-

ловним чином, через регулювання діяльності просторово-

зосереджених скидів стічних вод або водозаборів. В той же час, у цій 

роботі не розглядається побудова моделей для синтезу оптимальних 

законів управління якістю вод шляхом проведення таких заходів: 

- запровадження очисних заходів (встановлення аераторів та 
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ін.) безпосередньо у річці, оскільки це є дуже вартісною процедурою і 

широкого поширення в України не отримало; 

- зміна водного режиму річки (відведення води на меліоратив-

ні заходи, перекидання стоку іншої річки тощо); 

- зміна геометрії русла річки (випрямлення русла для збіль-

шення швидкості течії та ін.). 

Слід зазначити, що водозабір теж негативно змінює стан річко-

вої води, оскільки головним самоочисним фактором річки є розбав-

лення стічних вод більшим обсягом чистішої річкової води, а водоза-

бір цей обсяг зменшує. Водозабір безпосередньо може не впливати, 

якщо вода відбирається в місці, де усі процеси перемішування річко-

вих вод зі скинутими вище за течією стічними водами вже закінчили-

ся. Але, на практиці, навіть за відсутності вище за течією скидів стіч-

них вод, у річці є багато нерегульованих входів забруднених вод, на-

приклад надходження вод із притокою річки, який є приймачем інших 

стічних вод. Отже, процеси перемішування та розбавлення різних за-

бруднюючих речовин відбуваються практично в усіх ділянках річок. 

Критерієм якості управління є відповідність нормативам стану 

річкової води у заданих створах (місцях водокористування різного ти-

пу). 

 

1.2.  Огляд загальноприйнятих показників та критеріїв яко-

сті річкових вод 

 

 Кількісною характеристикою стану вод загальноприйнято вва-

жати “Показники якості води” (ПЯВ) [7, 25, 32, 39, 84, 107-110, 122, 

129, 134].  

Під час аналізу стану вод, головним чином, визначаються гідро-
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фізичні (температура, прозорість тощо), гідрохімічні (концентрація у 

воді різних хімічних речовин, наприклад, азоту, фосфору, нафтопро-

дуктів, фенолів, хлоридів, завислих речовин тощо) та бактеріологічні 

(вміст у воді сапрофітів, кишкових паличок, сальмонел тощо) показ-

ники [107-110]. Є й інші групи показників якості води, наприклад: ра-

діаційні (концентрація у воді цезію, стронцію тощо), гідробіологічні 

та ін. [7, 107, 129, 134] Окремо можуть виділятись такі групи показни-

ків як показники сольового складу, трофо-сапробіологічні показники, 

показники токсичної дії, специфічні показники тощо [107, 129, 134]. 

 До моделювання та управління беремо тільки ті показники якос-

ті води x, значення яких на будь-якій елементарній ділянці річки задо-

вольняють ряду вимог [84]:  

1) вони не є від’ємними; 

2) більші значення означають більше забруднення, менші — 

менше; 

3) значення не збільшуються з часом t за відсутності антропо-

генних впливів;  

4) усталене значення (t  ) x дорівнює нулю.  

Ці вимоги виконуються для переважної більшості хімічних та 

бактеріологічних показників якості води. Для інших — у роботі [84] 

наведено алгоритм нормування, тобто приведення до відповідності 

наведеним вимогам, та ренормування — зворотна процедура, яка ви-

користовується на етапі трактування результатів моделювання. 

Якість води будемо оцінювати по показниках якості води, зна-

чення яких задовольняють наведеним вище вимогам. Критерієм якості 

є відповідність значень нормативним вимогам ГДК (гранично допус-

тима концентрація) чи ГДВ (гранично допустима величина), які мо-

жуть мати нижнє 
GDK
Hx та верхнє 

GDK
Bx  значення [84, 107-110, 129, 

134]. Для показників x, що задовольняють наведеним вище вимогам, 
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критерієм якості є виконання умови 

GDK
H

GDK
B xxx  .                                       (1.1) 

Прикладом такого показника є “Величина pH”. 

Для переважної більшості показників якості води величина ГДК 

(ГДВ) має тільки один рівень GDKx [84, 107-110, 129, 134]. У цьому 

випадку критерієм якості є виконання умови 

GDKxx  .                                             (1.2) 

 Для показників типу (1.1) у роботі [107] пропонується розгляда-

ти два окремих показники xІ та xІІ 

GDK
H

IIGDK
B

I xxxx  , .                              (1.3) 

Як видно, перша вимога ідентична умові (1.2), другу ж можна 

привести до неї, застосувавши процедуру нормування, описану у ро-

боті [84]. Однак, при цьому слід в математичній моделі вводити до-

даткову умову 

xІ = xІІ 

та розв’язувати рівняння моделі для xІ та моделі для xІІ як одну систе-

му рівнянь. 

Далі, якщо не зазначене інше, вважається, що показник х має 

тільки один рівень величини ГДК (ГДВ) GDKx . 

 

1.3.  Аналіз відомих математичних моделей процесів забруд-

нення та очищення у річкових системах 

 

На даний час в Україні та за кордоном вже розроблено багато 

математичних моделей, які описують динаміку якості річкових вод [1, 

2, 4, 5, 10, 12, 16, 17, 22-29, 34, 35, 40, 42, 45-48, 55, 56, 60, 62, 65, 70-

74, 79, 84, 85, 87, 88, 91, 94, 95, 101, 106, 112, 115, 117, 125, 127-130, 

134, 135, 139, 141-143]. Чимало і підходів до їх класифікації [10, 34, 

40, 84, 91, 95, 101, 117, 128, 129, 134, 138]. Наведемо деякі з них. 
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І. За критерієм врахування фізико-біохімічних особливостей 

об’єкта можна виділити два класи.  

До першого класу належать такі, які переслідують не стільки фі-

зико-біохімічну ідентичність природи річкових процесів, скільки ма-

тематичну відповідність експериментальним даним — це математичні 

моделі, побудовані за методом групового врахування аргументів 

(МГВА) [22-29, 88, 127], інтерполяційними співвідношеннями [13, 44, 

50, 89], моделі нейронних мереж тощо [54]. До другого класу належать 

такі, які, перш за все, ставлять за мету фізико-біохімічну ідентичність 

природі річкових процесів, адаптуючи відповідно математичний опис 

[2, 4, 10, 17, 34, 42, 43, 46, 48, 55, 60, 62, 72, 74, 79, 84, 87, 95, 101, 117, 

121, 128, 130, 134, 138, 141-143].  

Математичні моделі першого класу дають вищу точність, але їх 

основним недоліком є те, що ідентифікованим параметрам та структу-

рі важко, а іноді і неможливо дати фізичну інтерпретацію. Математи-

чні моделі ж другого класу, хоч і менш точні, але вони, після їх іден-

тифікації, дозволяють більше зрозуміти та дослідити особливості про-

тікання процесів у річках, завдяки прозорій фізичній інтерпретації па-

раметрів та структури. Математичні моделі першого класу найкраще 

використовувати для довгострокового прогнозування. Також, ці мате-

матичні моделі використовують за умов відсутності детального розу-

міння процесів в екосистемі чи точного вимірювання їх параметрів. 

Однак, для синтезу адекватних математичних моделей першого класу 

треба досить багато експериментальних даних [24, 29, 40, 54, 129]. 

Математичні моделі другого класу найкраще використовувати 

для короткострокового прогнозування, крім того, їх, на відміну від 

першого, можна використовувати у розрахунках навіть за дуже малої 

кількості експериментальних даних, однак, їх синтез та доведення 
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адекватності є дуже складною та кропіткою задачею [40, 84, 129].  

ІІ. За критерієм врахування природи даних вимірювань.  

Не завжди традиційні епізодичні вимірювання змінних стану  

річкової води дозволяють відслідкувати причинно-наслідковий вплив 

великої кількості факторів, які постійно впливають на цей стан. У цих 

випадках коректніше застосовувати стохастичні моделі [1, 16, 17, 61]. 

Якщо ж у вимірюваннях прослідковується функціональний зв’язок 

певних змінних, тоді краще використовувати детерміновані математи-

чні моделі. Іноді, йдуть на компроміс — природу вимірювань змінних 

стану річкової води вважають стохастичною, але розглядають тренд 

цих змінних, застосовуючи до нього детерміновані моделі [84]. Цей 

підхід буде використаний у даній роботі. 

ІІІ. За критерієм лінійності характеристики “вхід-вихід” річкової 

системи. 

Фізико-біохімічні процеси за своєю природою нелінійні [4, 48, 

130]. Однак, у багатьох випадках можна відкинути вплив деяких не-

значних факторів та зробити припущення про лінійність цих процесів 

та математичних моделей, що їх описують [48, 84, 129].  

Важливо відрізняти математичні моделі, нелінійні відносно 

змінних стану, та математичні моделі, нелінійні по параметрах. На-

приклад, функція e-kt є нелінійною відносно k та t. Однак, математична 

модель 

x(t) = ae-kt                                           (1.4) 

є лінійною, оскільки у ній відсутні степені незалежної змінної стану 

x(t) чи її функцій. У той же час, математична модель (1.4) є неліній-

ною по параметру k та координаті t, тобто, фактично, враховує нелі-

нійність зміни значення x(t) в часі та його нелінійну залежність від па-

раметра k. Такий підхід до врахування нелінійної природи зміни стану 
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річкової води є дуже поширеним, оскільки поряд із врахуванням нелі-

нійної природи дозволяє використати переваги лінійності математич-

них моделей, спрощуючи розрахунки та перетворення. 

 ІV. За типом математичних моделей: алгебраїчні (тригономет-

ричні, поліноміальні) та диференціальні (однорідні та неоднорідні, 

першого, другого та вищих порядків, у повних та в частинних похід-

них), з розподіленими та із зосередженими параметрами, зі змінними 

та постійними коефіцієнтами, у вигляді функціональної моделі та у 

вигляді алгоритму застосування певних операцій. 

В задачах моделювання змін стану річкової води з метою їх  

ідентифікації за експериментальними даними для цілей прогнозування 

та управління серед математичних моделей першого класу (див. кла-

сифікацію за першим критерієм) найбільше поширення отримали ма-

тематичні моделі з постійними коефіцієнтами: алгебраїчні поліномі-

альні рівняння першого порядку та диференціальні рівняння першого 

порядку у повних похідних або другого порядку у частинних похідних 

[2, 4, 5, 10, 12 17, 31, 34, 35, 40, 42, 43, 46–48, 51, 55, 56, 62, 72, 74, 79, 

84, 87, 95, 101, 112, 117, 121, 124, 125, 128–130, 132, 134, 135, 137, 138, 

141–143]. 

 V. За критерієм врахування просторово-часових координат, по 

яких моделюється зміна стану річкової води: одно-, дво- та тривимір-

ні, динамічні та статичні математичні моделі. У статичних моделях 

координата t відсутня, тобто вони не можуть бути моделями процесу. 

 Традиційно, осі тривимірної декартової системи координат, яка 

пов’язується з річкою, спрямовуються таким чином: одна вісь (позна-

чимо її Оz) спрямовується в центрі та в напряму усередненої течії річ-

ки, друга вісь (позначимо її Оy) спрямовується перпендикулярно цій 

осі та паралельно поверхні річки в напряму її правого берега, а третя  
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вісь —  перпендикулярно двом першим в глибину річки. Відповідно, 

модель, що враховує тільки першу координату z — це одновимірна 

модель, ще й другу координату y — двовимірна, а ще й третю — три-

вимірна. Тривимірні моделі використовуються тільки для великих рі-

чок, наприклад Дніпро чи Дністер, або для порівняно глибоких русло-

вих водосховищ, створених на річках [10, 34, 40, 43, 47, 48, 95, 129].  

Виходячи з малої величини відношення “глибина/ширина” для 

більшості малих та середніх річок, вводять усереднення усіх змінних 

по глибині і переходять до одновимірних чи двовимірних моделей. 

Одновимірні моделі застосовуються, коли недостатньо даних для  

ідентифікації граничних умов двовимірної чи тривимірної моделей [4, 

17, 46–48, 56, 72, 84, 85, 101, 117, 128–130, 138, 141–143]. 

Динамічні моделі застосовуються на ділянках, які зазнають сут-

тєвого антропогенного впливу, статичні — на ділянках, де відбува-

ються тільки природні процеси самоочищення. Однак, для річок ши-

роко застосовується зручний підхід, який дозволяє статичні просторо-

ві моделі переводити у статус динамічних та навпаки: модель зміни 

стану річкової води у просторі вздовж осі Оz x(z) записується для де-

якого об’єму річкового потоку, який пересувається з усередненою 

швидкістю течії річки v. Якщо пов’язати з цим об’ємом відносну сис-

тему координат, тоді час t, а відповідно і зміна стану води у цьому 

об’ємі x(t), у відносній системі координат буде спливати одночасно з 

рухом цього об’єму вздовж річки, а отже, за цих умов буде мати місце 

співвідношення [84, 101, 125]:  

  









v

z
xtxvtxzx )(,)( .                                (1.5) 

Такий підхід дозволяє використовувати дані, виміряні у різний 

час та у різних створах для ідентифікації однієї і тієї ж математичної 
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моделі, записаної відносно x у відповідності до співвідношення (1.5). І 

ця математична модель може розглядатись як просторова статична, 

так і як динамічна. 

VI. За критерієм врахування процесів різного типу. 

Більшість існуючих математичних моделей за кількістю та ха-

рактером самоочисних процесів, які одночасно враховуються, можна 

розбити на три типи: 

 1) математичні моделі, що враховують лише процеси розбав-

лення забруднених вод у більш чистих;  

 2) математичні моделі, що враховують процеси самоочищення 

річки, але без врахування природи процесів розбавлення; 

 3) математичні моделі процесів самоочищення із врахуванням 

природи процесів розбавлення. 

 Серед математичних моделей першого типу найбільш пошире-

ними є такі: 

1. Математична модель В.А. Фролова — І.Д. Родзиллера для 

консервативних речовин, тобто речовин, які не вступають в хімічні 

реакції [84, 101, 125, 128]: 

  ,,)()(
)(

0
* xxxtxtF

dt

tdx
 (0)                         (1.6) 

де  x* — значення концентрації речовини у так званому створі пов-

ного змішування; 

F(t) — деяка нелінійна функція, вираз якої виведений  

В. А. Фроловим на основі аналізу розмірностей — характеризує змен-

шення концентрації x за рахунок процесів розбавлення. 

 З урахування співвідношення (1.5) модель (1.6) може описувати 

зміну концентрації консервативної речовини як у часі x(t), так і у  

просторі x(z).  



 

19 

2. Математична модель В. І. Лаврика для опису процесів розбав-

лення у кінцевому створі ділянки (“камери”) річки [46-48]: 

  

K

exuxx






1

** ,                                   (1.7) 

де  K — коефіцієнт інтенсивності процесів самоочищення; 

 — час повного оновлення води на ділянці (у “камері”), який 

дорівнює 

qQ

W




0

 ,                                            (1.8) 

де W — об’єм води у “камері”, Q0 — витрати води у річці до над-

ходження до неї стічних вод. 

3. Математичні моделі, основані на диференціальному рівнянні 

другого порядку в частинних похідних, в якому зміна значення x мо-

делюється як в часі t, так і у просторі z. Прикладами таких математич-

них моделей є моделі В.М. Маккавєєва, А.В. Караушева,  

А.М. Айтсама, Х.А. Вельнера, Л.Л. Пааля, М.А. Бесценної,  

М.А. Руффель та інших. Наприклад, для однієї просторової координа-

ти z [34, 35, 40, 48, 94]: 

z

ztx
v

z

ztx

t

ztx












 ),(),(),(
2

2    
                         (1.9) 

з початковими та граничними умовами: 

x(0, z) = x0(z),   x(t, 0) = a(t),   x(t, L) = b(t),                  (1.10) 

де    — коефіцієнт турбулентної дифузії; 

L — довжина ділянки річки, яка моделюється — визначається 

вздовж осі координат z; 

x0(z) — залежність значень x від координати z в межах ділянки 

моделювання в початковий момент часу; 

a(t) і b(t) — залежність значень x від часу t на вході (z = 0) і на 
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виході (z = L) ділянки моделювання, відповідно. 

 Математична модель Фролова — Родзиллера зручніша тим, що 

за більш як 50-річний термін її існування та практичного використан-

ня для неї складена величезна кількість довідників з усередненими по 

річках гідрологічними параметрами, котрі дозволяють проводити роз-

рахунки зміни стану води річок України без додаткових вимірювань 

[101, 125, 128]. Але, в цьому і недолік — не враховуються важливі 

особливості різних ділянок річки, їх зміни останнім часом. Навіть, на 

практиці були випадки, коли розрахунки за довідниками проводились 

не для тих річок, що треба, а для інших, які, однак, мають таку ж саму 

чи дуже схожу назву і протікають в тому ж регіоні, що є досить поши-

реним в Україні. 

Головним недоліком усіх математичних моделей першого типу 

є те, що вони можуть застосовуватися для опису динаміки концентра-

цій лише консервативних хімічних речовин, враховуючи тільки один 

фізичний основний фактор — фактор розбавлення (розповсюдження 

та перемішування). Крім цього, основним недоліком математичних 

моделей (1.6), (1.7) є невідповідність динаміки реальних процесів роз-

бавлення експоненціальному закону, а математичних моделей (1.9), 

(1.10) — необхідність збирання чималого обсягу вхідної інформації, 

зокрема значень функцій a(t), b(t) та x0(z). 

 Серед математичних моделей другого типу — моделей самоо-

чищення річки, в яких не враховується природа процесів розбавлення 

— найбільш поширеними є математичні моделі у вигляді диференціа-

льного рівняння першого порядку. Загалом, можна виділити такі види 

математичних моделей: 

 1. Прості лінійні математичні моделі, основані на звичайному 

диференціальному рівнянні першого порядку [34, 40, 48, 84, 101, 117, 
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128, 129, 138]: 

,xKx(t),   x
dt

dx(t)
0)0(                                 (1.11) 

де  K — коефіцієнт зменшення забруднювальної речовини за оди-

ницю часу (часто його називають константою розпаду чи розкладення 

[117]); 

x0 — значення x в початковий момент часу t = 0. 

 2. Нелінійні математичні моделі Моно та Міхаеліса–Ментен [48, 

130, 138, 142]: 

0
1

max x  x
xν

xΨ

dt

dx



 (0),                                  (1.12) 

або 
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max x  x
xxxνxν

xxΨ

dt
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KK
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 (0), ,                    (1.13) 

де  x — концентрація у воді деякої хімічної речовини чи вміст бак-

терій або мікроорганізмів; 

 xK  — концентрація розчиненого у воді річки кисню; 

 max — максимальна швидкість розкладання забруднювальної 

речовини; 

1, 2 — так звані константи напівнасичення для забруднюваль-

них речовин; 

3 — константа напівнасичення для розчиненого у річці кисню. 

 Математичні моделі (1.12), (1.13) враховують нелінійність ди-

наміки річкових процесів за гранично низьких чи високих значень ве-

личин x. Математична модель (1.13) одночасно враховує ще й вплив 

концентрації розчиненого у воді кисню. 

 З урахуванням співвідношення (1.5) математичні моделі другого 

типу теоретично можна трактувати і як такі, що описують зміну зна-
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чень x(z), але неврахування процесів розбавлення, особливо у матема-

тичних моделях (1.12) та (1.13) призвело б до їх неадкватності проце-

сам. Що ж стосується математичної моделі (1.13), то в першому на-

ближенні у коефіцієнті K можна враховувати і зміну значень x під  

дією процесів розбавлення, виходячи з певної математичної подібнос-

ті моделі (1.13) з моделлю Фролова – Родзиллера (1.6). 

 3. Балансові моделі [48, 138, 143]. Прикладом балансових моде-

лей є математичні моделі зміни концентрації розчиненого у воді кис-

ню, зокрема математична модель Стрітера — Фелпса [48, 143]: 

  ,21 BCKnas xaxxa
dt

dx
                                 (1.14) 

де  x — концентрація розчиненого у річковій воді кисню; 

xnas — концентрація насичення для кисню у річковій воді; 

xBCK — значення біохімічного споживання кисню (характеризує 

концентрацію легкоокислювальних органічних речовин [20, 117]); 

a1 — стала швидкості реаерації для розчиненого у річковій воді 

кисню; 

a2 — константа розпаду першого порядку для легкоокислюваль-

них органічних речовин. 

 Як видно з (1.14), в активі балансу математичної моделі  

Стрітера — Фелпса знаходяться процеси надходження кисню з атмо-

сфери з реаерацією, а в пасиві — процеси використання розчиненого у 

воді кисню в біохімічних реакціях розкладу та розпаду легкоокислю-

вальних органічних речовин. 

 Інші балансові моделі подібні до (1.14). 

 4. Стехіометричні моделі — будуються по конкретних хімічних 

реакціях за законом дії мас Гульдберга — Вааге [11, 117]. 

 5. Моделі у вигляді систем диференціальних рівнянь, які опису-
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ють поглинання та перетворення хімічних речовин різними мікроор-

ганізмами з одночасною зміною біомаси останніх, наприклад моделі 

трофічного ланцюга та інші [47, 48, 121, 133, 138]. 

 6. Математична модель В. І. Лаврика для біологічного очищення 

стічних вод у реакторі [46-48]: 

0maxminmax )0(),()(
)(

xxtxe
dt

tdx
t





















 ,        (1.15) 

де   — константа верифікації моделі відповідно до прийнятих 

одиниць вимірювання часу; 

min, max — відповідно мінімальне та максимальне значення ко-

ефіцієнта швидкості біологічного очищення стічних вод. 

У роботі [48] наведено декілька інших варіантів рівняння (1.15), 

які відрізняються правими частинами. Один з них, наприклад основа-

ний на використанні математичної моделі Моно (1.12). 

 Розв’язок рівняння (1.15) має вигляд [48]: 
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 У випадку ж min = 0 та  = m рівняння набуває вигляду [46, 48]: 
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Математичними моделями третього типу, тобто тими, які 

враховують процеси самоочищення, з урахуванням природи процесів 

розбавлення, є математичні моделі першого типу, доповнені матема-

тичними моделями другого типу. Серед них можна виділити: 

 1. Математичні моделі, основані на узагальненому рівнянні не-
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розривності для елемента хімічного процесу [2, 34, 35, 40, 42, 48, 84, 

94, 129]: 

   
t

x
ztxxgraddixdi




  =)   vv v ,(65       (1.24) 

з початковими та граничними умовами: 

x(0, z) = x0(z), x(t, 0) = a(t), x(t, L) = b(t),                    (1.19) 

де  5 — коефіцієнт масопередачі; 

6 — площа поверхні передачі компонента між фазами на оди-

ницю об’єму — питома площа поверхні передачі; 

 (t, z) — джерела або стоки компонента. 

 2. Вдосконалені балансові моделі, наприклад — рівняння част-

кового перемішування, моделі Дриснека, Доббінса, Кемпа та їх моди-

фікації [138]. 

 3. Математична модель процесів послідовно-рівнобіжної транс-

формації речовин Єрьоменка Є.В. [16, 17]. 

 4. Математична модель В. І. Лаврика, в якій для опису процесів 

розбавлення використовується математична модель (1.7), котра засто-

совується до результатів обчислення за математичною моделлю (1.16) 

або (1.17) [46]. 

 5. Математична модель автора роботи, що основана на розбитті 

усіх річкових процесів самоочищення, у т.ч. розбавлення, на групи за 

тривалістю дії на заданий показник якості води і формуванні матема-

тичного опису їх взаємодії [84, 115]. Математична модель побудована 

за трьома вхідними передумовами. 

На кожну хімічну речовину діє свій набір процесів. Під “набо-

ром процесів” мається на увазі низка процесів, в якій кожен наступ-

ний перетворює продукти попереднього і лише останній приводить 

саме до зменшення концентрації хімічної речовини. Взагалі можливі, 
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наприклад, такі набори процесів: “хімічна трансформація — перетво-

рення гідробіонтами — осадження”, або “хімічна трансформація — 

поглинення гідробіонтами”, або “біохімічна трансформація — осад-

ження” тощо. Ці процеси протікають з різними швидкостями і через 

це їх взаємодію треба розглядати як послідовно-одночасне протікання. 

Послідовно — тому, що наступний починається лише тоді, коли вже 

почався попередній і з’явилися якісь результати його дії, а одночасно 

— тому, що наступний починається тоді, коли попередній ще не за-

кінчився. Існування таких наборів послідовно-одночасних процесів 

для кожної хімічної речовини, яка надходить до водойми, і є першою 

вхідною передумовою методики побудови математичної моделі річки. 

 Другою вхідною передумовою є упорядкування основних про-

цесів самоочищення, без врахування процесу розбавлення, за їх при-

чинно-наслідковим взаємовпливом і поділ їх на ряд груп. До першої 

групи відносимо ті процеси, які починають діяти на хімічні речовини 

відразу після їх надходження до річки. До другої — ті процеси, що 

діють на результати дії першої (“попередньої”) групи і так далі. Про-

цеси кожної групи, крім останньої, або спричиняють перетворення хі-

мічних речовин з одних форм в інші (хімічна трансформація), або роз-

кладають складні речовини на більш прості (хімічне та біохімічне ро-

зкладення), або інше. Процеси ж групи, яка вважається останньою, 

приводять до повного вилучення з річкової води речовин, котрі моде-

люються, — це процеси осадження, поглинання гідробіонтами, випа-

ровування тощо.  

Аналіз всіх процесів, які протікають в річках [7, 9, 11, 20, 33, 36, 

41, 49, 84, 90, 97, 111, 113, 116, 117, 119, 129, 131, 132, 138], дозволив 

встановити, що в більшості випадків можна обмежитись трьома гру-

пами, а іноді й двома. 



 

26 

 Третьою вхідною передумовою є перенесення встановлених для 

хімічних показників закономірностей на бактеріологічні показники. 

Підставою для такої аналогії є те, що характер процесів, які вплива-

ють на хімічні речовини, є, в першому наближенні, подібним до ха-

рактеру процесів, які впливають на вміст бактерій та мікроорганізмів 

[7, 15, 36, 52, 108, 117, 131, 137]. 

Фактично, послідовно-одночасні (послідовно-паралельні) про-

цеси, специфіка яких моделюється, за термінологією ідентичні проце-

сам послідовно-рівнобіжної трансформації речовин Є.В. Єрьоменка 

[16] 

Доведено, що математичний опис дії одного–трьох послідовно-

одночасних процесів чи їх груп слід здійснювати у вигляді [84, 115]: 

321    l(t) x(t), G
dt

dx(t)
l ,                           (1.20) 

0)0( xx  ,                                           (1.21) 
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де  Gl (t) — функція, яка враховує вплив l-ї (l = 1, 2 чи 3) кількості 

груп послідовно-одночасних процесів на зміну значення показника x; 

T — інтервал часу;  

k1 — коефіцієнт пропорційності між швидкістю протікання про-

цесів першої групи, за умови їх ізольованого протікання, та значенням 

показника, на який вони діють;  

k2 — коефіцієнт пропорційності між швидкістю протікання про-

цесів другої групи, за умови їх ізольованого протікання, та значенням 

показника, на який вони діють; помноженням k2 на коефіці- 
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єнт (1 – 
tk

e 1
) враховується вплив процесів першої групи на процеси 

другої; 

k3 — коефіцієнт пропорційності між швидкістю протікання про-

цесів третьої групи, за умови їх ізольованого протікання, та значенням 

показника, на який вони діють; помноженням k3 на додатковий коефі-

цієнт враховуються впливи процесів першої та другої груп на процеси 

третьої. 

Математичний опис (1.20)–(1.27) побудований, виходячи з та-

ких положень [84, 115]: 

1) в початковий момент часу t = 0, коли процеси першої групи 

лише починаються, процеси другої групи ще зовсім не почалися, ос-

кільки вони діють на результати дії процесів першої групи, яких не-

має; коефіцієнт (1 – 
tk

e 1
) в функції (1.24) при t = 0 якраз дорівнює 

нулю, тому dx2(t)/dt = 0, отже x2(t) дорівнює константі, яка за наших 

умов є нулем; 

 2) коли час прямує в нескінченність t  , процеси першої гру-

пи вже практично скінчилися і процеси другої групи, теж наближаю-

чись до завершення, діють на ту концентрацію речовини чи вміст  

мікроорганізмів, які залишились після дії процесів першої групи; кое-

фіцієнт пропорційності між величиною x2 та її похідною dx2(t)/dt, ві-

дома річ, вже не залежить від коефіцієнта k1, а дорівнює лише коефі-

цієнту k2. Коефіцієнт (1 – 
tk

e 1
) у функції (1.24) при t   дорівнює 

одиниці, отже dx2(t)/dt = –k2x2. Тобто значення коефіцієнта  

k2(1 – 
tk

e 1
) в разі зміни часу t від 0 до  змінюється від 0 до k2, пра-

вильно відображаючи динаміку процесів. 

З рівняння (1.24) видно, що для трьох груп процесів, аналогічно, 

значення швидкості протікання процесів в разі зміни часу t від 0 до  
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змінюється від 0 до k3, правильно відображаючи динаміку процесів 

всіх трьох груп. 

Розв’язком рівнянь математичної моделі (1.20)–(1.24) є такі рів-

няння [84, 115]: 

tk
exx(t) 1

0


 ,                                          (1.25) 
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де  — проміжна змінна інтегрування. 

Як видно, математична модель (1.20)–(1.27) є лінійною відносно 

змінної стану x і дає досить адекватний опис, вимагаючи для іденти-

фікації структури та параметрів порівняно мало експериментальних 

даних [84]. 

 На рис. 1.2 та 1.3 наведено приклад моделювання за допомогою 

моделі (1.20)–(1.27) процесів самоочищення річкової води після над-

ходження до неї певного забруднення, яке характеризується деяким 

показником якості води x. 

 Легко можна довести, що математична модель (1.20)–(1.27) при  

l = 1 стає ідентичною математичній моделі (1.6), а при l = 2 — матема-

тичній моделі В. І. Лаврика (1.17). Якщо перший факт — очевидний, 

то другий варто довести. Зокрема, доведемо, що математична модель 

(1.17) є ідентичною моделі (1.26).  

Введемо заміну змінних: 

max21
1

 k
m

k , .                                   (1.28) 
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Рисунок 1.2. Значення показника якості води за умов дії на нього пос-

лідовно-одночасних процесів однієї (x1), двох (x2) та трьох (x3) груп з 

параметрами: k1 = 0,4; k2 = 0,2; k3 = 0,04. 
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Рисунок 1.3. Значення показника якості води за умов дії на нього пос-

лідовно-одночасних процесів однієї (x1), двох (x2) та трьох (x3) груп з 

параметрами: k1 = 0,2; k2 = 0,2; k3 = 0,2. 
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 Підставимо (1.28) у (1.26) та виконаємо перетворення: 
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Як бачимо, отримана в результаті перетворень авторська мате-

матична модель (1.20)–(1.27) при l = 2 є ідентичною математичній мо-

делі (1.17) В. І. Лаврика, що додатково підтверджує адекватність ав-

торської математичної моделі та правильність вихідних передумов та 

виведень, але авторська математична модель при l = 3 може розв’язу-

вати і ті задачі, які не охоплюються математичною моделлю В. І. Лав-

рика. 

 Зазначимо також, що у першому наближенні авторську матема-

тичну модель (1.20)–(1.27) можна використовувати як самостійну ма-

тематичну модель третього типу, розглядаючи процеси розбавлення 

як один із послідовно-одночасно діючих на ПЯВ процесів. Однак, та-

кий підхід може не забезпечувати належний рівень адекватності ма-

тематичної моделі, оскільки специфіка процесів розбавлення вимагає 

окремого математичного опису, іншого за структурою від математич-

ної моделі процесів самоочищення. У відповідності з цим, у роботах 

[79, 84] розроблено математичну модель, основану на розв’язанні рів-

няння, подібного за структурою до (1.23), яка, однак, для опису спе-

цифіки процесів самоочищення річкових вод використовує математи-

чну модель (1.20)–(1.27).  

 Просторову математичну модель виведено двома шляхами — за 

допомогою теореми Гауса – Остроградського та на основі формування 

балансу речовини в елементарному об’ємі річкового потоку за відо-
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мим (див., наприклад, роботу [43]) у математичній фізиці алгоритмом: 
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де v*, * — умовні швидкісний та турбулентно-дифузний коефіцієнти;  

v — усереднена швидкість течії річки. 

  

1.4.  Висновки 

Описано відомі підходи до формалізації річки як кібернетичного 

об’єкта — об’єкта управління з метою поліпшення якості річкових 

вод чи підтримання її на заданому нормативному рівні: виділено вхо-

ди, виходи та змінні стану річкового об’єкта. Вказано, що в основі 

усіх підходів лежить однаковий критерій якості води — відповідність 

показників якості нормативним вимогам ГДК чи ГДВ. 

Наведена класифікація та аналіз відомих математичних моделей 

процесів зміни значень показників якості води у часі й у просторі за 

типами та природою процесів, що одночасно враховуються. Виділено 

їх переваги та недоліки, а також пріоритетні задачі, де ці математичні 

моделі застосовуються.  

Доведено, що виведена у роботах автора [60, 65, 74, 84, 104, 115] 

математична модель процесів забруднення та самоочищення у річках 

за випадків l = 1 та l = 2 зводиться до відомих аналогічних математич-

них моделей, що дає підстави використовувати її у подальшому як 

більш загальну, оскільки вона має і випадок, коли l = 3. 
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2. РОЗРОБКА ПРОСТОРОВО-ОДНОВИМІРНИХ  

МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ КОНТРОЛЮ ТА УПРАВ-

ЛІННЯ ЯКІСТЮ РІЧКОВИХ ВОД 

 

2.1.  Розробка одновимірної математичної моделі процесів 

самоочищення та розбавлення великої кількості стічних вод для 

найбільш забрудненого потоку річки 

 

2.1.1. Постановка задачі. 

 У розділі 1 зроблено класифікацію та наведено і проаналізовано 

найбільш поширені математичні моделі динаміки стану річкових вод 

(процесів самоочищення та розбавлення стічних вод у річках). 

Виділимо їх основні особливості, які є важливими для постано-

вки задачі моделювання річкових процесів для розгалуженої річкової 

системи із багатьма скидами стічних вод та водозаборами. 

1. Почнемо з декомпозиції річки — розбиття на елементарні ді-

лянки (ЕД), кожна з яких має не більше одного просторово-

зосередженого входу стічних чи інших вод зі значенням ПЯВ u та ви-

тратами води q. На рис. 2.1 зображено і-ту ЕД. 

 

xi(0), Qi 

ui,    qi 

xi(Ti), Qi+1 

i-1 

i 

 

Рисунок 2.1. Схема і-ої елементарної ділянки річки,  

на яку надходять стічні води 
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2. Очевидно, що, якщо час Ti, необхідний для добігання води 

від (i-1)-го створу до і-го, достатній для того, щоб завершився процес 

змішування стічних вод з витратами qі та значенням ПЯВ uі з річко-

вими водами з витратами Qі та значенням ПЯВ xі(0), то має місце  таке 

відоме співвідношення [10, 34, 95, 101, 117, 128, 137]: 

iiiiiiiiiii uqxQTxqQTxQ  )0()()()(1  

або 

ii

iiii
ii

qQ

uqxQ
Tx






)0(
)( .                                   (2.1) 

3. Якщо розглядаються процеси тільки у певному об’ємі води, 

що рухається вздовж течії річки зі швидкістю v, тоді усі величини в 

математичній моделі, що залежать від t, можна вважати такими, що 

залежать й від z = v∙t [84, 101, 125] (див. співвідношення (1.5)).  

4. Розглядатимемо класичний випадок, коли стічні води є бруд-

нішими за річкові, а найбільш забрудненим річковим потоком є той, 

куди ці води надходять.  

Оскільки критерієм якості річкової води є “не перевищення по-

казником певного гранично допустимого значення”, то, якщо значен-

ня ПЯВ у найбільш забрудненому потоці не перевищує граничне, тоді 

й усіх інших потоках річки якість вода теж задовольняє вимогам. 

5. Теоретично, процес перемішування та розбавлення стічних 

вод у річкових є нескінченним, але умовно його вважають заверше-

ним, якщо у розбавленні бере участь 80-90% (β = 0,8-0,9) річкової во-

ди —  це відбувається у створі "повного змішування" на відстані  

L* = v∙T* (T* — час добігання води річки до створу повного змішуван-

ня). Далі за течією у позначеннях рис. 2.1 ПЯВ набуває значення (2.1) 

і вже не змінюється за відсутності зовнішніх збурень чи надходжень 

вод до річки [34, 40, 48, 84, 101, 125, 128]. 
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6.  Для опису процесів у річці до створу повного змішування, 

хоча б умовного, де вираз (2.1) є несправедливим, слід застосовувати 

іншу математичну модель, наприклад, Фролова – Родзиллера (1.6) для 

ПЯВ у найбільш забрудненій частині річкового потоку x(t), де значен-

ня ПЯВ у річці має дві складові — приріст, обумовлений ще не пов-

ним розбавленням забруднень зі стічних вод у найбільш забрудненому 

потоці річки (зона І рис. 2.2), і значення xі після завершення процесу 

розбавлення, яке розраховується за формулою (2.1) (зона І рис. 2.2) 

[101, 125, 128]: 
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,      (2.2) 

де 
*
ix  — теоретичне значення ПЯВ у створі повного змішування для 

стічних вод з витратами qі та значенням ПЯВ uі з річковими водами з 

витратами Qі та значенням ПЯВ xі(0), αі — коефіцієнт, що враховує 

гідравлічні умови змішування на і-й ЕД, який обчислюється за пас-

портними даними ділянки річки, що моделюється, за стандартним ал-

горитмом, розробленим В.А. Фроловим [101, 125, 128]. 

 

*
ix  

uі  

xі(t) 

t 0 Tі
* 

II 

I 

 
Рисунок 2.2. Складові значення ПЯВ річки xі(t):  

t = 0 відповідає надходженню стічних вод з ПЯВ uі до річки; Tі
* —  

теоретичний час добігання води до умовного створу повного змішу-

вання; зона І — приріст значення ПЯВ у річці внаслідок неповного 

розбавлення забруднень зі стічних вод у найбільш забрудненому по-

тоці річки (0  t < Tі
*); зона ІІ — значення ПЯВ річки після завершен-

ня розбавлення забруднень зі стічних вод (t = Tі
*) 
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7. Досліджені особливості змішування стічних вод з річковими 

дозволяють стверджувати, що у будь-якому створі річки, розташова-

ному між місцем початку цього змішування та створом повного змі-

шування, значення ПЯВ будуть знаходитись у діапазоні між певними 

найбільшим та найменшим значеннями. Наприклад, у разі берегового 

скиду стічних вод, як це умовно показано на рис. 2.3, найбільш за-

брудненим потоком буде частина річки, куди вже дійшов основний 

потік забруднених стічних вод, а найменш забрудненим — річковий 

потік біля протилежного від надходження стічних вод берега. 

 

потік І 

потік ІІ 

потік ІІ 

 

Рисунок 2.3. Схема змішування стічних вод з річковими з умовним 

поділом річкового потоку після місця початку змішування  

на потік І, що суттєво зазнав впливу стічних вод  

(найбільш забруднений потік) та потік ІІ, що ще не зазнав  

цього впливу (найменш забруднений потік) [87, 101] 

8. Поряд із найпоширенішою серед порівняно простих, і в той 

же час адекватних, математичних моделей процесів розбавлення стіч-

них вод із річковими варто застосовувати аналогічну (найпоширенішу 

серед порівняно простих, і в той же час достатньо адекватну) матема-

тичну модель для загального опису річкових процесів самоочищення 

без виділення фізичної природи процесів розбавлення [34, 40, 48, 84, 

101, 117, 128, 129, 138]: 
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,                    (2.3) 

де kі — коефіцієнт самоочищення річкових вод від забруднювальної 

речовини на і-й ЕД [101, 117]. 

 Вираз (2.3) є розв’язком диференціального рівняння першого 

порядку, подібного до (1.11). 

9. Слід пам’ятати, що, як зазначалось у розділі 1, математичні 

моделі типу (2.2) або (1.6) не враховують загальної дії річкових про-

цесів самоочищення різної природи, а математичні моделі типу (2.3) 

або (1.11) — фізичної природи процесів розбавлення та особливостей 

змішування стічних вод з річковими, що відображені на рис. 2.1. При-

вертає увагу і те, що ще не до кінця вивчене питання адаптації відо-

мих математичних моделей для опису впливу багатьох скидів стічних 

вод та водозаборів на якість води у розгалуженій річковій системі, 

тобто, наприклад, коли антропогенного впливу зазнають притоки річ-

ки, а значення показників якості води треба знайти у гирлі основної 

річки. Не кажучи вже про зворотну задачу, коли слід визначити квоти 

на скид стічних вод та на водозабір на притоках приток основної річ-

ки, виходячи із вимоги, щоб на усіх створах (точках) основної річки та 

усіх створах її приток якість вод не перевищувала нормативної.  

Узагальнюючи зазначене вище, сформулюємо задачу, яка буде 

розв’язуватись у цьому розділі так: треба побудувати просторово-

одновимірну математичну модель для процесів самоочищення та роз-

бавлення багатьох скидів стічних вод та урахування дії багатьох водо-

заборів на багатьох водотоках розгалуженої річкової системи, яка б 

давала можливість використовувати інші відомі математичні моделі 

розбавлення стічних вод з річковими та математичні моделі процесів 

самоочищення в цілому. Ця математична модель повинна забезпечу-

вати також визначення діапазону значень ПЯВ для будь-якого створу 
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довільного водотоку річкової системи, тобто необхідно мати змогу за 

її допомогою окремо моделювати значення ПЯВ у найбільш забруд-

неному потоці річки і окремо — у найменш забрудненому. Врахуван-

ня специфіки процесів розбавлення у цій моделі, у першому набли-

женні, повинно здійснюватись на основі математичної моделі Фроло-

ва – Родзиллера (2.2), а інших самоочисних процесів — на основі 

розв’язку диференціального рівняння першого порядку (2.3). 

 

2.1.2. Розв’язання задачі для випадку трьох входів стічних 

вод. 

Сформулюємо вихідні положення та припущення, необхідні для 

розв’язання поставленої вище задачі [72]: 

1. Будемо розглядати теоретичне розбавлення, яке закінчується, 

якщо β = 1, а не β = 0,8–0,9, тоді можна не моделювати окремо проце-

си до створу повного змішування і окремо — після. 

2. Оскільки усі процеси самоочищення діють на зменшення 

ПЯВ весь час і одразу після надходження стічних вод до річки, то 

справедливо записати узагальнену математичну модель самоочищен-

ня та розбавлення для елементарної ділянки з урахуванням (2.3) у ви-

гляді: 
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.                (2.4) 

3. Якщо на ділянці річки має місце не вхід стічних вод, а водо-

забір із витратами qvі, тоді: 

viiiiii qQQxTx  1),0()( .                              (2.5) 

Розглянемо випадок, коли на річці знаходиться N = 3 входів  

стічних вод, причому час добігання води від i-го до (і+1)-го створу 

становить Ti (рис. 2.4): 
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x3(T3)=x(T) x(0) = x0(0) 

u1    q1 

Q0 

x0(T0)=x1(0) 

Q1 

α0, K0 

x1(T1)=x2(0) 

Q2 

u2    q2 

x2(T2)=x3(0) 

Q3 

u3    q3 

Q3 = Q 0 1 2 3 

T0 0 T1 T2 T3  

α1, K1 

α2, K2 

α3, K3 

 

Рисунок 2.4. Схема ділянки річки із трьома входами —  

скидами стічних вод  

 На рис. 2.4 введено такі нові позначення: 

 - Ki — вектор усіх параметрів математичної моделі і-ої ЕД річ-

ки; 

 - T — час, необхідний для добігання води від нульового створу 

усієї ділянки річки, що моделюється, до її останнього створу, яким є 

кінцевий створ N–ої ЕД: 

T = T0 + T1 + … + TN –1 + TN; 

 - x0(t), Q0, 0, T0 — для нульової елементарної ділянки річки  

(i = 0) мають ті ж значення, що були введені вище для і-ої ЕД, однак, 

варто зазначити, що нульова ЕД — це ділянка річки, на якій немає 

жодного скиду стічних вод чи водозабору, тобто це ЕД, розташована 

між початком ділянки річки, яка моделюється в цілому, та першим 

скидом стічних вод чи водозабором в напрямку течії річки; у разі, як-

що за умовами задачі ділянка, що моделюється, починається від пер-

шого скиду стічних вод чи водозабору, тоді нульова ділянка не фор-

мується, а відлік починається одразу з першої, але як правило, фонова 

якість вод вище місць водокористування спостерігається і тому запро-

понована на рис. 2.4 схема завжди буде мати місце; 

 - Q — витрати води в останньому створі ділянки річки, що мо-
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делюється, яким є кінцевий створ N–ої ЕД: 

Q = QN; 

- x(t), t = [0, T] — значення ПЯВ у межах усієї ділянки річки — 

формується припасуванням ПЯВ xi(t) (t = [0, Ti]) на усіх ЕД; відповід-

но x(0) — це значення ПЯВ в нульовому створі ділянки річки (почат-

ковому створі нульової ЕД), а x(T) — це значення ПЯВ в останньому 

створі ділянки річки (кінцевому створі N-ої ЕД). 

Фактично, поставлена у цьому розділі задача зводиться до побу-

дови математичної моделі для знаходження діапазону можливих зна-

чень саме величини x(t), t = [0, T]. 

Побудуємо спочатку модель самоочищення та розбавлення для 

найбільш забрудненої частини потоку ділянки річки у позначеннях 

рис. 2.4 — модель основана на виразі (2.4), куди підставлено (2.2): 
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Приводимо вираз до загального знаменнику та враховуємо те, 

що Qi + qi = Qi+1: 
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 Таким чином, загальний вигляд моделі: 
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,     (2.6) 

xi+1(0)= xi(Ti),   x(T)= xN(TN),    Qi+1 = Qi + qi,      i = 1,…, N = 3. 

 Отримана модель є рекурентною, тобто, щоб знайти x(T), треба 

знайти усі xi(Ti), i = 0, …, N. Усунемо цей недолік і виведемо вираз, 

який дозволить знайти x(T) по вхідних даних одразу.  

Для цього перетворимо модель (2.6), врахувавши, що, фактично,  
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q0 = 0, та привівши подібні члени відносно xi(0) та ui: 
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Таким чином, загальний вигляд математичної моделі: 
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xi+1(0)= xi(Ti),     Qi+1 = Qi + qi,     q0 = 0,     i = 0,…, N = 3,       (2.7) 

x0(0) =  x(0),    x(T) = xN(TN), 
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де функції i(t) та i(t) враховують гідравлічні процеси змішування та 

розбавлення стічних вод у річкових з урахуванням співвідношення їх 

витрат — відповідно для річкових та для стічних вод. 

Перепишемо цю математичну модель для граничного випадку 

на кожній і-й елементарній ділянці, тобто для випадку, коли на кожній 

ЕД t = Ti: 
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 ,          (2.10) 

xi+1(0)= xi(Ti),   xN(TN) = x(T),    Qi+1 = Qi + qi,    q0 = 0,   i = 0, ..., 3. 

(2.11) 

Перепишемо вирази (2.9) та (2.10) у скороченому вигляді: 

)()()( 0x0xATx 1000  ,                                 (2.12) 

)()( iiiiii TxuB0xA  ,                                  (2.13) 
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 Рекурентно підставляючи у вираз (2.13) для і-ої ЕД цей же вираз 

для (і-1)-ої ЕД з урахуванням умов (2.9), (2.11), виведемо вираз для 

обчислення x1(T1), x2(T2), x3(T3) = x(T) одразу по вхідних даних: 

11111001111111 )0()()0()( uBxAuBTxAuBxATx  , 

 22112222222 )()0()( uBTxAuBxATx  

  2211212221112 )0()0( uBuBAxAAuBuBxAA  , 

 333333 )0()()( uBxATxTx  

   332211212333223 )0()( uBuBuBAxAAAuBTxA  

3322311230123 )0( uBuBAuBAAxAAAA  .                 (2.15) 

 Поставлена задача для випадку трьох входів стічних вод 

розв’язана. Перейдемо до загального випадку. 

 

2.1.3. Розв’язання задачі для випадку довільної кількості 

місць надходження стічних вод та водозаборів. 

 

 Застосовуючи метод математичної індукції до рівнянь, подібних 

до (2.15), легко можна довести, що у загальному випадку для і-ої еле-

ментарної ділянки має місце співвідношення [72] 
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 Повернемось до заміни (2.14) і запишемо (2.16) через вхідні па-

раметри (2.9)–(2.11). Розглянемо першу складову рівняння (2.16) 
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 Формування другої складової рівняння (2.16) проаналізуємо для 

випадку N = 3 за допомогою рівняння (2.15): 

 - коефіцієнт біля u1: 
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 Застосовуючи метод математичної індукції, легко можна довес-

ти, що у загальному випадку в рівнянні (2.16) коефіцієнт біля uj  

(j = 1,…, i-1) знаходиться за формулою 
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 Підставляємо (2.17), (2.18) та (2.14) у (2.16) (i = 1, …, N): 
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Отриманий вираз дозволяє обчислити значення заданого показ-

ника якості річкової води у кінцевому створі (t = Ti) заданої елемента-

рної ділянки, а також знайти внесок кожного джерела стічних вод цієї 

та попередніх ділянок. Перейдемо від математичної моделі для гра-

ничних значень t = Ti до математичної моделі для будь-якого t = 

= [0, Ti].  

Запишемо математичну модель для xi(t) (t = [0, Ti]) в цілому (з 

урахуванням формули (2.9)) (див. рис. 2.4): 
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Qi+1 = Qi + qi,    q0 = 0.                                (2.22) 

 У разі, якщо і = 0, тоді математична модель (2.19)–(2.22) вирод-

жується до вигляду: 
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 Узагальнюючи вищевикладене, можна стверджувати, що алго-

ритм синтезу математичної моделі процесів самоочищення та розбав-

лення для значення ПЯВ у найбільш забрудненому річковому потоці 

річки є таким [72]: 

1. Розбити ділянку річки на елементарні ділянки (ЕД) таким 

чином, щоб на кожній з них було не більше одного просторово-

зосередженого входу стічних чи природних вод або водозабору.  

У відповідності з рекомендаціями роботи [84], критерієм роз-

биття може бути, також, незмінність параметрів математичної моде- 

лі — αi та ki. Якщо їх значення суттєво міняються в межах однієї ЕД, 

тоді останню слід розбити ще на декілька таким чином, щоб у межах 

кожної з них вказані параметри були приблизно незмінними. 

2. Визначити усі вхідні дані x(0), Q0, ui, qi (i = 1, …, N) та пара-

метри Ti, αі, ki (i = 0, …, N) математичної моделі. 

3. Для кожної ЕД, починаючи з нульової, робити наступне: 

- якщо це нульова ділянка, тоді виконати обчислення за вира-

зом (2.19) або за більш загальним — (2.23); 

- якщо це водозабір, тоді врахувати його витрати, взяті з 

від’ємним знаком у співвідношенні (2.22) та перейти до наступної ЕД, 

прирівнявши її початкові умови початковим умовам ЕД з водозабо-

ром; 

- якщо це надходження стічних вод, тоді провести розрахунки 

за математичною моделлю (2.20)–(2.22). 

Важливо відмітити, що запропонований у роботі [72] підхід не 

накладає суттєвих обмежень на вибір математичних моделей процесів 

самоочищення та розбавлення. Взяті за основу математичні моделі 

(2.2) та (2.3) можуть бути й більш складними, як, наприклад у роботах 
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[23, 34, 62, 84, 128, 136, 138], але це призведе лише до ускладнення 

виразів (2.6)–(2.21). Два приклади такого ускладнення наведені нижче. 

 

2.1.4. Приклад моделювання для безіменної малої річки Він-

ницької області. 

Застосуємо виведені співвідношення для моделювання зміни 

значень деякого показника якості води ділянки річки, приведеної на 

рис. 2.4. Параметри елементарних ділянок річки приведені у табл. 2.1, 

а вхідні дані про витрати стічних вод та їх стан — у табл. 2.2. Значен-

ня ПЯВ у початковому створі ділянки річки x(0) = 3 мг/л. Витрати во-

ди у початковому створі ділянки річки Q0 = 1,2 млн. л/год. 

Таблиця 2.1 

Параметри елементарних ділянок річки 

№ ЕД, і 0 1 2 3 

Тривалість протікання води по ЕД Ti, (год.) 1,0 1,2 0,8 2,2 

Гідравлічний параметр αі, (1/год.3)  0,2 0,24 0,4 0,15 

Інтенсивність самоочищення ki, (1/год.) 0,01 0,02 0,04 0,015 

 

Таблиця 2.2 

Вхідні дані про витрати стічних вод та їх стан 

№ ЕД, і 0 1 2 3 

Значення ПЯВ у стічних водах  

ui, (мг/л) 

0 8 6 4 

Витрати стічних вод 

qi, (млн. л/год.) 

0 0,09 0,22 0,14 

 

На рис. 2.5 приведено графік значень ПЯВ у найбільш забруд-

неній частині потоку усієї ділянки річки, розрахованих за математич-
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ною моделлю (2.19)–(2.22). Розрахунок проведено з часовим інтерва-

лом у 3 хв., тобто t = 0,05 (год.).  

 Як видно з рис. 2.5, на границі будь-яких двох елементарних ді-

лянок графік робить стрибки. Важливо зазначити, що при цьому не 

відбувається порушення закону нерозривності потоку та речовини — 

просто найбільш забрудненою стає інша частина річкового потоку, до 

якої щойно надійшли стічні води. Також слід пам’ятати, що графік на 

рис. 2.5 — це не забруднення певного потоку річки, а лише найбільші 

можливі значення показника якості води у будь-якій частині річкового 

потоку [72]. 
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Рисунок 2.5. Графік значень ПЯВ у найбільш забрудненій  

частині потоку ділянки річки, схема якої із трьома  

входами вод наведена на рис. 2.4  

(вертикальні пунктирні лінії відповідають місцям  

надходження стічних вод) 
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2.2.  Розробка одновимірної математичної моделі процесів 

самоочищення та розбавлення великої кількості стічних вод для 

найменш забрудненого потоку річки 

 

2.2.1. Постановка задачі. 

Перейдемо до синтезу математичної моделі динаміки стану вод 

у найменш забрудненій частині потоку річки. Після чого, буде мож-

ливим і виведення узагальненої одновимірної математичної моделі 

процесів самоочищення та розбавлення стічних вод у розгалуженій 

річковій системі, яка забезпечуватиме визначення усього діапазону 

можливих значень ПЯВ в будь-якому створі річки у відповідності до 

умовного поділу річки на потоки різної забрудненості. як зображено 

на рис. 2.3. 

Як було зазначено у підрозд. 2.1, математичні моделі, що синте-

зуються, основані на моделі розбавлення стічних вод з річковими 

Фролова – Родзиллера, яка описує зміну значення ПЯВ у найбільш за-

брудненій частині річкового потоку xmax i(t), тобто у частині, куди без-

посередньо надходять стічні води з ПЯВ ui.  

Для найбільш забрудненої частини потоку математична модель 

Фролова – Родзиллера записується у вигляді (2.2) (рис. 2.1): 

],0[,,)()( ****
max

3

i
ii

iiii
i

t
iiii

Tt
qQ

uqxQ
xexuxtx i 







,    (2.24) 

 Для моделювання зміни ПЯВ у найменш забрудненій частині 

річкового потоку xmin i(t) треба у формулі (2.24) замінити ui на xi(0) [34, 

101, 128, 138]:  

],0[,,))0(()( ****
min

3

i
ii

iiii
i

t
iiii Tt

qQ

uqxQ
xexxxtx i 







.  (2.25) 

Графіки зміни ПЯВ за математичними моделями (2.24) та (2.25) 

приведено на рис. 2.6. 
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Варто зазначити, що якщо річкові води більш забруднені по за-

даному ПЯВ, ніж "стічні" (наприклад, надходить притока із джерель-

ною водою, в якій відсутні, наприклад, хлориди чи феноли), тобто 

xi(0) > ui, тоді математична модель (2.24) описує xmin i(t), а математич-

на модель (2.25) — xmax i(t), однак, розглядається протилежний випа-

док. 
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*
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Рисунок 2.6. Графіки зміни ПЯВ у максимально та мінімально  

забруднених частинах річкового потоку після змішування з більш 

брудними стічними водами  

 

 Перейдемо до розв’язання задач розробки математичної моделі 

процесів у найменш забрудненій частині потоку річки, аналогічної до 

математичної моделі (2.19)-(2.23). 

 

2.2.2. Побудова математичної моделі. 

Математичну модель для найменш забрудненої частини річко-

вого потоку будемо розробляти за аналогією з розробленою вище ма-

тематичною моделлю для найбільш забрудненої частини (див.  

підрозд. 2.1). 

Нагадаємо, що математичні моделі (2.6) та (2.7) для найбільш 

забрудненої частини річкового потоку були отримані на основі мате-
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матичної моделі (2.24), виходячи з таких перетворень: 

- врахування тільки процесів розбавлення математичною мо-

деллю (2.24): 
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 Побудуємо аналогічну математичну модель для найменш за-

брудненої частини річкового потоку і-ої ЕД на основі математичної 

моделі (2.25) за тим же алгоритмом: 

- врахування тільки процесів розбавлення математичною мо-

деллю (2.25): 
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 - врахування інших самоочисних процесів: 
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 (2.27) 

 

 З порівняння математичних моделей (2.26) та (2.27) видно, що 

вони мають багато спільного, але деякі елементи їх складових міня-

ються місцями. Повторимо синтез математичної моделі (2.19)–(2.22), 

але вже на основі виразу (2.27).  

За аналогією з (2.13) має місце вираз: 

)()0( min iiiiii TxuBxA  ,                                 (2.28) 
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 Легко показати, що співвідношення (2.15) та (2.16) справедливі і 

для цього випадку, але зміняться вирази для складових математичної 

моделі у вигляді (2.16). Виведемо їх. За аналогією з (2.17): 
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 .                                   (2.32) 

 Аналогічно, формування другої складової формули (2.16) про-

аналізуємо для випадку N = 3, тобто як у рівняннях (2.15): 

 - коефіцієнт біля u1: 
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 - коефіцієнт біля u2: 
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де γ2 має те саме значення, що й в (2.18). 

 Застосовуючи метод математичної індукції, легко можна довес-

ти, що у загальному випадку коефіцієнт біля uj (j = 1,…, i-1) знахо-

диться за формулою 
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 Підставляємо (2.30)–(2.33) у рівняння (2.16), записане для 

)(min ii Tx : 
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.              (2.34) 

 Аналогічно, за допомогою отриманого виразу легко записати 

математичну модель самоочищення та розбавлення для найменш за-

брудненої частини річкового потоку, що описує зміну значення ПЯВ у 

річці xmin i(t) (t = [0, Ti]) на будь-якій з елементарних ділянок річки: 
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За аналогією з (2.20) запишемо математичну модель (2.35) у 

скороченому вигляді: 
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 )( ,  Qi+1 = Qi + qi,  q0 = 0.  (2.36) 

 

2.3.  Узагальнення одновимірної математичної моделі про-

цесів самоочищення та розбавлення стічних вод у розгалуженій 

річковій системі на найменш та найбільш забруднений річковий 

потік 

 

2.3.1. Вихідні передумови та постановка задачі. 

У підрозділах 2.1 та 2.2 побудовано математичні моделі проце-

сів самоочищення та розбавлення великої кількості стічних вод та во-

дозаборів окремо для найменш та окремо для найбільш забрудненого 
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потоку річки. Легко бачити, що отримані математичні моделі є дуже 

схожими. Отже, є можливість побудови узагальненої математичної 

моделі на найменш та найбільш забруднений річковий потік. 

Введемо такі позначення: wi — значення ПЯВ найбільш забруд-

нених вод з витратами qwi у місці їх змішування з менш брудними, які 

мають значення ПЯВ iw  та витрати вод iwq , тобто: 
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       (2.38) 

 У такому разі, наприклад, математична модель (2.24), (2.25) для 

xmin і(t) та xmax і(t) набуде такого уніфікованого вигляду: 
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* .                                 (2.41) 

За аналогією з (2.4), тобто з урахуванням процесів самоочищен-

ня узагальнену математичну модель самоочищення та розбавлення 

стічних вод у річкових можна записати у вигляді: 
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.                     (2.43) 

 Отже, є достатньо передумов для розв’язання задачі побудови 

уніфікованої математичної моделі процесів самоочищення та розбав-

лення великої кількості стічних вод та водозаборів для найменш та 

найбільш забрудненого річкового потоку, аналогічно до математич-

них моделей (2.39)–(2.43). 



 

55 

2.3.2. Узагальнення математичної моделі процесів самоочи-

щення та розбавлення річкового потоку з багатьма входами стіч-

них вод на найменш та найбільш забруднений річковий потік. 

Порівняльний аналіз математичних моделей (2.20), (2.21) та 

(2.36) показує, що за структурою вони є подібними, і якщо в чисель-

никах перших множників усіх складових першої поміняти qi на Qi та 

множники i(t) на i(t) і i(t) на i(t), то отримаємо другу. При цьому 

слід враховувати ідентичність множників з витратами вод: 
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Для більшої наочності твердження про ідентичність математич-

них моделей наведемо їх, врахувавши (2.44) та (2.45) у математичній 

моделі (2.20) та те, що математична модель (2.20) записана, фактично, 

для xmax i (t): 
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Qi+1 = Qi + qi,  q0 = 0,    N1iT0t i ,],,[  .               (2.49) 

 Співвідношення (2.19) та (2.23), які доповнюють математичну 

модель (2.46), (2.48), (2.49), виконуються і для математичної моделі 

(2.47)–(2.49). Врахування виявлених відмін та особливостей дозволяє 

записати узагальнену математичну модель процесів самоочищення та 

розбавлення річкового потоку з багатьма входами вод для значення 

деякого показника ПЯВ у будь-якій точці створів річки у вигляді: 
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 Замикається математична модель (2.50)–(2.54) виразами (2.37) 

та (2.38). 

 Таким чином, алгоритм синтезу математичної моделі процесів 

самоочищення та розбавлення забруднень чи значень ПЯВ у річці є 

таким: 

1. Розбити ділянку річки на елементарні ділянки (ЕД) таким 

чином, щоб на кожній з них було не більше одного просторово-

зосередженого входу стічних чи природних вод або водозабору.  

У відповідності з роботою [84], критерієм розбиття може бути, 

також, незмінність параметрів математичної моделі — αi та ki. Якщо їх 

значення суттєво міняються в межах однієї ЕД, тоді останню слід роз-

бити ще на декілька таким чином, щоб у межах кожної з них вказані 

параметри були приблизно незмінними. 

2. Визначити усі вхідні дані x(0), Q0, ui, qi (i = 1, …, N) та пара-

метри Ti, αі, ki (i = 0, …, N) математичної моделі. 

3. Для кожної ЕД, починаючи з нульової, необхідно робити на-

ступне: 

- якщо це нульова ділянка, тоді виконати обчислення за вира-

зом (2.19) або за більш загальним — (2.23) чи (2.51); 

- якщо це водозабір, тоді врахувати його витрати, взяті з 

від’ємним знаком у співвідношенні (2.22) чи (2.54) та перейти до на-

ступної ЕД, прирівнявши її початкові умови початковим умовам ЕД з 

водозабором; 
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- якщо це надходження вод, тоді: порівняти їх значення ПЯВ з 

отриманим на виході попередньої ЕД і, відповідно до результатів по-

рівняння, вибрати та обчислити функції за виразами (2.37), (2.38), 

(2.52)–(2.54); провести розрахунки за математичною моделлю (2.50) 

спочатку для найбільш (у позначеннях (2.37)), а потім для найменш (у 

позначеннях (2.38)) забрудненої частини річкового потоку.  

Важливо відзначити, що, як і вище, запропонований підхід до 

побудови узагальненої математичної моделі не накладає суттєвих об-

межень на вибір математичних моделей процесів самоочищення та 

розбавлення. Взяті за основу математичні моделі (2.5) та (2.3) можуть 

бути й більш складними, як, наприклад у роботах [2, 4, 17, 34, 40, 55, 

56, 62, 84, 117, 128–130, 133, 138, 143], але це призведе до ускладнен-

ня виразів (2.4)–(2.54). 

 Розглянемо приклад. 

 

2.3.3. Узагальнення розроблених математичних моделей для 

розгалуженої річкової системи 

 

Побудовані у цьому розділі математичні моделі описують про-

цеси самоочищення та розбавлення стічних вод у річкових, а саме 

зміну деякого показника якості води тільки на деякій і-й ( Ni ,0 ) 

елементарній ділянці. Покажемо яким чином отримані результати 

можна розповсюдити на будь-яку розгалужену річкову систему. 

Математична модель (2.50)–(2.54) була побудована, виходячи із 

9-ти положень, викладених у підрозд. 2.1.1 та 3-х положень, викладе-

них у підрозд. 2.1.2. Доповнимо їх ще одним: “Води, що надходять до 

і-ої ЕД річки з параметрами ui та qi, можуть бути не тільки результа-

том антропогенної діяльності, тобто стічними чи зворотними водами, 
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а й бути природного походження, у т.ч. бути притокою річки, до якої 

вони надходять.” Тобто пропонується не розрізняти природу поход-

ження вод, що надходять до річки. 

Таким чином, для розрахунку значення ПЯВ, наприклад, у гирлі 

головної річки з розгалуженою системою приток, слід спочатку роз-

рахувати значення ПЯВ у гирлах приток цієї річки. 

 

2.3.4. Приклад моделювання для безіменної малої річки Він-

ницької області. 

Застосуємо виведені співвідношення для моделювання зміни 

значень деякого показника якості води ділянки річки, приведеної на 

рис. 2.6. Усі параметри та вхідні значення — ті ж самі, що у прикладі 

п. 2.1.4. 

На рис. 2.7 приведено графік значень ПЯВ у найбільш забруд-

неній частині потоку усієї ділянки річки, розрахованих за математич-

ною моделлю (2.19)–(2.22), та графік значень ПЯВ у найменш забруд-

неній частині потоку, розрахованих за математичною моделлю (2.47)–

(2.49). Розрахунок проведено з часовим інтервалом у 3 хв., тобто  

t = 0,05 (год.).  

 Як видно на рис. 2.7, на нульовій елементарній ділянці (N = 0), 

де немає скидів стічних вод, забруднення річкового потоку однакове 

по ширині річки у кожному її створі і графіки співпадають. На інших 

елементарних ділянках вони відрізняються. На границі будь-яких двох 

елементарних ділянок графік найбільш забрудненої частини річки ро-

бить стрибки. Важливо нагадати, що при цьому не відбувається пору-

шення закону нерозривності потоку та речовини — просто найбільш 

забрудненою стає інша частина річкового потоку, яка щойно надійшла 

зі стічними водами.  
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Рисунок 2.7. Графіки значень деякого ПЯВ у найбільш (верхній гра-

фік) та у найменш (нижній графік) забруднених частинах потоку усієї 

ділянки річки, наведеної на рис. 2.4 (усі можливі значення забруднен-

ня в різних потоках по ширині річки охоплюються зафарбованої зо-

ною; пунктирною лінією відмічено місця надходження стічних вод) 

 

2.4. Розширення запропонованого підходу до побудови мате-

матичних моделей з використанням в якості базових інших відо-

мих моделей процесів самоочищення річкових вод 

 

Розроблені вище математичні моделі будуються із врахуванням 

специфіки процесів розбавлення на основі математичної моделі Фро-

лова – Родзиллера (2.2), а інших самоочисних процесів — на основі 

розв’язку типового в екології диференціального рівняння першого по-

рядку (2.3): 

],0[,)0()0( iiiiiiii
i TtuqxQx(t),xk

dt

(t)dx
 ,           (2.55) 

З рівняння (2.55) зрозуміло, що ця математична модель ґрунту-
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ється лише на припущенні, що у кожний момент часу швидкість зміни 

значення деякого ПЯВ з коефіцієнтом ki прямо пропорційна поточно-

му значенню ПЯВ. Такий опис може бути справедливим, якщо на 

зменшення значення ПЯВ у кожен момент часу діє або один доміную-

чий процес з інтенсивністю, пропорційною ki, або група однотипних 

процесів, спільна дія яких, також, може враховуватись коефіцієнтом 

ki. У роботах же [7, 9, 11, 20, 33, 36, 41, 49, 84, 90, 97, 111, 113, 116, 

117, 119, 129, 131, 132, 138] наведено досить багато прикладів, коли на 

зменшення значення ПЯВ у річковій воді з часом може діяти значно 

більше дуже різнорідних за своєю природою та інтенсивністю проце-

сів. Отже, для забезпечення більшої адекватності варто ускладнити і 

математичний опис самоочисних процесів. Розглянемо два варіанти 

цього ускладнення.  

 

2.4.1. Використання авторської математичної моделі послі-

довно-одночасних річкових самоочисних процесів  

Замість математичної моделі (2.55) візьмемо за основу матема-

тичну модель (1.20)–(1.24), яка у позначеннях (2.55) запишеться таким 

чином [84, 115]: 

],0[,321 iiil
i Tt=(t),   l(t) xG

dt

(t)dx
 ,                (2.56) 

iiiii uqxQ=x )0()0( ,                                  (2.57) 

11 ii k(t)G  ,                                         (2.58) 
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де індекс “і” означає належність параметра до математичної моделі  

і-ої ЕД. 



 

62 

 Для застосування математичної моделі самоочисних процесів 

(2.56)–(2.60) замість математичної моделі (2.55) у загальній математи-

чній моделі (2.50)–(2.54) слід записати розв’язок рівнянь (2.56)–(2.60) 

аналогічно до виразу (2.3) (див. (1.22), (1.23)): 

],0[),,())0(()( iiiliiiii TttKMuqxQtx  ,             (2.61) 
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де індекс “і” означає належність параметра до математичної моделі  

і-ої ЕД. 

 З порівняння математичних моделей (2.61)–(2.62) та (1.22)–

(1.23) видно, що їх позначення ідентичні за змістом, але математична 

модель (2.61)–(2.62) більше відповідає позначенням цього розділу, зо-

крема тому, що математична модель (2.61)–(2.62) записана для і-ої 

ЕД. Перенесення ж параметра l із дужок в індекс у функціях M() та 

() має за мету просто скоротити запис. 

 Математична модель (2.61) є значно загальнішою, ніж матема-

тична модель (2.3). Фактично, у математичній моделі (2.61) функція 

Mil(Ki, t) може мати й вигляд, що відрізняється від (2.62), тобто опису-

вати самоочисні процеси зовсім по-іншому. Повертаючись до узага-

льненої одновимірної математичної моделі процесів самоочищення та 

розбавлення стічних вод у розгалуженій річковій системі на найменш 

та найбільш забруднений річковий потік (2.50)–(2.54), можна легко 

показати, що використання математичної моделі (2.61) замість (2.3) 

приведе до таких змін: 
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 Легко бачити, що, фактично, змін зазнали тільки вирази (2.63) та 

(2.64). Математична модель (2.63)–(2.67) доповнюється виразами 

(2.37), (2.38) та (2.62) для моделі процесів самоочищення у вигляді 

(2.56)–(2.60). 

 Варто зазначити, що математична модель (2.61)–(2.62) перетво-

рюється на математичну модель (2.3) у випадку l = 1. З урахуванням 

цього, математична модель (2.62)–(2.67), (2.37), (2.38) є узагальненням 

математичної моделі (2.50)–(2.54) на більш складні способи опису са-

моочисних процесів у річці. 

 

2.4.2. Використання математичних моделей В. І. Лаврика  

Покажемо, як можна аналогічно синтезувати узагальнену мате-

матичну модель для багатьох входів на основі математичних моделей 

В. І. Лаврика (1.7) та (1.17), наведених у розділі 1. 
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Сам В. І. Лаврик теж розглядав задачу моделювання значень 

ПЯВ у випадку багатьох входів до річки природного чи антропоген-

ного характеру, але він пропонує застосовувати, як це вже зазначалось 

у підрозд. 1.3, свою математичну модель розбавлення (1.7) до резуль-

татів обчислень за математичною моделлю (1.17) [46]. Розроблена ж у 

цьому розділі математична модель дозволяє визначати ПЯВ у будь-

якому створі ділянки річки x(z) = x(vt). Покажемо як можна у ній ви-

користати математичні моделі В. І. Лаврика (1.7) та (1.17), записані 

для і-ої ЕД: 
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 Легко показати, що у разі підстановки цих рівнянь у математич-

ну модель (2.62)–(2.67) та виконання необхідних перетворень, отри-

мана математична модель буде відрізнятись тільки виразами (2.62) та 

(2.66): 
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 Вирази ж (2.63)–(2.65), (2.67) змін не зазнають. 
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2.5.  Розробка алгоритмів ідентифікації параметрів та струк-

тури математичних моделей процесів самоочищення та розбав-

лення стічних вод у розгалуженій річковій системі на найменш та 

найбільш забруднений річковий потік 

 

 Не менш важливою задачею, ніж побудувати адекватну матема-

тичну модель, є задача розробки алгоритмів ідентифікації структури 

та параметрів цих моделей за експериментальними даними, у т.ч. з 

використанням даних регулярного державного моніторингу України. 

 Розробимо алгоритм ідентифікації структури та параметрів ма-

тематичної моделі (2.62)–(2.67). 

 Слід зазначити, що ідентифікація структури розробленої мате-

матичної моделі стосується тільки ідентифікації кількості елементар-

них ділянок N та значення lі ( Ni ,0 ) в (2.62), а оцінювання або об-

числення значень величин Kі та і на усіх елементарних ділянках від-

носимо до ідентифікації параметрів цієї моделі.  

 Нагадаємо, що математична модель (2.62)–(2.67) є “гібридом” 

декількох окремих математичних моделей, об’єднаних певним чином. 

Кожна з цих математичних моделей (і модель Фролова – Родзиллера 

(2.2), і модель (2.3), і модель (2.56)–(2.60)) вимагають своєї методики 

ідентифікації параметрів. Виходячи з припущення про те, що ці мате-

матичні моделі описують процеси різної природи, які по-різному себе 

проявляють, можна, у першому наближенні, оцінити параметри цих 

моделей відокремлено — за їх “власними” методиками ідентифікації. 

А потім, визначені у такий спосіб параметри використати як початкові 

оцінки параметрів загальної математичної моделі (2.62)–(2.67). 

 Наведемо ці методики. 
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2.5.1. Відомі алгоритми ідентифікації параметрів та струк-

тури математичних моделей процесів самоочищення та матема-

тичних моделей розбавлення стічних вод у річкових, на основі 

яких виведено узагальнену математичну модель. 

 1. Математична модель Фролова – Родзиллера (2.2).  

 Невідомий параметр на і-й ЕД: і — коефіцієнт, що враховує  

гідравлічні умови змішування на і-й ЕД. 

 Вхідні дані: xі(0), Qі, ui, qi, Ti. 

 Параметр і визначається для конкретного створу і-ої елемен-

тарної ділянки окремо на основі емпіричних досліджень за формулою 

[101, 125, 128] 

3

i

i
iii

q

E
  ,                                        (2.68) 

де  ζi — коефіцієнт, який залежить від місця випуску стоку в річку 

на і-й ЕД: біля берега — ζi = 1, в фарватері річки, тобто в місці най-

більших швидкостей — ζi = 1,5;  

 φi – коефіцієнт звивистості для і-ої ЕД річки, тобто відношення 

її довжини Lpi, визначеної по прямій, до її довжини Li, визначеної 

вздовж фарватеру річки 

i

pi
i

L

L
 ,                                             (2.69) 

 Еi – коефіцієнт турбулентної дифузії, який може визначатись: 

- за формулою М. В. Потапова для рівнинних річок (застосову-

ється зрідка) [34, 101, 128]:  

200/iii vHE  ,                                        (2.70) 

де vi — середня швидкість течії; Нi – середня глибина річки на і-й 

елементарній ділянці; 

- за формулою В. М. Макавєєва для усіх проточних водойм (за-
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стосовується найчастіше) [34, 101, 128]: 

 
i

ii
i

mC

vgH
E

2
 ,                                          (2.71) 

де  g — прискорення сили тяжіння, як правило береться 9,81 м/с2; 

 т – коефіцієнт Бусінського для води, тобто 22,3; 

 Сі — коефіцієнт Шезі, який визначається за формулою [34, 101, 

128] 

61
i

i
i H

n
C  ,                                         (2.72) 

де пi — коефіцієнт шорсткості за М.Ф. Срібним, який визначається за 

таблицею 2.3 відповідно до однієї з дев’яти категорій водотоків. 

Таблиця 2.3. 

Коефіцієнти шорсткості за М. Ф. Срібним  

(без урахування гірських річок) [34, 101, 128] 

№ Характеристика русла nі 

1 Природні русла у надто сприятливих умовах (чисті, 

прямі, незасмічені, земляні з вільною течією). 

0,025 

2  Русла постійних водотоків рівнинного типу, переваж-

но великих і середніх річок, за сприятливих умов ста-

ну ложа і течії води. Періодичні потоки (великі і малі) 

у дуже гарному стані поверхні і формі ложа. 

0,033 

3 Порівняно чисті русла постійних рівнинних водотоків 

за звичайних умов, звивисті, з деякими дефектами на-

правлення струменів або ж прямі, але з дефектами в 

рельєфі дна (мілини, промоїни, місцями каміння). Зем-

ляні русла періодичних водотоків (сухих логів) за від-

носно сприятливих умов. 

0,040 
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Продовження таблиці 2.3. 

№ Характеристика русла nі 

4 Русла великих і середніх річок значно засмічені, зви-

висті і такі, що частково заросли, кам’янисті з неспо-

кійною течією. Періодичні (дощові і весняні) водотоки 

з великою галькою або покритим рослинністю ложем. 

Заплави великих і середніх річок, відносно розроблені, 

покриті нормальною кількістю рослинності (трави, ча-

гарники). 

0,050 

5 Русла періодичних водотоків, суттєво засмічені і зви-

висті, такі, що відносно заросли, нерівні, погано роз-

роблені заплави річок (промоїни, чагарники, дерева). 

Порожисті ділянки рівнинних річок. 

0,067 

6 Річки зі слабкою течією і заплави такі, що значно за-

росли, з великими глибокими промоїнами. 

0,080 

7 Заплави такі ж, як і у попередній категорії, але з дуже 

неправильною косоструменевою течією, заводями то-

що. 

0,100 

8  Річки болотного типу (зарості, купини, в багатьох міс-

цях майже стояча вода). Заплави з дуже великими мер-

твими просторами з місцевими заглибленнями (озера-

ми тощо). 

0,133 

9  Глухі заплави (суцільно лісні). 0,200 

 

 Таким чином, визначивши по довідниках та по карті річки вели-

чини ni, Hi, vi, Lpi, Li, ζi, можна просто обчислити параметр і за фор-

мулою (2.68) для кінцевого створу кожної і-ої ЕД, який розташований 

на відстані Lі від нульового створу. 
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 2. Математична модель (2.3), що основана на розв’язку типового 

в екології диференціального рівняння першого порядку [34, 40, 48, 84, 

101, 117, 128, 129, 138]. 

 Невідомий параметр на і-й ЕД: kі — коефіцієнт, що враховує  

гідравлічні умови змішування на і-й ЕД. 

 Вхідні дані: показник якості води та хімічні речовини чи гідро-

біонти, концентрацію чи вміст яких у воді він описує. 

Численні дослідження, проведені з різними хімічними речови-

нами та з різними мікроорганізмами, що узагальнені в роботі [117], 

дозволили визначити значення так званої константи самоочищення, 

якій в математичній моделі (2.3) відповідає параметр kі. Фактично, за 

такого способу визначення цей коефіцієнт не залежить від особливос-

тей протікання процесів на елементарних ділянках — він враховує 

тільки особливості “поведінки” речовин чи мікроорганізмів, які харак-

теризує заданий ПЯВ, у воді цих ЕД. Отже є справедливим положен-

ня: 

k0 = k1 = … = ki = … = kN = k,                           (2.73) 

тобто усі ЕД мають однакове значення параметра k, оскільки на усіх 

них моделюється один і той самий показник якості води. Звичайно, 

можна стверджувати, що є багато показників якості води, котрі врахо-

вують концентрацію багатьох видів різних речовин чи мікроорганіз-

мів, наприклад “pH”, “Лужність”, “Жорсткість”, “Кишкові палички” 

тощо, і оскільки на кожній ЕД можуть переважати різні види окремих 

речовин, то було б доцільнішим визначати параметр k для кожної ЕД 

окремо. Але, у такому складному випадку математична модель (2.3) 

не забезпечить адекватного опису процесів — краще застосовувати 

більш складну математичну модель (2.61)–(2.62) з відповідною мето-

дикою її ідентифікації.  
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 Варто зазначити, що далеко не для всіх відомих та поширених  у 

стічних водах хімічних речовин та гідробіонтів визначені “константи 

самоочищення”. 

 3. Авторська математична модель (2.61)–(2.62), що основана на 

врахуванні послідовно-одночасних груп процесів, які діють на ПЯВ 

[84, 115]. 

 Невідомі параметри на і-й ЕД: Kіl — вектор з l = 1, 2 або 3 кое-

фіцієнтами kil, які враховують інтенсивність протікання груп са-

моочисних процесів у річці на і-й ЕД. 

 Вхідні дані: Q0, ui, qi, Ti, виміряне значення ПЯВ 00
~x  у початко-

вому створі усієї ділянки, що моделюється, а також не менше п’яти 

значень заданого показника якості води iij Kjx ,1,~   на кожній (і-й) 

ЕД ( Ni ,0 ). 

 У монографії [84] питанням ідентифікації математичної моделі 

(2.61)–(2.62) присвячено цілий розділ. Викладемо його основні поло-

ження. 

 Значення 00
~x  = x(0). 

 З мінімальної кількості Kmin i = 4 даних реальних вимірювань 

ПЯВ у річці виділяються такі: 

- три значення ijx~  необхідно для оцінювання параметрів ki1, ki2, 

ki3 для математичної моделі l = 3 (для моделей з меншими l достатньо l 

даних); 

- решта значень ijx~  (як мінімум одне) необхідні для забезпе-

чення надлишковості даних для коректного застосування методу най-

менших квадратів в задачі ідентифікації параметрів математичної мо-

делі при l = 3; для забезпечення надлишковості при ідентифікації ма-

тематичних моделей з меншим l, зрозуміло, достатньо менше даних. 
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 Для забезпечення ідентифікації структури математичної моделі 

(2.61)–(2.62), тобто точного значення параметру l, необхідно ще хоча 

б одне значення вимірювань, тобто мінімальний загальний їх обсяг 

*
min iK  складає 

5141min
*
min  ii KK , 

а бажаний: 

iiiii KKKKK minmin
*
min

* ,  .                      (2.74) 

 Тоді, після ідентифікації параметрів математичних моделей по 

Ki даним реальних вимірювань для усіх трьох значень l = 1, 2 або 3, 

оцінюється похибка іl між реальними даними ijx~  та значеннями ПЯВ 

)( jil tx , які забезпечують ці математичні моделі у створах ЕД з tj, що 

відповідають місцям вимірювань значень ijx~ . Але похибка оцінюється 

вже не по Ki даних реальних вимірювань, а по 
*
iK  (див. (2.74)): 
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 Далі порівнюються між собою значення і1, і2, і3 та визначаєть-

ся найменше з них. Зрозуміло, що оптимальною тоді буде та матема-

тична модель, яка забезпечує мінімальне значення похибки іl. 

 Чим більше даних реальних вимірювань на кожній ЕД, виміря-

них за усіма вимогами, викладеними у роботі [84], тим адекватніше 

буде математична модель (2.61), (2.62) описувати процеси, що відбу-

ваються у річці. Серед згаданих вимог є, наприклад, те, що вимірю-

вання повинні робитись приблизно одночасно з урахуванням часу на 

добігання вод від одного створу до іншого, оскільки, нагадуємо, ма-
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тематична модель (2.61), (2.62) тільки тоді можна називати і просто-

рово-одновимірною, і динамічною (хоча і не одночасно), коли вона 

записується для деякого об’єму води, який рухається з течією річки зі 

швидкістю v, і тоді для неї справедливе співвідношення (1.5). 

 

2.5.2. Розробка алгоритму ідентифікації параметрів та стру-

ктури узагальненої математичної моделі процесів самоочищення 

та розбавлення стічних вод у річкових. 

 Наведені у попередньому пункті методики ідентифікації окре-

мих параметрів узагальненої математичної моделі (2.62)–(2.67) мають 

один спільний недолік: оцінювання одного параметра відокремлено 

від іншого може спричинити помилки, оскільки, фактично, математи-

чна модель самоочисних процесів у вигляді (2.2) або (2.61) враховує і 

процеси розбавлення, тому їх розрізнена ідентифікація може не дати 

бажаних результатів. Крім того, ідентифікація параметрів математич-

них моделей (2.2) та (2.3) відокремлено від експериментальних даних 

може призвести до помилок, обумовлених різницею умов, в яких зби-

рались довідкові дані, по яких робиться розрахунок, та тих, в яких 

проводиться моделювання. 

 Отже, більш доцільно проводити ідентифікацію узагальненої 

математичної моделі (2.62)–(2.67) одночасно усіх параметрів та безпо-

середньо по експериментальних даних, а за методиками, викладеними 

вище, знаходити тільки їх початкові оцінки. 

 Як і під час ідентифікації параметрів математичної моделі 

(2.61), (2.62), для ідентифікації усіх параметрів узагальненої матема-

тичної моделі є необхідним певна кількість iK


 даних реальних вимі-

рювань iij Kjx


,1,~   (пасивний експеримент) плюс значення ПЯВ 00
~x , 

виміряне у початковому створі усієї ділянки, що моделюється. 
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 Визначимо мінімальну кількість таких даних, які дозволили б 

оцінити значення параметрів математичної моделі (2.62)–(2.67) за ме-

тодом найменших квадратів. Потрібні такі дані: 

- одне значення ijx~  необхідно для оцінювання параметра i;  

- ще три значення ijx~  необхідно для оцінювання параметрів ki1, 

ki2, ki3 для моделі l = 3 (для моделей з меншими l достатньо l даних); 

- мінімум одне значення ijx~  необхідно для забезпечення над-

лишковості при ідентифікації параметрів математичної моделі i та 

ki1, ki2, ki3;  

- мінімум одне значення ijx~  необхідно для забезпечення над-

лишковості при ідентифікації структури математичної моделі, тобто 

значення l. 

 Всього на кожній і-й ЕД: 

6min  ii KK


.                                         (2.76) 

 Додатково необхідним є значення 00
~x , яке є оцінкою початково-

го значення ПЯВ x(0). 

 Варто зазначити, що інтервал ij між iK


 вимірювальними ство-

рами не повинен бути однаковим, як це часто вимагається. Річковий 

об’єкт на відміну від, наприклад каналів чи трубопроводів, є значно 

неодноріднішим об’єктом, тому величина ij може приймати різні 

значення. На рис. 2.8 показано приклад розташування створів спосте-

режень якості води на деякій і-й елементарній ділянці річки у iK


=  

= 6 створах. 

 Слід відмітити декілька вимог, важливих для ідентифікації ма-

тематичної моделі процесів самоочищення та розбавлення у річці, 

пов’язаних із забором проб. Математична модель (2.62)–(2.67) разом 
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із заміною (2.37) та (2.38) описує процеси як у найбільш, так і в най-

менш забрудненій частині потоку річки. Отже, першою вимогою є те, 

що під час ідентифікації математичної моделі по експериментальних 

даних слід чітко знати, якої частини потоку стосуються ці дані за кри-

терієм забрудненості води. 

 

Рисунок 2.8. Приклад розташування створів спостережень якості води 

на елементарній ділянці річки 

 Наприклад, можна вимагати, щоб під час забору проб фіксува-

лось в якій частині потоку проводився забір у відповідності зі схемою 

на рис. 2.3. Однак, слід враховувати, що схема, зображена на рис. 2.3 є 

дуже умовною. Внаслідок поперечних течій та циркуляцій річкових 

вод, неоднорідності дна русла та непаралельності і звивистості берегів 

річки схема розбавлення та перемішування стічних вод з річковими на 

практиці є значно складнішою за ту, що зображена на рис. 2.3. 

 Отже, більш коректним буде забір та аналіз проб вздовж кожно-

го поперечного створу річки. Порівняння між собою виміряних набо-

рів значень ПЯВ вздовж одного створу річки легко дозволить встано-

вити мінімальне та максимальне значення ПЯВ у кожному створі. Для 

мінімізації обсягу подібних додаткових вимірювань можна вимагати 

забору проб хоча б тільки біля обох берегів та всередині фарватеру  
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річки.  

 Важливою перевагою розробленої у цій роботі математичної 

моделі (2.62)–(2.67), (2.37), (2.38) є те, що структура та параметри ма-

тематичних моделей для найбільш та найменш забруднених частин 

річкового потоку ідентичні — відрізняється лише врахування даних 

про якість та витрати стічних вод та основного річкового потоку. От-

же, для ідентифікації структури та параметрів обох моделей достатньо 

iKmin


 = 6, а не більше, як було б, якщо їх треба було б ідентифікувати 

окремо. 

 Друга вимога враховує те, що розроблена математична модель 

описує процеси в деякому об’ємі води, який пересувається зі швидкіс-

тю течії вздовж річки. Отже, дані ijx~ , які вимірюються для проведення 

ідентифікації цієї математичної моделі, повинні відбиратись з ураху-

ванням часу на добігання ij води від одного створу до іншого, щоб 

характеризувати один і той самий об’єм води. 

 Третьою вимогою є те, що на кожній ЕД для ідентифікації вико-

ристовуються значення ijx~ , виміряні нижче за течією від місця над-

ходження вод до річки, якщо це надходження мало місце. Дані, вимі-

ряні вище за течією, повинні використовуватись для ідентифікації на 

попередній ЕД. У відповідності ж з (2.67), вихідне значення (і-1)-ої ЕД  

xi-1(Ti-1) дорівнює вхідному значенню ПЯВ і-ої ЕД xi(0). 

 У разі наявності експериментальних даних на елементарній ді-

лянці у кількості iK


, яка відповідає умові (2.76), ідентифікація усіх 

параметрів математичної моделі (2.62)–(2.67), (2.37), (2.38) повинна 

відбуватись за методом найменших квадратів з урахуванням таких 

положень: 

- 0
~

ix  є оцінкою xi(0); 
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- в математичній моделі розбавлення оцінювання параметра 

i
~  пропонується проводити у вигляді  

iii   ˆ~ ,                                         (2.77) 

де î  — оцінка параметра i
~ , розрахована за паспортними даними за 

формулою (2.68); і — додатна, нульова або від’ємна величина, яка 

враховує відміни реальних гідравлічних умов протікання змішування 

від значення î ; 

- в математичній моделі самоочищення пропонується одночас-

но оцінювати параметри моделі (вектор Kil) та її структуру (значення 

величини l) шляхом ідентифікації послідовно усієї математичної мо-

делі (2.62)–(2.67) для Ki1, Ki2 та Ki3, обчислення в кожному випадку 

похибок і1, і2, і3 за формулою (2.75) та вибір таких значень Kil та l, 

які забезпечують найменше іl. 

Запишемо вирази для ідентифікації параметрів та структури за-

гальної математичної моделі, за якими безпосередньо повинні прово-

дитися розрахунки. Метод найменших квадратів полягає в обчисленні 

таких значень параметрів моделі, котрі забезпечують мінімум суми 

квадратів відхилень експериментальних даних від тих, що забезпечує 

модель (“теоретичних” значень) [6, 44, 50, 59, 84, 89]: 
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 .      (2.78) 

У виразі (2.78) зазначено: 

- загальне відхилення експериментальних даних від теоретич-

них обчислюється по усіх елементарних ділянках, у т.ч. по нульовій, 

якщо вона є; 

- серед аргументів теоретичних значень xi() вказано парамет-

ри, які саме потребують ідентифікації за методом найменших квадра-
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тів на кожній і-й ЕД ( ili K, ) та координата часу, яка обчислюється 

як тривалість добігання вод до (і-1)-го створу кожної ЕД (зрозуміло, 

що для і = 0: Ti-1 = 0) плюс сума часових інтервалів ij на добігання 

вод між (j-1)-м та j-м вимірювальними створами і-ої ЕД. 

За методом найменших квадратів оптимальні оцінки параметрів 

математичної моделі (2.78) знаходяться як розв’язок системи рівнянь 

[6, 44, 50, 59, 84, 89]: 
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          (2.79) 

Оскільки, запропонований спосіб побудови математичної моделі 

базується на тому, що весь вплив на кожну елементарну ділянку з бо-

ку інших ЕД враховується початковими умовами (2.67), то ідентифі-

кацію  оптимальних параметрів та структури узагальненої математич-

ної моделі можна робити для кожної елементарної ділянки окремо. 

Друге з рівнянь (2.79), в залежності від значення параметра l, 

слід розуміти як рівняння чи система рівнянь типу ( Ni ,0 ) (T-1 = 0): 

0~,,

1

2

1

11
1



































 
 



iK

j

ij

j

p

ipiiii
i

xTkx
k



              (2.80) 

або             





















































































 

 

 



 



0~,,,

,0~,,,

1

2

1

121
2

1

2

1

121
1

i

i

K

j

ij

j

p

ipiiiii
i

K

j

ij

j

p

ipiiiii
i

xTkkx
k

xTkkx
k









       (2.81) 



 

78 

або 
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       (2.82) 

 Легко бачити, що вирази (2.80)–(2.82) стосуються тільки однієї 

і-ої ЕД, а не усіх одночасно — цим підкреслюється, що ці вирази по-

винні записуватись для кожної ЕД окремо, оскільки, в загальному ви-

падку, на різних ЕД можуть бути оптимальними математичній моделі 

з різним l. 

 Якщо ж згадати, що експериментальні дані ijx~  можуть характе-

ризувати як найменш забруднену частину потоку річки (введемо поз-

начення — 

ijx~  ), так і найбільш забруднену (


ijx~ ), то, для врахування 

цього факту, під час ідентифікації математичної моделі (2.62)–(2.67) 

слід доповнювати вирази системи рівнянь (2.79) умовою ui  xi(0) для 

першого випадку та ui > xi(0) для другого аби мати більш чітке розу-

міння, яку слід застосовувати заміну змінних у виразах (2.37) та (2.38) 

під час визначення функції xi() (T-1 = 0). Для ідентифікації математич-

ної моделі (2.62)–(2.67) на основі вхідних даних 

ijx~  та 


ijx~  слід вико-

ристовувати систему рівнянь (2.83). 

 Таким чином, алгоритм ідентифікації параметрів та структури 

узагальненої математичної моделі процесів самоочищення та розбав-

лення стічних вод у річкових полягає у наступному: 
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  (2.83) 

1. Розбити ділянку річки, яка моделюється, на елементарні ді-

лянки за двома критеріями: 

1) “Одна ЕД — одне просторово-зосереджене надходження вод 

природного чи антропогенного походження” — початок кожної і-ої 

( Ni ,1 ) елементарної ділянки річки повинен бути розташований на 

річці біля місця надходження до неї стічних вод, але дещо вище за те-

чією від нього; початок нульової елементарної ділянки річки (і = 0) 

повинен співпадати із початком усієї ділянки, для якої виконується 

моделювання, але якщо цей початковий створ співпадає із початковим 

створом першої ЕД, тоді нульова елементарна ділянка не створюється, 

а відлік ведеться від і = 1; 

2) “Приблизна чи умовна незмінність значень паспортних даних 

протягом однієї ЕД” — якщо на деякій і-й елементарній ділянці такі 

паспортні дані як ni, Hi, vi, Lpi, Li зазнають суттєвих змін (значно міня-

ється характер дна русла, глибина чи швидкість течії річки, її звивис-

тість),  тоді вона розбивається  ще на декілька для забезпечення  при-

близної (умовної) незмінності цих параметрів вздовж кожної елемен-
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тарної ділянки. 

2. Збирається уся вхідна інформація про річковий потік та усі 

надходження вод чи водозабори на ділянці, що моделюється: Q0, ui, qi, 

ζi. Якщо деяка r-та ЕД була створена для забезпечення виконання дру-

гого критерію у п.1, тобто для забезпечення незмінності паспортних 

даних ЕД, а отже, на ній може і не бути надходження вод чи водоза-

бору взагалі, тоді приймається qr = 0 і всі розрахунки далі проводять-

ся по вироджених математичних моделях, подібних до тих, які вико-

ристовуються для нульової (і = 0) ЕД. 

3. Збираються чи визначаються значення паспортних даних усіх 

елементарних ділянок, створених у п.1: ni, Hi, vi. Визначається довжи-

на Li кожної і-ої ЕД. На основі Li та vi оцінюється час добігання води 

Ti від початку до кінця кожної і-ої ЕД. По карті (по електронній за до-

помогою геоінформаційних технологій [3, 53, 63, 69, 83, 136] чи по 

паперовій вручну) визначаються величини Lpi. 

4. Проводиться збирання та обробка експериментальних даних 

про якість води у річці ijx~  — не менше шести вимірювань на кожній 

ЕД з обов’язковим встановленням частини потоку, до якої варто від-

нести зібрані дані за критерієм забрудненості, тобто, це дані 
ijx~  чи 


ijx~ . Окремо визначаються значення 0

~
ix , які є оцінкою xi(0) у початко-

вому створі усієї ділянки, що моделюється, котрий ще не зазнав за-

бруднення і-ми стічними водами. Забір проб, де визначаються значен-

ня ПЯВ ijx~ , проводиться з урахуванням часу добігання ij води від 

одного створу до іншого, щоб характеризувати один і той самий об’єм 

води. 

5. За формулами (2.68)–(2.72) для усіх ЕД розраховуються по-

чаткові наближення параметра і — величини î . 
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6. За рівняннями (2.79) для ijx~  або (2.83) для 
ijx~  та 

ijx~  з ураху-

ванням (2.80)–(2.82) проводиться розв’язання систем рівнянь (від 2-х 

для l = 1 і ijx~  до 8-ми для l = 3 і 
ijx~  та 

ijx~ ) з використанням відомих 

обчислювальних методів, наприклад, градієнтним методом або мето-

дом Ньютона [6, 8, 13, 44], за допомогою генетичного алгоритму тощо 

[54, 96, 98, 99]. Після знаходження розв’язку для кожного l за форму-

лою (2.75) обчислюється значення відносної похибки іl, а потім, як 

оптимальні, вибираються такі значення Kil та l, які забезпечують най-

менше значення цієї відносної похибки. Варто пам’ятати, що для кож-

ної і-ої ЕД ідентифікація оптимальних параметрів та структури мате-

матичної моделі здійснюється окремо, тобто, фактично, замість сис-

теми рівнянь (2.79) слід розв’язувати таку (без знаку суми по i = 0, …, 

N): 
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              (2.84) 

 

2.5.3. Варіації алгоритму ідентифікації параметрів та струк-

тури узагальненої математичної моделі. 

Запропонуємо деякі варіації розробленого у попередньому  

пункті алгоритму ідентифікації узагальненої математичної моделі.  

Варіація 1. Як математичну модель самоочисних процесів мож-

на використовувати не модель (2.61)–(2.62), а значно простішу модель 

(2.3), якій відповідає математична модель (2.61)–(2.62) при l = 1. В ре-
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зультаті мінімальна кількість експериментальних даних на кожній і-й 

ЕД iKmin


 дорівнюватиме  трьом, тобто:  

- одне значення ijx~  необхідно для оцінювання параметра i;  

- одне значення ijx~  необхідно для оцінювання параметра ki; 

- мінімум одне значення ijx~  необхідно для забезпечення збит-

ковості при ідентифікації параметрів математичної моделі i та ki. 

 Отже, експериментальних даних треба майже вдвічі менше. Хо-

ча і адекватність математичної моделі реальним процесам теж дещо 

зменшується. 

 Варіація 2. Якщо елементарні ділянки — це ділянки однієї річки 

з приблизно однаковими гідрологічними та гідроморфологічними 

умовами або немає можливості встановити усі необхідні паспортні 

дані на різних ЕД, тоді, в першому наближенні, пропонується вважати 

їх однаковими на певній кількості або усіх ЕД: 

̂ 0 = ̂ 1 = … =̂ i = … =̂ N = ̂ ,                        (2.85) 

реальні ж їх відміни будуть враховані значеннями і, ідентифікова-

ними за наведеним вище алгоритмом.  

 

2.6. Ідентифікація узагальненої математичної моделі проце-

сів самоочищення та розбавлення за даними регулярного держав-

ного моніторингу вод  

 

2.6.1. Розробка алгоритму ідентифікації. 

 Математичні моделі та алгоритми, які дозволяють розв’язувати 

задачі моделювання, прогнозування, контролю та управління значен-

нями показників якості води у річках саме за даними регулярного 

державного моніторингу вод (РДМВ) України, є надзвичайно важли-
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вим та потужним інструментом для “аналізу інформації про стан вод, 

прогнозування його змін та розроблення науково-обґрунтованих ре-

комендацій для прийняття рішень у галузі використання і охорони вод 

та відтворення водних ресурсів” у відповідності з Постановою Кабіне-

ту Міністрів України від 20.07.1996 р. № 815 “Про затвердження По-

рядку здійснення державного моніторингу вод” із змінами та допов-

неннями протягом 1996–2004 рр. [93]. 

 В той же час, усі розроблені вище алгоритми ідентифікації ма-

тематичних моделей, будучи коректними в математичному плані, іно-

ді зустрічаються з певними проблемами під час застосування на прак-

тиці, зокрема під час проведення ідентифікації за даними РДМВ [103, 

105]: 

1. Кожен суб'єкт моніторингу вод проводить спостереження за 

своїм власним графіком, який формується згідно власних потреб та 

цілей (Водоканал — питне водопостачання, держуправління екології 

та природних ресурсів — контроль забруднення та очищення довкіл-

ля, санепідемстанція — контроль за впливом довкілля на захворюва-

ність населення, облводгосп — зміна водного режиму річок, центр з 

гідрометерології — прогноз погоди тощо), а також за своїм власним 

набором показників у своїх створах. 

2. Спостережні створи розташовуються лише біля надходжень 

стічних чи природних вод порівняно великого обсягу — або на 100–

1000 метрів нижче за течією, або і вище, і нижче. 

3. Між місцями надходження вод до річки кількість спостереж-

них створів практично ніколи не буває більше одного. 

4. Спостережні створи розташовані, як правило, на середніх та 

великих річках, а скиди стічних вод, у більшості випадків, здійсню-

ються в струмки та малі річки, які є притоками перших. 
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5. Гідропости, де здійснюється регулярне вимірювання витрат 

річкової води, розташовуються, принаймні у Вінницькій області, з та-

кими закономірностями: на малих річках — не більше одного і пере-

важно близько до гирла чи у середній течії, на середніх річках — до 

двох (у витоку та у гирлі), на великих — з досить великим інтервалом  

(від 90 до 180 км). Отже, встановити значення витрат води у початко-

вому створі довільної ділянки, де треба провести моделювання, у  

більшості випадків неможливо, а можливо встановити тільки у деяко-

му створі (всередині ділянки, в кінці тощо) — початкові ж витрати Q0 

слід вираховувати через qi. 

 У зв’язку зі згортанням у 1994 році програми паспортизації ма-

лих річок України такими паспортними даними як ni, Hi та vi, забезпе-

чені далеко не усі малі річки1), а якщо ця інформація є, то тільки одне 

значення на усю річку. Середні річки2) мають 3-5 ділянок, забезпече-

них окремими паспортними даними. Таких висновків дійшов автор 

цієї роботи під час створення геоінформаційного електронного када-

стру поверхневих вод Вінницької області на замовлення Держуправ-

ління екології та природних ресурсів у Вінницькій області та Вінни-

цького облводгоспу у 2003–2004 роках [81, 83, 86, 102, 104]. 

 Запропонуємо зміни у формуванні та алгоритмах ідентифікації 

математичних моделей показників якості води у річках, які дозволять 

їх реалізовувати, незважаючи на окреслені вище проблеми. При цьому 

варто враховувати варіації, викладені у попередньому підрозділі для 

спрощення процедури ідентифікації.  

 Отже, модифікований алгоритм буде таким:  

                                           
1)

 Малі річки — це річки, площа водозбірного басейну яких складає менше 2 тис. км2 [18]. 
2) Середні річки — це річки, площа водозбірного басейну яких знаходиться між 2 та 50 тис. км2 

[18]. 
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1. Формуються окремі елементарні ділянки для ідентифікації 

параметрів î  математичних моделей розбавлення та окремі ЕД для 

ідентифікації параметрів і і ki узагальненої математичної моделі. 

2. ЕД для ідентифікації î  формуються з урахуванням таких 

критеріїв: 

1) суттєва зміна умов протікання процесів самоочищення та ро-

збавлення у річці, обумовлена переходом від водосховища до вільної 

течії і навпаки; 

2) якщо є наявною інформація про параметри ni, Hi та vi у новос-

творених ЕД. 

3. ЕД для ідентифікації і і kі формуються з урахуванням ви-

моги щодо забезпечення такого мінімального обсягу даних: 

- значення 0
~

ix , яке є оцінкою xi(0) у початковому створі усієї ді-

лянки, яка моделюється, котрий ще не зазнав забруднення і-ми стіч-

ними водами; 

- на кожній і-й ( Ni ,1 ) ЕД кількість виміряних даних нижче 

місця надходження до річки вод не повинна бути менша iKmin


 = 3: 

одне значення ijx~  необхідно для оцінювання параметра i, одне — для 

ki і одне — для забезпечення надлишковості при ідентифікації обох 

параметрів. 

4. Для збільшення точності ідентифікації математичної моделі 

пропонується скористатись даними у цих створах за минулі роки, тоб-

то, взявши дані за один і той самий часовий інтервал, коли характер 

процесів розбавлення та самоочищення були приблизно однаковими у 

різні роки, записати і розв’язати систему рівнянь (2.79) для цього ро-

зширеного набору експериментальних даних. 

5. Якщо на ділянці, яка моделюється, тільки загальна кількість 
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K


створів спостереження відповідає умові K


  minK


 + 1 = 3 + 1 = 4, 

але їх не вистачає навіть на дві ЕД, тоді пропонується:  

1) виходячи з припущення, що процеси розбавлення та самоо-

чищення на усій ділянці, що моделюється, є більш-менш однорідни-

ми, здійснювати ідентифікацію єдиних параметрів  і k; 

2) на різних елементарних ділянках, створених у відповідності з 

наведеними вище критеріями, записувати рівняння відповідно до 

(2.79), але тільки по тих небагатьох створах (чи одному створу), які є 

на цій ЕД; 

3) записані рівняння для усіх ЕД розв’язувати як одну систему 

рівнянь для ідентифікації єдиних параметрів математичної моделі  і 

k.  

 

2.6.2. Приклад ідентифікації математичної моделі за відсут-

ності скидів стічних вод чи водозаборів. 

 Розглянемо реальний приклад за даними регулярного державно-

го моніторингу вод Вінницької області та за допомогою інструмента-

рію комп’ютеризованої геоінформаційної аналітичної системи моні-

торингу поверхневих вод Вінницької області, розробленої під керів-

ництвом автора у 2002-2004 роках [69, 82, 86, 102-105]. 

 На рис. 2.9 зображено фрагмент схеми водних об’єктів та їх ко-

ристувачів у Вінницькій області. Зокрема, зображено малу річку Рів 

(площа водозбору дорівнює 1160 км2) біля міста Браїлів.  

 Задача:  

 “Побудувати математичну модель ділянки річки Рів, розташо-

ваної між створом № 13 (центр міста Браїлів) та її гирлом у селі Мо-

гилівка.” 
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Рисунок 2.9. Фрагмент схеми річки Рів та схеми її моніторингу 

 

 

 Стосовно зображеної на рис. 2.9 ділянки річки відомо (за інфор-

мацією, наданою суб’єктами системи державного моніторингу вод 

Вінницької області та за даними джерел [14, 100]): 

1) великих надходжень вод антропогенного характеру чи водо-

заборів немає; 

2) приток-малих річок немає — є лише декілька струмків3) дов-

жиною 1,5 км, 8,3 км та 3,3 км; 

3) є гідропост “Демидівка” (8,32 км від гирла), в якому прово-

дяться щоденні вимірювання Держгідрометслужбою України; 

4) є пост спостережень № 13 (м. Браїлів; 16,89 км від гирла), в 

якому вимірювання проводить Держуправління екології та природних 

ресурсів у Вінницькій області 5 разів на рік; 

5) є пост спостережень № 55 (в центрі с. Демидівка; 7,85 км від 

гирла), в якому вимірювання проводить Вінницький обласний Центр з 

гідрометеорології 12 разів на рік, але з певних причин ці дані не були 

                                           
3) Струмки — це малі річки, довжина яких менша 10 км. 
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надані для проведення моделювання; 

6) є пост спостережень № 49 (нижче с. Демидівка; 6,42 км від 

гирла), в якому вимірювання проводить Вінницький обласний Центр з 

гідрометеорології 2 рази на рік, але, як і по посту № 55, з певних при-

чин ці дані не були надані для проведення моделювання; 

7) є пост спостережень № 42 (вище с. Могилівка; 0,91 км від  

гирла), в якому вимірювання проводить Південно-Бузьке басейнове 

управління водних ресурсів 12 разів на рік; 

8) у відповідності з паспортними даними річки Рів [92], швид-

кість течії коливається від 0,3 м на плесах до 0,9 м на перекатах — на 

цій ділянці, що є близькою до гирла, можна прийняти v1 = 0,7 м. 

 Таким чином, є один гідропост, тобто один створ, де точно ві-

домі витрати води, і 2 створи спостережень (№ 13 та № 42). Відстань 

між ними складає L1 = 16,0 км = 16 000 м, тому час добігання стано-

вить: 

год 6,35  c 22857 
7,0

16000

1

1
1

v

L
T . 

 Аналіз даних моніторингу за останні роки показав, що, не зва-

жаючи на різну періодичність забору у створах № 13 та № 42, двічі 

вони майже співпадали у часі (табл. 2.3). 

 Отже, будемо обробляти дані спостережень за березень та за 

квітень. Важливо зазначити, що хоча дані по гідропосту і відомі, їх 

можна не враховувати під час ідентифікації, а також не визначати па-

раметр і, оскільки на визначеній ділянці відсутні надходження стіч-

них вод, а отже, немає і процесів розбавлення стічних вод з річковими 

і математичну модель слід будувати у вигляді 

],0[,)0()( 1Ttextx kt  
.                             (2.86) 
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Таблиця 2.3 

Дати спостережень jx~  якості води у створах № 13 та № 42 системи 

моніторингу вод Вінницької області за 2001 рік 

№ ство-

ру 

Дати забору проб по місяцях 

13 21.02 11.03 24.04 20.06 – 14.09 – 

42 – 11.03 25.04 – 03.07 – 15.10 

  

 Що стосується ідентифікації математичної моделі, то, у відпо-

відності з алгоритмом (див. попередній розділ): 

0
~)0( xx  , 

що дорівнює, в свою чергу, значенню ПЯВ у створі № 13 на початку 

ділянки, яка моделюється, яке за дві різні дати спостережень позначи-

мо, відповідно: 01
~x  та 02

~x , де перший індекс означає порядковий но-

мер створу на ділянці, що моделюється, а другий — порядковий но-

мер дати з тих двох, що обробляються. 

 Невідомим є тільки параметр k математичної моделі, але для  

його ідентифікації у нас є ще один створ спостережень із даними за 

дві різні дати, тобто 11
~x  та 21

~x . 

 У відповідності з (2.80) для математичної моделі (2.86): 
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 Беремо похідну: 

     0~~~~~~2 1202021101011
11 


xexxxexxT
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або 

    0~~~~~~
120202110101

11 


xexxxexx
kTkT

, 

або 
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 З виразу (2.87), можна знайти оптимальне значення параметра k 

математичної моделі (2.86). 

 Розглянемо два приклади. Деякі дані моніторингу якості вод  

річки Рів у Вінницькій області за 2001 рік по створах № 13 та 42 наве-

дено у табл. 2.4. 

Таблиця 2.4 

Дані спостережень ijx~  якості води у р. Рів у створах № 13 та № 42  

№ ство-

ру 

Колірність Лужність 

11.03.2001 

( j = 1) 

24.04.2001 

( j = 2) 

11.03.2001 

( j = 1) 

24.04.2001 

( j = 2) 

13  ( jx0
~ ) 25 20 4,6 4,3 

42  ( jx1
~ ) 24,4 19,7 4,59 4,28 

 

 Ідентифікація математичної моделі для ПЯВ “Колірність”. 

0033,0
7,19204,2425

2025
ln
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k (1/год). 

 Таким чином, математична модель має вигляд: 
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],0[,)0()( 1
0033,0 Ttextx t  

Color , 

де час вимірюється в годинах. 

 Ідентифікація математичної моделі для ПЯВ “Лужність”. 
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3,46,4
ln
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ln
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2
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1 xxxx

xx

T
k  

= 0,00053 (1/год). 

 Таким чином, математична модель має вигляд: 

],0[,)0()( 1
00053,0 Ttextx t  

Alkalinity , 

де час вимірюється в годинах, або 

],0[,)0()( 1
013,0 Ttextx t  

Alkalinity , 

де час вимірюється в добах. 

 Задача розв’язана. 

 

2.7. Доведення адекватності розробленої математичної мо-

делі 

 

2.7.1. Підхід до побудови математичної моделі для багатьох 

скидів стічних вод І. Д. Родзиллера. 

 Розв’язанням поставленої у цьому розділі задачі займались й 

інші вчені. Однією з найбільш фундаментальних робіт у галузі моде-

лювання розбавлення стічних вод з річковими є згадувана вище моно-

графія І. Д. Родзиллера [101], де викладено результати його багаторіч-

них досліджень. І. Д. Родзиллер отримав розв’язок задачі для багатьох 

входів стічних вод, який набув великого поширення на практиці,  

завдяки своїй математичній простоті. Порівняємо математичну мо-

дель І. Д. Родзиллера для багатьох входів стічних вод (назвемо її “ба-

гатовходовою”) з розробленою новою багатовходовою математичною 
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моделлю (2.19)–(2.22), запропонованою у цій роботі. 

 Оскільки І. Д. Родзиллер розглядав, головним чином, статичну 

задачу для випадків t = Ti, тому, для забезпечення максимальної на-

ближеності результатів цієї роботи до результатів І. Д. Родзиллера, 

введемо такі умовні позначення: 

3

,)0()(,)()0( 1111
ii T

iiiiiiiii ecxTxcTxx





  .   (2.88) 

 За таких позначень схема на рис. 2.1 набуде вигляду: 

 

с0, Q1 

u1,    q1 

c1, Q2 

0 

1 

 

Рисунок 2.10. Схема ЕД № 1 річки, на яку надходять стічні води,  

у позначеннях (2.88) 

 Для простоти порівняння не будемо враховувати інші самоочис-

ні процеси, окрім розбавлення — основні вирази І. Д. Родзиллера ви-

ведені якраз для такого випадку. Іншими словами можна вважати, що 

в усіх вище наведених виразах  

k0 = k1 =… ki = kN  = 0.                                 (2.89) 

 Багатовходова математична модель (2.19)–(2.22), що основана 

на математичній моделі Фролова – Родзиллера, для одного входу стіч-

них вод, яка для кінцевого створу ЕД № 1 у позначеннях (2.88) для 

найбільш забрудненої частині річкового потоку записується у вигляді 
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  .                 (2.90) 

 Аналогічна багатовходова математична модель І. Д. Родзиллера 

основана на іншому представленні моделі Фролова – Родзиллера для 
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одного входу стічних вод (у позначеннях даної роботи) [101]: 
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 Доведемо ідентичність математичних моделей (2.90) та (2.91). 

 Підставляємо другий вираз (2.90) у перший: 
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 Тепер підставимо другий та третій вирази (2.91) у перший: 
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        (2.93) 

 Легко пересвідчитись в ідентичності кінцевих виразів (2.92) та 

(2.93). 

 Для врахування двох входів стічних вод на виході ЕД № 2  

І. Д. Родзиллер запропонував математичну модель, аналогічну (2.91) 

[101]: 
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де змінна с1 задається математичною моделлю (2.91). 

Підставляючи (2.91) у (2.94), І. Д. Родзиллер отримав [101]: 
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(2.95) 

але далі він стверджує, що “третій член рівняння значно менший пер-

ших двох внаслідок більшого значення його знаменника, тому без ве-

ликої шкоди для точності розв’язку його можна відкинути. До того ж 

він має знак мінус, внаслідок чого його відкидання дещо збільшить 

розрахункову концентрацію с2 у порівнянні з дійсною концентрацією, 

що підвищить надійність розрахунку. В результаті отримаємо досить 

простий вираз” (переклад з російської — авторський) [101]: 
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 Поширюючи це припущення на більшу кількість входів стічних 

вод, І. Д. Родзиллер легко довів, що в загальному випадку N входів 

має місце просте на вигляд співвідношення: 
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 Знайдемо відповідь на два питання: 

1. Чи забезпечує виведена у цьому розділі нова математична 

модель (2.19)–(2.22) ідентичність виразу (2.95) для випадку N = 2? 

2. Наскільки великою може бути похибка, яка має місце у разі 

відкидання складової 
21

01

nn

cu 
 у математичній моделі (2.95)? 
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Особливу зацікавленість викликає розгляд чисельного прикладу, 

подібного до наведеного у підрозділі 2.3.4, на якому цікаво порівняти 

результати, які забезпечує нова математична модель (2.19)–(2.22), ма-

тематична модель І. Д. Родзиллера (2.97) та математична модель 

(2.95), де враховуються усі складові рівняння моделі. 

 

2.7.2. Перевірка ідентичності розробленої математичної мо-

делі та математичної моделі І. Д. Родзиллера. 

Порівняємо математичну модель, яку розроблено у цьому розді-

лі, із моделлю (2.95) для двох входів стічних вод. Для перевірки спра-

ведливості виведених у цьому розділі співвідношень проаналізуємо їх 

двома способами — шляхом прямої підстановки із використанням 

блоку аналітичних перетворень обчислювального пакету Mathcad  

Professional та із виразів (2.20). 

З метою спрощення будемо вважати на цьому етапі, що  

constNi   10 .                   (2.98) 

І. Нова математична модель. 

Варіант 1. Пряма підстановка у рекурентні співвідношення. 
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  ,                 (2.99) 

куди підставляється (2.92), та приведення подібних відносно змінних 

c0, u1 та u2, дає такий результат (з урахуванням того, що Q0 = Q1 – див. 

(2.22)): 

2211002 uucc   ,                               (2.100) 
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 Для перевірки правильності виведення співвідношень (2.101) 

був задіяний блок аналітичних перетворень пакету Mathcad  
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Professional (для того, щоб навести і вхідну формулу і результат, вони 

розділені на три фрагменти, розташовані нижче один під одним):  

 

  

. 

(2.102) 

 Варіант 2. Математична модель (2.16) при N = 2 у позначеннях 

(2.88) має вигляд: 
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.                         (2.103) 

 Скориставшись виразами (2.17)–(2.21), приведемо математичну 

модель (2.103) до вигляду, аналогічного до (2.100): 

2211002 uucc   ,                               (2.104) 

де (з урахуванням (2.89) і (2.98) та того, що q0 = 0 – див. (2.22)): 
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 Ідентичність кінцевих виразів (2.100) та (2.104) додатково свід-

чить про правильність виведення формул (2.16)–(2.22). 

 ІІ. Математична модель І. Д. Родзиллера. Підставимо усі змінні 

у вираз (2.95), з урахуванням (2.98), та приведемо його до вигляду, 

подібного до (2.100), знову скориставшись блоком аналітичних пере-

творень пакету Mathcad Professional (для того, щоб навести і вхідну 

формулу і результат, вони розділені на три фрагменти, розташовані 

нижче один під одним): 

 

  

. 

(2.108) 

 Ідентичність кінцевих виразів (2.102) та (2.108) свідчить про 

ідентичність розробленої у цьому розділі математичної моделі (2.19)–

(2.22) моделі (2.95), яку на проміжному етапі отримав І. Д. Родзиллер, 

виходячи з інших міркувань, але стосовно цієї ж задачі. Цього ж вис-

новку можна дійти, якщо відкинути обмеження (2.98) і знову провести 

усі перетворення для загального випадку значень βі.  
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 Таким чином, знайдено відповідь на перше з двох поставлених у 

попередньому підрозділі питань. 

 Знайдемо відповідь і на друге питання. Для цього розглянемо 

чисельний приклад. 

 

2.7.3. Порівняльний аналіз адекватності розробленої мате-

матичної моделі та моделі І. Д. Родзиллера на прикладах. 

Розглянемо два чисельні приклади поставленої у цьому розділі 

задачі, на яких перевіримо та порівняємо адекватність математичної 

моделі (2.19)–(2.22) та математичної моделі І. Д. Родзиллера. 

Приклад 1. Кількість входів стічних вод N = 2. 

Схема ділянки річки подібна до приведеної на рис. 2.4 тільки 

без третьої елементарної ділянки та третього скиду стічних вод. 

Параметри елементарних ділянок річки та інші вхідні дані задачі 

наведені у табл. 2.5. 

Таблиця 2.5 

Параметри елементарних ділянок річки та дані про стічні води 

№ ЕД, і 0 1 2 

Тривалість протікання води по ЕД Ti, (год.) 1,0 1,4 0,6 

Гідравлічний параметр αі, (1/год.3)  0,21 0,22 0,23 

Значення ПЯВ у стічних водах ui, (мг/л) 0 8 9 

Витрати стічних вод qi, (млн. л/год.) 0 0,09 0,22 

 

Значення ПЯВ у початковому створі ділянки річки, як і в попе-

редніх прикладах – x(0) = 3 мг/л, витрати води у початковому створі 

ділянки річки – Q0 = 1,2 млн. л/год. 

Як і в попередньому пункті, не враховуємо інші процеси самоо-

чищення, окрім процесів розбавлення, тобто приймаємо значення  
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k1 = k2 = 0. 

На рис. 2.11 приведено чотири графіки різного типу значень 

ПЯВ у найбільш забрудненій частині потоку усієї ділянки річки.  

 

Рисунок 2.11. Графіки значень деякого ПЯВ у найбільш  

забрудненій частині потоку ділянки річки з двома входами стічних 

вод (суцільна чорна лінія відповідає розробленій у роботі математич-

ній моделі, пунктирна світло-сіра лінія, яка зливається з чорною су-

цільною, — моделі (2.95), штрих-пунктирна чорна лінія відповідає ос-

новній математичній моделі І. Д. Родзиллера (2.96), чорна пунктирна 

товста лінія відповідає складовій 
21

01

nn

cu 
, на яку відрізняються мате-

матичні моделі (2.95) та (2.96) І. Д. Родзиллера, тонкі вертикальні пу-

нктирні лінії відповідають місцям надходження стічних вод) 

 

Графіки на рис. 2.11 розраховані за такими математичними мо-

делями: 

Xp — по розробленій у цій роботі математичної моделі (2.19)–

(2.22) при N = 2; 
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XRp — по математичній моделі І. Д. Родзиллера (2.96); 

XRdiffp — по останній складовій рівняння (2.95): 
21

01

nn

cu 
, яку  

І. Д. Родзиллер запропонував не враховувати у рівнянні (2.96); 

X2p — по моделі (2.95): X2p = XRp + XRdiffp. 

Розрахунок проведено з часовим інтервалом у 3 хвилини, тобто 

t = 0,05 (год.).  

Проаналізувавши графіки на рис. 2.11, можна зробити такі ви-

сновки:  

1. Графік розробленої у цій роботі математичної моделі (2.19)–

(2.22) дійсно співпадає з рівнянням (2.95), яке вивів І. Д. Родзиллер. 

2. Основна математичну модель І. Д. Родзиллера (2.96), яка не 

враховує член 
21

01

nn

cu 
 у рівнянні (2.95) дає досить велику похибку. 

Розрахунки показують, що в момент p = 48 в результаті надходження 

другого скиду стічних чи зворотніх вод, X48 = 9,0 мг/л, а XR48 = 12,985 

мг/л, тобто значення, розраховане за математичною моделлю І. Д. Ро-

дзиллера (2.96), перевищує дійсне (яке співпадає і з проміжною мо-

деллю І. Д. Родзиллера (2.95)) на 44,3 %, тобто має досить велику по-

хибку. 

Приклад 2. Кількість входів стічних вод N = 3. 

Схема ділянки річки ідентична приведеній на рис. 2.4. Парамет-

ри елементарних ділянок річки та інші вхідні дані задачі наведені у 

табл. 2.6.  

Значення ПЯВ у початковому створі ділянки річки, як і в попе-

редніх прикладах – x(0) = 3 мг/л, витрати води у початковому створі 

ділянки річки – Q0 = 1,2 млн. л/год. Як і в попередньому пункті, не 

враховуємо інші процеси самоочищення, окрім процесів розбавлення, 
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тобто приймаємо k1 = k2 = k3 = 0.  

Таблиця 2.6 

Параметри елементарних ділянок річки та дані про стічні води 

№ ЕД, і 0 1 2 3 

Тривалість протікання води по ЕД Ti, (год.) 1,0 1,4 0,6 1,7 

Гідравлічний параметр αі, (1/год.3)  0,120 0,013 0,014 0,011 

Значення ПЯВ у стічних водах ui, (мг/л) 0 8 9 10 

Витрати стічних вод qi, (млн. л/год.) 0 0,09 0,22 1,04 

 

Для виконання розрахунку треба спочатку вивести математичні 

моделі для трьох входів стічних вод за підходом І. Д. Родзиллера, по-

дібні до (2.95) та (2.96) (останню можна взяти з його роботи [101]). За 

аналогією із (2.94):  
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 Підставляємо (2.95) в (2.109): 
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(2.110) 

 Якщо ж записати математичну модель для с3 за загальною фор-

мулою І. Д. Родзиллера (2.97) 
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 ,                        (2.111) 

тоді, як це видно із (2.110), дійсний результат буде менший на вели-
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чину с3, яка визначається виразом 
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 .                  (2.112) 

 На рис. 2.12 приведено чотири графіки різного типу значень 

ПЯВ у найбільш забрудненій частині потоку усієї ділянки річки. 

 

Рисунок 2.12. Графіки значень деякого ПЯВ у найбільш  

забрудненій частині потоку ділянки річки з трьома входами стічних 

вод (суцільна чорна лінія відповідає розробленій у роботі математич-

ній моделі, пунктирна світло-сіра лінія, яка зливається з чорною су-

цільною, — моделі (2.110), штрих-пунктирна чорна лінія відповідає 

основній моделі І. Д. Родзиллера (2.111), чорна пунктирна товста лінія 

відповідає складовій, яка задається виразом (2.112), на яку відрізня-

ються моделі (2.110) та (2.111) І. Д. Родзиллера, тонкі вертикальні пу-

нктирні лінії відповідають місцям надходження стічних вод) 

 

Графіки на рис. 2.12 розраховані за такими моделями: 

Xp — по розробленій у цій роботі математичній моделі  

(2.19)–(2.22) при N = 3; 
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XRp — по математичній моделі І. Д. Родзиллера (2.111); 

XRdiffp — по математичній моделі (2.112), яку І. Д. Родзиллер 

запропонував не враховувати у рівнянні (2.111); 

X3p — по математичній моделі (2.110): X3p = XRp + XRdiffp. 

Розрахунок проведено з часовим інтервалом у 3 хв., тобто  

t = 0,05 (год.).  

Проаналізувавши графіки на рис. 2.12, можна зробити такі вис-

новки:  

1. Графік розробленої у цій роботі математичній моделі (2.19)–

(2.22) з точністю до позначень дійсно співпадає з рівнянням (2.110), 

яке виведено за підходом І. Д. Родзиллера і описане в його монографії 

[101]. 

2. Основна математична модель І. Д. Родзиллера (2.111), яка не 

враховує складову с3, дає досить велику похибку. Моделювання по-

казує, що в моменти p = 48 та p = 60, чому на графіку відповідають 

другий та третій скиди стічних вод, відповідно: 

X48 = 9,0 мг/л, XR48 = 13,933 мг/л, 

X60 = 10,0 мг/л, XR60 = 20,864 мг/л, 

тобто значення, розраховані по математичній моделі І. Д. Родзиллера 

(2.111), перевищують дійсні (які співпадають з моделлю (2.110), виве-

деною теж за підходом І. Д. Родзиллера) на, відповідно, 54,8% та 108,6 

%, тобто має дуже велику похибку, яка має тенденцію до накопичення 

з кожним новим входом стічних вод. 

 Можна показати, що усі отримані висновки щодо математичної 

моделі для найбільш забрудненої частини річкового потоку справед-

ливі і для математичних моделей для найменш забрудненої її частини 

і стосуються як розроблених у цьому розділі математичних моделей, 

так і моделей І. Д. Родзиллера, котрий у своїй роботі [101] теж розгля-

дав ці два класи математичних моделей. 
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2.8.  Висновки  

 

Розв’язано задачу моделювання зміни показників якості води у 

річці під дією річкових процесів самоочищення та розбавлення. Роз-

роблено новий підхід до синтезу узагальненої математичної моделі 

процесів самоочищення та розбавлення забруднень у річці, що надій-

шли зі стічними водами. Показано, яким чином можна враховувати й 

води менш забруднені, ніж річкові, наприклад, притоки із джерельною 

водою, а також водозабори. Розроблено алгоритм синтезу математич-

ної моделі річки для розрахунку зміни діапазону значень якості річко-

вої води, тобто у кожному створі річки математична модель дозволяє 

встановити найменше та найбільше значення заданого показника  

якості річкової води.  

Показано яким чином розроблений підхід до синтезу узагальне-

них математичних моделей може бути поширений на відомі матема-

тичні моделі процесів самоочищення та моделей процесів розбавлен-

ня.  

Наведений приклад ілюструє працездатність розроблених алго-

ритмів. Застосування математичної моделі обмежується малими та се-

редніми річками, де в першому наближенні можна використовувати 

просторові одновимірні математичні моделі процесів розбавлення та 

змішування стічних вод з річковими. 

 Доведена адекватність розроблених математичних моделей річ-

ковим процесам шляхом доведення ідентичності цих моделей на при-

кладі математичної моделі для найбільш забрудненої частини річко-

вого потоку класичній математичній моделі, виведеній відомим вче-

ним І. Д. Родзиллером у його роботі [101]. Однак, показано, що розро-

блена у цьому розділі математична модель є більш адекватною, ніж 
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відома модель І. Д. Родзиллера, оскільки для її отримання він здійснив 

спрощення класичної математичної моделі шляхом відкидання окре-

мих членів її рівняння. На прикладах проведено оцінювання похибки, 

яку спричиняє таке ігнорування членів класичної математичної моделі 

і доведено, що ця похибка, по-перше може перевищувати 100%, а по-

друге, має тенденцію до накопичення через рекурентність рівняння 

математичної моделі та способу його виведення.  
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3. РОЗРОБКА ПРОСТОРОВО-ДВОВИМІРНИХ  

МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ КОНТРОЛЮ ТА УПРАВ-

ЛІННЯ ЯКІСТЮ РІЧКОВИХ ВОД 

 

3.1.  Розробка двовимірної просторової математичної моделі 

процесів поширення стічних вод у річці від одного джерела 

 

3.1.1. Постановка задачі. 

У розділі 2 була поставлена та розв’язана задача побудови та 

ідентифікації математичної моделі зміни значення деякого показника 

якості води у річці внаслідок надходження до неї стічних вод або 

здійснення водозаборів. Математична модель враховує розгалуже-

ність річки та дозволяє визначити діапазон можливих значень ПЯВ у 

кожному створі річки, тобто визначити найменше та найбільше зна-

чення ПЯВ. 

Забезпечення математичною моделлю можливості визначення 

діапазону значень ПЯВ дозволяє більш об’єктивно використовувати 

дані спостереження для ідентифікації математичних моделей, оскіль-

ки враховується з якого потоку річки були відібрані проби води. Од-

нак, такий підхід має і недолік, пов’язаний зі складністю визначення 

того, яка ж частина потоку у створі спостереження є найбільш, а яка 

найменш забрудненою. Запропонований для ідентифікації математич-

ної моделі алгоритм проведення декількох вимірювань з метою вибо-

ру серед них найменшого та найбільшого, фактично, вимагає прове-

дення на кожній елементарній ділянці більшої кількості Kmin i необхід-

них вимірювань, ніж це було визначено у розд. 2. Зазначена мінімаль-

на кількість Kmin i = 6 вимірювань буде мати місце тільки після попе-

реднього обстеження умов протікання річки та з’ясування де саме річ-



 

107 

ковий потік є більш забрудненим, а де — менш. 

Таким чином, поряд із використанням просторово-одновимірної 

математичної моделі є доцільним розробка просторово-двовимірної  

математичної моделі, яку б можна було ідентифікувати з урахуванням 

координат забору проб, які визначались би не тільки вздовж фарвате-

ру річки від початкового створу ділянки, що моделюється, а й від цьо-

го фарватеру до лівого та до правого берегів. Така математична мо-

дель, по-перше, дала б можливість об’єктивніше враховувати дані ре-

альних спостережень, по-друге, давала б можливість побудови двови-

мірної просторової (“площинної” [34] або “планової” [48]) картини 

забруднення річкового потоку, а по-третє, більш адекватно враховува-

ла особливості протікання процесів розбавлення та перемішування з 

урахуванням таких гідрологічних параметрів як швидкість течії річки 

та коефіцієнт турбулентної дифузії. 

Математичні моделі, які описують зазначені процеси, вже існу-

ють і були розглянуті у розділі 1, але нагадаємо, що основна мета 

створення математичних моделей у цій роботі — це забезпечення мо-

жливості їх використання для розв’язання задач контролю та управ-

ління якістю річкової води з метою її покращення. Для розв’язання 

цих задач найбільш доцільним є побудова математичної моделі, яка б 

мала аналітичний розв’язок відносно значення ПЯВ x. Відомі ж мате-

матичні моделі, які враховують особливості протікання процесів роз-

бавлення та перемішування з урахуванням таких гідрологічних пара-

метрів як швидкість течії річки та коефіцієнта турбулентної дифузії, 

як правило, допускають розв’язання тільки різними чисельними мето-

дами [34, 35, 40, 42, 94, 129]. 

Отже, актуальною є задача побудови адекватної математичної 

моделі динаміки процесів самоочищення вод деякої ділянки річки, що 
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враховує дві просторові координати і дозволяє отримати аналітичний 

розв'язок рівнянь в явній формі та враховує особливості протікання 

річкових процесів у різних частинах потоку. Зауважимо, що при цьо-

му розглядається ділянка річки, на якій відсутні зовнішні збурення у 

вигляді стічних вод чи природних стоків з берегів, а також відсутнє 

вторинне забруднення — на ній протікають тільки процеси самоочи-

щення річки від забруднення, що надійшло до неї раніше. 

Варто зазначити, що на відміну від математичних моделей, роз-

роблених у розділі 2, ця математична модель повинна описувати са-

моочисні процеси не у певному об’ємі води, що рухається зі швидкіс-

тю v вздовж течії річки і для якого координати часу t і простору z 

пов’язані співвідношенням z = vt, а в усьому водному потоці заданої 

ділянки річки (з усередненням по глибині) з урахуванням змін деякого 

показника якості води в часі. 

З теорії Л. Прандтля відомо [10, 95], що річкові процеси розбав-

лення мають різну природу по ширині потоку: в середині потоку зна-

ходиться турбулентна зона, де переважають процеси перемішування 

та турбулентної дифузії, а ближче до берега знаходиться гранична ла-

мінарна зона, де вода тече окремими елементарними струмками, що 

не змішуються між собою (рис. 3.1).  

 
 z 

 R 0  y 
 RR  -RL  -L 

 L 

 

Рисунок 3.1. Картина напрямків течії елементарних струмків  

річкового потоку  
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Особливо ця теорія забезпечує коректне представлення для рі-

чок, де прибережна зона чітко окреслена — має малі глибину та швид-

кість течії, а русло річки близьке до прямолінійного. Такі параметри 

забезпечують низькі значення числа Рейнольдса, котрі відповідають 

ламінарному режиму течії [10, 34, 95]. 

Побудуємо окремі математичні моделі для динаміки процесів в 

турбулентній та ламінарних зонах біля правого (права ламінарна зона) 

та лівого (ліва ламінарна зона) берегів і покажемо як їх об'єднати та 

припасувати розв'язки. 

На рис. 3.1 показано зв'язану з річковим потоком декартову сис-

тему координат, центр якої знаходиться на початку ділянки річки дов-

жиною L в середині усередненого по ширині та глибині потоку річки 

[20, 84]. Як видно з рис. 3.1: вісь координат z проходить вздовж цент-

ру усередненого по ширині та глибині потоку річки в напрямку її те-

чії; вісь координат y спрямована перпендикулярно осі координат z від 

центру координат до правого берега річки; R, L — відстані від цен-

тру координат до, відповідно, правого та лівого берегів річки, RR, RL 

— відстані від центру координат до границь між турбулентною зоною 

і правою та лівою ламінарною зонами річки, відповідно. 

Далі у цьому підрозділі наведено результати, основні положен-

ня яких викладено у роботі автора [62]. 

 

3.1.2. Розробка математичної моделі ламінарної зони. 

В реальних водотоках у правій та лівій від фарватеру ламінар-

них зонах хід протікання самоочисних процесів, як правило, відрізня-

ється. Врахуємо це відповідними значеннями індексу w = 1 або 2 за-

мість введених на рис. 3.1 індексів “R” або “L” в усіх відповідних 

змінних та позначеннях з урахуванням того, що у позначеннях по осі 
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координат y правій та лівій зонах, окрім номеру, міняється ще й знак 

(див. рис. 3.1): 

LLRR RRRR  2211 ,,, . 

Як було зазначено вище, в ламінарних зонах відсутні процеси 

перемішування. Отже, очищення протікає, головним чином, під дією 

біохімічних процесів, що дозволяє описати його математичними мо-

делями [34, 35, 40, 48, 84, 138] 
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де   z)(t,yX L
w ,  — показник якості річкової води в точці w-ої ламінар-

ної зони, усереднений по глибині; 

  X0w(y) — значення показника якості води в початковий момент 

часу на початку (z = 0) w-ої ламінарної зони; 

  XLw(y) — значення показника якості води в початковий момент 

часу в кінці (z = L) w-ої ламінарної зони; 

  Ktw(y) — величина сумарної інтенсивності біохімічних процесів 

очищення води, що діють протягом часу t у w-ій ламінарній зоні, котрі 

можуть змінюватись по ширині річкового потоку вздовж осі коорди-

нат y; 

  Kzw(y) — величина сумарної інтенсивності біохімічних процесів 

очищення води, що діють вздовж осі координат z у w-ій ламінарній 

зоні, котрі можуть змінюватись по ширині річкового потоку вздовж 

осі координат y. 

Рівняння (3.1) описує динаміку зміни якості води в часі t та по 

координаті z з урахуванням відсутності перемішування окремих стру-

менів річкового потоку в напрямку осі координат y. А те, що в різних 

струменях різна інтенсивність процесів самоочищення, враховується 
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залежністю параметрів Ktw, Kzw  від осі координат y. 

Розв'яжемо рівняння (3.1) методом Фур'є [43] . Введемо функ-

цію 

)()()(, yYzZtTz)(t,yX www
L
w  ,                             (3.2) 

де Tw(t), Zw(z), Yw(y)  — функції, які описують зміну z)(t,yX L
w ,  в часі t 

та по координатах z та y, відповідно.  

  Але, оскільки у ламінарних зонах відсутнє перемішування, про-

понуємо в (3.2) покласти 

Yw(y) = 1.                                               (3.3) 

  Підставляємо (3.2) з урахуванням (3.3) в рівняння (3.1): 

., ΩRy TtL(y),   zX(L)ZT

(y),XZT,
dz

(z)dZ
(t)(y)TK

dt

(t)dT
(z)(y)ZK

wwLwww

www
w

wzw
w

wtw

][    ],[0,   ], [0,(0)

(0)(0)



 0      (3.4) 

Ділимо обидві частини (3.4) на добуток Tw(t)Zw(z) і прирівнює-

мо обидва відношення деякому числу –w: 
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Рівняння (3.1) в частинних похідних можна замінити системою 

двох рівнянь у повних похідних: 
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Розв'язками рівнянь (3.6) є 
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Параметр w(y) знаходиться з рівняння для Zw(z) та граничних 

умов (3.6). Для Zw(L) 

L
)y(K

(y)λ

ww
zw

w

eZ(L) Z


 (0) . 

  Із граничних умов (3.6) 
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Підставляємо (3.7), з урахуванням (3.8), в (3.3) і, згадуючи про 

початкову та граничні умови в (3.6), отримуємо розв'язок рівняння 

(3.1) 
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  Вирази (3.9)–(3.10) є розв’язком математичної моделі процесів 

самоочищення в ламінарних зонах річкового потоку. 
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3.1.3. Розробка математичної моделі турбулентної зони. 

Так само як і в правій та лівій ламінарних зонах, у правій та лі-

вій турбулентних зонах хід протікання самоочисних процесів може 

відрізнятись. Врахуємо це відповідним значенням індексу w = 1 або 2 

в усіх змінних та позначеннях. 

В загальному випадку математична модель процесів у річці за 

умов площинної задачі має вигляд [34, 35, 84]: 

)
2

2

(t,y,zXK
z

(t,y,z)X
v

y

(t,y,z)X
δ

t

(t,y,z)X T
wzw

T
w

w

T
w

w

T
w 














,    (3.11) 

де   (t,y,z)X T
w  — показник якості річкової води в точці w-ої турбу-

лентної зони, усереднений по глибині; 

  w — коефіцієнт турбулентної дифузії w-ої турбулентної зони; 

  vw — усереднена швидкість течії річки в напряму осі координат 

z w-ої турбулентної зони; 

  Kzw — коефіцієнт самоочищення річкової води під впливом біо-

хімічних процесів, що діють в напрямку осі координат z w-ої турбу-

лентної зони. 

Розглянемо питання про граничні та початкові умови рівняння 

(3.11). Внаслідок принципу нерозривності водного потоку та потоку 

речовини в ньому [10, 35, 43, 95], значення показника (t,y,z)X T
w  на 

границі турбулентної та ламінарної зон повинно бути однакове. Це 

дає дві граничні умови (для правої (w = 1) та лівої (w = 2) ламінарних 

зон, відповідно): 

2,1],0[],0[,0    


w,L z,T teX,z)(t,RX
z])(RKt)(R[K

ww
T
w

w
*
zww

*
tw . 

(3.12) 

Умови (3.12) задають закон зміни величини (t,y,z)X T
w  по усіх 

трьох координатах t, y та z на границі розділу ламінарної та турбу-
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лентної зон. Отже, для турбулентної зони ми отримуємо задачу з фік-

сованими лівою та правою границями і вільними нижньою та верх-

ньою (див. рис. 3.1).  

Як і в попередньому випадку, спробуємо розв'язати рівняння 

математичної моделі (3.11)–(3.12) методом Фур'є [43]. Введемо функ-

цію 

)()()(, yYzZtTz)(t,yX www
L
w  ,                             (3.13) 

де Tw(t), Zw(z), Yw(y)  — функції, які описують зміну (t,y,z)X T
w  в часі t 

та по координатах z та y, відповідно.  

Підставляємо (3.13) в (3.11): 

(z).(y)Z(t)YTK
dz

(z)dZ
(y)(t)YTv

dy

(y)Yd
(z)(t)ZTδ

dt

(t)dT
(z)(y)ZY

wwwzw
w

www
w

www

w
ww





2

2  (3.14) 

Ділимо обидві частини (3.14) на добуток )()()( yYzZtT www  і 

прирівнюємо обидва відношення деякому числу –w: 

wzw
w

w
w

w

w
w

w

w λK
(z)dzZ

(z)dZ
v

(y)dyY

(y)Yd
δ

(t)dtT

(t)dT


2

2

.            (3.15) 

Рівняння (3.15) в частинних похідних можна замінити системою 

трьох рівнянь у повних похідних 

], [0,

], [0,

], [0,

L(z),    zZ
v

Kλ

dz

(z)dZ

R(y),    yY
δ

λ

dy

(y)Yd

T(t),    tT
dt

(t)dT

w
w

zwww

ww
w

ww

ww
w










2

1

2

2



                       (3.16) 

де 1w та 2w — деякі коефіцієнти, котрі забезпечують виконання умо-

ви, зрозумілої з (3.15):  



 

115 

w = 1w + 2w:   zw
w

w
ww

w

w
ww K

(z)dzZ

(z)dZ
v

(y)dyY

(y)Yd
δ  22

2

1 ,  .  (3.17) 

Початкові та граничні умови математичної моделі (3.16) для 

функцій T(t), Y(y) та Z(z) слід вибрати такими, щоб виконувались умо-

ви (3.14) з урахуванням (3.13), а також умова нерозривності потоку на 

границі правої та лівої турбулентних зон, тобто на фарватері річки:  

)0()0(),0()0(,)(,1)0(,1)0( '
2

'
1210 YYYYXRYZT wwwww  .(3.18) 

 Тоді на границі w-ої турбулентної зони з w-ої ламінарною: 

]0[,];0[, , L  ze(z)  Z, T  te(t)T
z)(RK

w
t)(RK

w
w

*
zww

*
tw 


,  (3.19) 

Будемо шукати розв'язки рівнянь (3.16), які забезпечать вико-

нання умов (3.18)–(3.19).  

Розв’язок рівняння (3.16) для функції часу Tw(t) має вигляд  

t
ww

wTtT
 e)0()( .                                    (3.20) 

  За початкової умови Tw(0) = 1 (див. (3.18)) вираз (3.20) буде ма-

ти вигляд (3.19) 

]0[ w
t)(RK

w , R,  ye(t)T w
*
tw 


 

тільки за умови, якщо w в (3.20) буде дорівнювати 

]0[ ww
*
tww , R),  y(RKλ  .                              (3.21) 

  Аналогічно, розв’язок (3.16) для функції Zw(z) має вигляд 

z
v

Kλ

ww
w

zww

eZ(z)Z





2

(0) .                                (3.22) 

 За початкової умови Zw(0) = 1 (див. (3.18)) вираз (3.22) буде мати 

вигляд (3.19) 

]0[ w
)z(RK

w , R,  ye(z)Z w
*
zw 


 

тільки за умови, якщо w буде дорівнювати: 

]0[2 wzww
*
zwww , R,  yK)(RKvλ  .                     (3.23) 
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Із співвідношень (3.17), (3.21), (3.23) запишемо вираз для 1w: 

],0[21 wzww
*
zwww

*
twwww , R,  yK)(RKv)(RKλλλ       (3.24) 

Розв’язок диференціального рівняння другого порядку (3.16) 

для функції Yw(y) слід шукати у стандартному для таких рівнянь ви-

гляді [43]: 

]0[,,sincos 1
21 w

w

w
wwwwww , R     y

δ

λ
   y CyC(y)Y   ,       (3.25) 

де Cw1, Cw2  — константи, що знаходяться з граничних умов (3.18), 

тобто з системи рівнянь 

    

CC

CC

XRCRC

,XR CRC





















.

,

,sincos

sincos

222121

2111

0222222221

0111121111







                        (3.26) 

Третє з цих рівнянь випливає з умови Y1(0) = Y2(0): 

,0 1ww C)(Y   

а четверте рівняння — з умови )0()0( '
2

'
1 YY  : 

yC yC(y)Y wwwwwww  cossin 21
'  , 

2
' 0 www C)(Y  . 

За допомогою обчислювального модулю “Symbolics” 

(“Розв’язання в аналітичному вигляді”) пакету Mathcad Professional 

отримуємо розв’язок системи рівнянь (3.26): 
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     (3.27) 
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За умови однорідності процесів розбавлення та перемішування в 

правій та лівій турбулентних зонах, тобто 

  2121 ,vvv , 

а також, якщо виконується співвідношення  

)(RvK)(RK)(RvK)(RK *
z

*
t

*
z

*
t 22221111  , 

внаслідок чого має місце рівність  

1 = 2 = ,                                             (3.28) 

математична модель (3.25), (3.27) значно спрощується: 

],0[sincos 21 ww , Ry,   y CyC(y)Y                        (3.29) 

де C1, C2  — константи, які не залежать від особливостей протікання 

процесів у різних турбулентних зонах і тому не містять індексу w — 

знаходяться із виразів (див. (3.27)): 

.
)(sin

coscos

,
)(sin

sinsin

21

102201
2

21

102201
1

RR

RXRX
C

RR

RXRX
C



















                            (3.30) 

При отриманні виразів (3.30) було використано таке тригоно-

метричне перетворення [8, 44]: 

)(sinsincossincossin 21211221 RRRRRRRR   . 

За умов симетрії русла річки та характеру процесів у ній:  

X01 = X02 = X0,  R1 = R2 = R і вирази (3.29) та (3.30) зазнають ще біль-

ших спрощень (слід пам’ятати, що у виразах (3.30) –R2 = RL = R, тобто 

у разі повернення до індексів (як на рис. 3.1) відбувається заміна зна-

ку: R1 – R2 = R + R = 2R): 

],[cossec0 -R,  Ry,    yRXY(y)     0sec 201  R,    CXC  .        (3.31) 

При отриманні виразу (3.31) було використано такі тригономет-

ричні перетворення: 
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. 

Отже, загальний розв'язок рівняння (3.11) з умовами (3.14) має 

вигляд 

 

  ],0[,sincos

],0[,sincos

2222221

][

1112111
][

2222

1111

, R  yyCyCe

, R  yyCyCe
(t,y,z)X

z)(RKt)(RK

z)(RKt)(RK

T
*
z

*
t

*
z

*
t













 

(3.32) 
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]0[, 21
1

wzww
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zwww
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twwww

w

w
w , R,  yK)(RKv)(RKλλ λ

δ

λ
 , 

LR RRRR  21 , .                                   (3.33) 

Нагадаємо, що для ламінарної зони математична модель (3.32)–

(3.33) доповнюється моделлю (3.9)–(3.10). 

За симетричного випадку  

X01= X02= X0,  |R1| = |R2| =|R|, ),()(),()( *
2

*
1

*
2

*
1 yKyKyKyK ttzz    

Kz1 = Kz2 

та за умови (3.28), загальна математична модель (3.11), (3.14) суттєво 

спрощується: 

][cossec
][

0 -R, Ryy, eRX(t,y,z)X
z(R)Kt(R)KT

*
z

*
t 

          (3.34) 

або 
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][
cos

cos ][
0 -R, R, ye

R
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z(R)Kt(R)KT
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z

*
t 






,            (3.35) 

δ

K(R)vK(R)K z
*
z

*
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 .                             (3.36) 

Нагадаємо, що для ламінарної зони за симетричного випадку 

математична модель (3.35) доповнюється виразами: 

],,[],[],,0[],,0[

,
][
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 R R y L z T t
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  В цілому ж усе поле значень ПЯВ X(t,y,z) в будь-якій точці річ-

кового потоку, усереднене по глибині, визначається виразом: 
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                      (3.38) 

Аналіз показує, що через використання у рівняннях для турбу-

лентної зони тригонометричних функцій, доцільно всі величини по осі 

координат y нормувати:  

y = [–1, …, –R2н, …, R1н, …, 1],   н = 1,  R1н = R1/,  R2н = R2/., (3.39) 

не забуваючи, звісно, під час роботи з результатами обчислень робити 

зворотний перехід.  

  Продемонструємо використання розробленої математичної мо-

делі (3.35)–(3.39) на прикладі. 

 

3.1.4. Приклад моделювання. 

Нехай, моделюється зміна значень концентрації деякої забруд-

нювальної речовини на річковій ділянці довжиною L = 100 м без дже-

рел стічних чи природних вод. Параметри правої та лівої ламінарних 
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зон ідентичні:  

1 =  2  =  20 м, R1  =  R2  =  R  = 5 м, 

X01(y)  =  X02(y) =  X0(y) = 10e–0,3|y–R| мг/л, 

XL1(y) = XL2(y) = XL(y) = 8e–0,3|y–R| мг/л, 

Kt1(y) = Kt2(y) = Kt(y) = 0,04e–0,4|y–R| 1/c, 

Kz1(y) = Kz2(y) = Kz(y) =0,3e–0,2|y–R| 1/м. 

Параметри турбулентної зони: 

  =  0,008 м2/с, v  =  0,04 м/с, Kz  =  0,002 1/с. 

Рівняння математичної моделі із заданими параметрами мають 

вигляд: 

X(t, y, z) = 10,61e–(0,017t + 0,00209z)cos(1,361y),  y = [–0,75, 0,75], 

].,[],[,
][

1750750110
3011  ,, --  yeX(t,y,z)

y,z(y)Kt(y)K *
z

*
t 


 

Графік розподілу значень показника X(t, y, z) в усіх частинах  

річкового потоку, розрахований за математичною моделлю (3.35)–

(3.39) при t = 0 в обчислювальному пакеті Mathcad Professional, наве-

дено на рис. 3.2.  

 

 

Рисунок 3.2. Графік розподілу значень показника X(0, y, z)  

(cвітліші області — більше забруднення, темніші — менше) 
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  Як видно з наведеного прикладу, розроблена математична мо-

дель (3.35)–(3.39) добре описує реальні річкові процеси — картина ро-

зподілу концентрацій на рис. 3.2 є реалістичною. 

 

3.2.  Визначення допустимої області параметрів двовимірної 

просторової математичної моделі 

 

Наявність у математичних моделях (3.32) та (3.35) тригономет-

ричних функцій вносить обмеження на можливі значення параметрів 

цих моделей, за яких значення, розраховані за ними, будуть мати фі-

зичний сенс та відповідати тим вимогам, які були накладені на показ-

ники якості води у розділі 1. 

Визначимо межі допустимих значень для параметрів математич-

ної моделі (3.35). 

На рис. 3.3 наведено графік функції 
)cos(

)cos(

R

y




 за умови, що R =  

= 2. Ця функція є множником у математичній моделі (3.35). 

 

Рисунок 3.3. Графік функції 
)cos(

)cos(

R

y




 для R = 2 

Як видно із графіку, функція приймає як додатні, так і від’ємні 
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значення. Враховуючи ж, що у виразі (3.35) функція e–() є додатною, а 

величина X0 за умовами задачі теж є не меншою нуля, то як додатні, 

так і від’ємні значення буде приймати і функція X(t, y, z), що недопус-

тимо у відповідності з першою вимогою до показників якості води, 

викладеною у розділі 1. 

Визначимо межі допустимих значень для добутку R та його 

складових. 

Фактично, вихід за межі додатності обумовлений не добутком 

R, а добутком y, де y = [0, R]. Зрозуміло, що для того, щоб функція 

)cos(

)cos(

R

y




 була завжди додатною,  повинна виконуватись умова (див. 

рис. 3.3): 

2


 R .                                              (3.40) 

У цьому разі, буде і cos(R) > 0, і cos(y) > 0 за будь-яких y =  

= [0, R].  

Підставляючи у (3.40) вираз (3.36), отримуємо 

2






δ

K(R)vK(R)K
R z

*
z

*
t ,                            (3.41) 

що є одним з обмежень на область допустимих значень параметрів 

математичної моделі (3.35), яке обов’язково повинне виконуватись, 

щоб ця модель забезпечувала значення, котрі мають фізичний сенс, 

наприклад тільки невід’ємні концентрації речовин чи вміст бактерій у 

воді. 

Із (3.41) можна записати: 

2

2

4R

δ
K(R)vK(R)K z

*
z

*
t


 ,                             (3.42) 

Наступне обмеження випливає з виразу (3.36) через викорис-
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тання у ньому алгебраїчного кореню. Для того, щоб уникнути  

комплексного значення параметра , за якого наприклад, не викону-

валась би умова (3.41) та виникли б інші проблеми, пов’язані з розра-

хунками за математичною моделлю та трактуванням результатів мо-

делювання, повинна виконуватись вимога 

0 z
*
z

*
t K(R)vK(R)K  

або 

z
*
z

*
t K(R)vK(R)K  .                                   (3.43) 

За своєю природою коефіцієнт Kz, звичайно, подібний до (R)K*
z , 

але він лише доповнює останній і тому, може і повинен бути меншим, 

ніж сума значення (R)K*
t  та значення (R)K*

z , помноженого на швид-

кість течії річки v, котра у більшості випадків є меншою 1. 

Інші вимоги можна сформулювати як вимоги щодо додатності 

параметрів математичної моделі (3.35), що було закладено в основу її 

виведення: 

0,0,0,0,0  vK(R)K(R)K z
*
z

*
t .             (3.44) 

Усі ці обмеження (3.40), (3.42) – (3.44) повинні враховуватись на 

етапі ідентифікації математичної моделі за даними реальних спосте-

режень.  

Зрозуміло, що ці самі вимоги повинні виконуватись і для пара-

метрів математичної моделі (3.32)–(3.33), тільки з урахуванням індек-

су w = 1 або 2 у відповідних змінних. 

Наявність же у (3.33), поряд із функціями cos(wRw), функцій 

sin(wRw), не накладає додаткових обмежень на значення wRw, окрім 

умови (3.40), оскільки sin(wRw) в діапазоні значень 









2
,0


 wwR  

приймає значення [0, 1), тобто невід’ємні.  
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3.3. Ідентифікація параметрів та структури математичної 

моделі 

 

Як і в підрозд. 3.1 в усіх змінних та позначеннях використовує-

мо універсальний індекс w = 1 або 2 для, відповідно, правої та лівої 

турбулентних та ламінарних зон. 

Задача ідентифікації структури зводиться до ідентифікації: 

1) параметра Rw (0 < Rw < w), який встановлює умовну грани-

цю між ламінарною та турбулентною зоною річки; 

2) структури математичних моделей функцій (y)K*
tw , (y)K*

zw , що 

характеризують дію самоочисних процесів. 

Ідентифікація параметрів математичної моделі зводиться до  

ідентифікації параметра Kzw та параметрів функцій (y)K*
tw , (y)K*

zw , на-

приклад визначення величин (R)K*
tw , (R)K*

zw , які використовуються у 

функції w. w. Також, до невідомих параметрів можна віднести вели-

чини vw та w, хоча їх можна віднести і до паспортних даних, особливо 

швидкість течії vw. У загальному випадку невідомими є і параметри 

X0w, які можна визначити прямим вимірюванням значень iX
~

 у річці 

тільки тоді, якщо вже відомо значення Rw, тобто відомо розташування 

границі між w-ою ламінарною та турбулентною зонами.  

Визначимо деякі концептуальні положення ідентифікації окрес-

лених структури та параметрів математичної моделі (3.32)–(3.33). 

Вхідні дані для ідентифікації: дані спостережень iX
~

 ( Mi ,1 ), 

усереднені по глибині для точок з координатами (yi, zi), виміряні у 

моменти часу ti. На ділянці, яка моделюється, бажано знати усередне-

ні величини vw та w. 
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Ідентифікацію параметра Rw пропонується проводити ітератив-

но: на кожній ітерації задаємось значенням Rwh (h = 1, 2, …), залучає-

мо все нові значення iX
~

, починаючи від кожного з берегів у відповід-

ності зі схемою на рис. 3.4: 

 

 

Rw= 0 

Rw= w 

vw 

Rw1 

Rw2 

… 

iX
~

  

 

Рисунок 3.4. Схема ітеративного вибору оптимального значення Rw 

 

На кожній ітерації під номером h = 1, 2, … методом найменших 

квадратів проводимо ідентифікацію обох математичних моделей: 

- для ламінарної зони — (3.9)–(3.10); 

- для турбулентної зони — (3.32)–(3.33). 

При цьому підраховуємо відносну похибку 
L
wh  для ламінарної 

зони за формулою  
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            (3.45) 

та відносну похибку 
T
wh  для турбулентної зони за формулою  
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 .           (3.46) 

Оптимальним значенням Rw буде таке Rwh, за якого буде викону-

ватись умова 

T
wh

L
wh

T
wh

L
wh 11,    ,                              (3.47) 

тобто коли ітерація h буде останньою, коли математична модель ламі-

нарної зони ще краще буде описувати експериментальні дані, ніж ма-

тематична модель турбулентної зони. 

При цьому варто зазначити граничні випадки 

,,,0

,, 11

 2, 1,




h
R

T
wh

L
wh

T
w

L
ww

w



                       (3.48) 

де символ “” означає “будь-яке”. 

Вираз (3.48) враховує такі випадки: якщо математичну модель 

ламінарної зони на усіх ітераціях краще описує експериментальні да-

ні, тоді можна зробити висновок про відсутність турбулентної течії 

взагалі, але для реальних водотоків такий випадок практично немож-

ливий. Якщо ж на усіх ітераціях математична модель турбулентної 

зони краще описує дані, тоді можна зробити висновок про відсутність 

ламінарної зони і вся математична модель ламінарної зони виродиться 

до того, що вона буде описувати тільки зміну граничних умов матема-

тичної моделі турбулентної зони. 

Розглянемо особливості ідентифікації функцій (y)K*
tw , (y)K*

zw . 

Ці функції визначаються через функції Kzw(y), Ktw(y), X0w(y), XLw(y) від-

повідно до співвідношень (3.10): 
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(y)X

(y)X

L
(y),    K

(y)X

(y)X

(y)KL

(y)K
(y)K

Lw

w*
zw

Lw

w

wt

zw*
tw

00 ln
1

ln .          (3.49) 

Таким чином, структура функцій (y)K*
tw , (y)K*

zw  напряму зале-

жить від структури функцій Kzw(y), Ktw(y), X0w(y), XLw(y). Як математич-

ний опис останніх пропонуємо такий: 

wzwwtw Ry
zwzw

Ry
twtw eyKeyK





00 )(,)( ,       (3.50) 

y
LwLw

y
ww

Lww eyXeyX
 

 )(,)( 0
00 ,              (3.51) 

де tw0, zw0, 0w,  Lw, tw0, zw0, 0w, Lw — деякі невід’ємні константи. 

Підставимо (3.50) та (3.51) у перший з виразів (3.49) — для 

(y)K*
tw : 

.)(ln

ln

ln

)(
0

0

0

0

)(0)(

0

0

0

0

0

0

0

wtwzw

Lwwwtwzw

Lw

w

wtw

wzw

Ry
Lww

Lw

w

tw

zw

y

Lw

wRy

tw

zw

y
Lw

y
w

Ry
tw

Ry
zw*

tw

ey
L

ee
L

e

e

eL

e
(y)K
































































































  

       

 

Таким чином, математичну модель функції (y)K*
tw  можна запи-

сати у вигляді 

wtw Ry
twtw

*
tw yeA(y)K




*
** 

,                            (3.52) 

де 

twzwtwwLw
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zw
tw

Lw

w

tw

zw
tw

LL
A  





















 *

0
0

0*
0

0

0

0*
0 ),(,ln . 

(3.53) 

Аналогічно для (y)K*
zw : 
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Таким чином, математичну модель функції (y)K*
zw  можна запи-

сати у вигляді 

yA(y)K zwzw
*
zw

**  ,                                   (3.54) 

де 

)(
1

,ln
1

0
*

0
0*

wLwzw
Lw

w
zw

LL
A  












 .                   (3.55) 

Отже, для ідентифікації функцій (y)K*
tw , (y)K*

zw  у моделі (3.9)–

(3.10) слід проводити ідентифікацію параметрів функцій (3.52)–(3.55). 

Що ж стосується моделі (3.32)–(3.33), то у ній використовуються не 

функції (y)K*
tw , (y)K*

zw , а лише їх значення )(RK w
*
tw , )(RK w

*
zw , котрі 

знайти простіше. Запишемо вирази (3.52)–(3.55) для випадку y = Rw:  
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 wLww

Lw

w
w

*
zw R

L
)(RK )(ln

1
0

0   —                  (3.57) 

це вже числа, а не функції. 

Підведемо підсумки стосовно основних положень ідентифікації 

просторово-двовимірної математичної моделі процесів самоочищення 

у річці: 

1. Ідентифікацію параметра Rw, що можна трактувати як іден-

тифікацію структури математичної моделі стосовно поділу річкового 

потоку на турбулентну та ламінарну зони, слід проводити ітеративно 

шляхом послідовної ідентифікації параметрів та структури математич-

ної моделі для різних наборів даних спостережень iX
~

. 

2. Структурно, функції (y)K*
tw , (y)K*

zw  пропонується використо-

вувати у вигляді (3.50), (3.51). 

3. Параметрами математичної моделі ламінарної зони (3.9)–
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(3.10) є параметри функцій 
***** ,,,, zwzwtwtwtw AA   . 

4. Параметрами математичної моделі турбулентної зони (3.32)–

(3.33) є параметри w, )(RK w
*
tw , )(RK w

*
zw , X0w, котрі можна ідентифі-

кувати трьома способами: 

- якщо ламінарна математична модель вже ідентифікована — 

обчислити по (3.50), (3.51); 

- якщо даних мало і ламінарна математична модель повинна 

ідентифікуватись одночасно із турбулентною (найбільш поширений 

випадок) — замість параметрів )(RK w
*
tw , )(RK w

*
zw  шукати параметри 

відповідних функцій у загальному вигляді (3.56), (3.57), тобто 

***** ,,,, zwzwtwtwtw AA   , замість X0w — шукати параметри функції 

(3.51), тобто 0w, Lw, 0w, Lw, разом із числовим значенням параметра 

w; 

- якщо ламінарна зона у річці є надто малою, щоб її враховува-

ти, або відсутні будь-які дані прибережних спостережень — ідентифі-

кувати окремо як звичайні числові параметри. 

  При цьому повинно відслідковуватись виконання умови (3.44). 

5. Ідентифікація параметра w повинна враховувати вимоги 

умови (3.40) з урахуванням нормування параметра Rw за (3.39), тобто 

використання у (3.40) параметра Rнw замість Rw. Також, треба слідку-

вати, щоб параметр w не був комплексним, що автоматично забезпе-

чить виконання вимоги (3.43). 

6. Ідентифіковані параметри w, )(RK w
*
tw , )(RK w

*
zw  дозволяють 

обчислити параметр Kzw, якщо в цьому є потреба, із виразу (3.36): 

2
www

*
zwww

*
twzw αδ)(RKv)(RKK  .                     (3.58) 

  Запишемо вирази для ідентифікації параметрів математичних 
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моделей (3.9)–(3.10) та (3.32)–(3.33) за методом найменших квадратів. 

Як відомо, метод найменших квадратів полягає в обчисленні таких 

значень параметрів математичної моделі, котрі забезпечують мінімум 

суми  квадратів відхилень експериментальних даних від тих, що за-

безпечує модель (“теоретичних” значень) [6, 44, 50, 59, 84, 89]: 

  



M

i

iiii XzytX

1

2~
,,, ,                          (3.59) 

де  — вектор параметрів математичної моделі розмірності . 

Оптимальні ж оцінки параметрів математичної моделі знахо-

дяться як розв’язок системи  рівнянь [6, 44, 50, 59, 84, 89]: 
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                       (3.60) 

де  — -й параметр вектора . 

  Функція X(, t, y, z) обчислюється з урахуванням співвідношен-

ня (3.38). Вектор же параметрів  формується у відповідності з  

вибраним способом ідентифікації у п.4 наведених вище положень. У 

загальному випадку цей вектор містить такі параметри: 
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       (3.61) 

  Мінімальна кількість Mmin даних спостережень iX
~

, яка необхід-

на для ідентифікації параметрів математичної моделі X(, t, y, z), до-

рівнює   + 1. Отже, у загальному випадку (3.61) Mmin = 24. 
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3.4.  Приклад ідентифікації параметрів та структури двови-

мірної просторової динамічної математичної моделі 

 

  Розглянемо ідентифікацію математичної моделі на тому ж при-

кладі, який було розглянуто в підрозд. 3.2. Як вхідні дані використає-

мо значення X(t, y, z), обчислені за математичною моделлю, а потім 

порівняємо ідентифіковані значення параметрів з тими, що були зада-

ні у підрозд. 3.2. 

 Таким чином, задача ідентифікації спрощується у порівнянні з 

розглянутою у цьому підрозділі, оскільки математична модель підроз-

ділу 3.2 — є симетричною. Отже, можна опустити індекс w в усіх від-

повідних змінних та позначеннях. 

 Відомо: набір значень iX
~

, варіант якого при t = 0 наведений на 

рис. 3.2. Відомими є і гідравлічні параметри у турбулентній зоні: 

  =  0,008 м2/с, v  =  0,04 м/с. 

 Математична модель, параметри якої повинні бути ідентифіко-

вані (див. (3.35)– (3.39), (3.51), (3.52), (3.54)) має вигляд: 
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yA(y)K zz
*
z

**  ,                                   (3.68) 

н = 1,  R1н = R1/,  R2н = R2/.                         (3.69) 

 Варто зазначити, що X0 у виразі (3.63) та X0(0) у (3.66) — це різ-

ні значення у різних точках: 

X0 = X(0, 0, 0),    X0(0) = X(0, R, 0). 

 Переписувати вирази (3.61)–(3.68) для переходу до нормованих 

значень у відповідності з (3.69) не будемо — просто врахуємо (3.69) 

для ренормування ідентифікованого значення R. 

 У відповідності з (3.59) сформуємо вектор параметрів : 

],,,,,,,,,[ 00
*****

0   zzttt AARX .             (3.70) 

Його розмірність:  = 10. Таким чином, для ідентифікації параметрів 

математичної моделі (3.62)–(3.68) необхідно не менше Mmin =  + 1 =  

= 11 даних спостережень ПЯВ iX
~

. 

 Для порівняння ідентифікованих параметрів з усіма вихідними у 

прикладі в пункті 3.1.4 треба ще буде виконати такі перетворення: 

1) із (3.64) знайти параметр Kz, користуючись виразом, подіб-

ним до (3.58): 

2δ(R)vK(R)KK *
z

*
tz  ;                             (3.71) 

2) по вихідних функціях X0(y),  XL(y), Kt(y), Kz(y), заданих у ви-

гляді (3.50), (3.51), розрахувати параметри 
*** ,, tttA  ,

**, zzA  , ко-

ристуючись співвідношеннями (3.53) та (3.55), щоб вони відповідали 

параметрам ідентифікованого вектора  (3.70).  

Розглянемо формування системи рівнянь (3.60) для ідентифіка-

ції параметрів (3.70). Для цього конкретизуємо математичну модель 

(3.59) для даного випадку — для турбулентної та для правої ламінар-

ної зон на основі (3.65) та (3.63), відповідно:  
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де по-перше, використано те, що за (3.69)  = 1, по-друге, з метою  

позбавитись модулю |y – R| і перейти до у у виразах (3.67) та (3.68), що 

підставляються в рівняння (3.74), зроблено зсув координат y на R, по 

третє, у (3.73) замість функцій (R)K(R)K *
z

*
t ,  підставлено їх значення 

(3.67) та (3.68) при y = R, які використано у (3.74). 

 Знайдемо частинні похідні по параметрах математичних моде-

лей (3.73) та (3.74), прирівняємо їх нулю та підставимо у (3.60) (з ме-

тою скорочення запису виразів будемо використовувати проміжні 

константи). 

 Для (3.73): 
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 Як видно з порівняння рівнянь (3.75)–(3.80) з (3.81)–(3.87) деякі 

з них стосуються одних і тих же параметрів. Це пов’язано з тим, що 

математична модель (3.74) задає граничні умови для (3.73). Два спо-

соби ідентифікації одних і тих же параметрів по різних наборах даних 

(для ламінарних та для турбулентних зон) покращить точність іден-

тифікації та адекватність математичної моделі в цілому. 

 Підставляючи вирази (3.75)–(3.87) у (3.60), отримуємо систему 

рівнянь 
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 X0 > 0, 

 0 > R  1, 
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 Розв’язання цієї системи рівнянь дозволить ідентифікувати па-

раметри (3.70) математичної моделі (3.73), (3.74) за даними спостере-

жень iX
~

( Mi ,1 , M = MT + ML ). 
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3.5.  Висновки 

 

 Розглянуто задачу аналітичного моделювання динаміки проце-

сів, що впливають на якість води у річці. Побудовано адекватну дво-

вимірну просторову математичну модель динаміки, що враховує осо-

бливості протікання річкових процесів в різних частинах потоку — в 

турбулентній бистринній та ламінарних прибережних зонах. Отрима-

но аналітичний розв'язок рівнянь в явній формі. 

Розглянуто задачу математичного опису процесів змішування 

берегового стоку з річковою водою на ділянці, розташованій між дво-

ма створами повного змішування річки — до і після берегового стоку. 

За результатами натурного експерименту запропоновано систему ма-

тематичних моделей, які є двовимірною математичною моделлю ди-

наміки процесів забруднення та самоочищення річки. Наявність же 

аналітичного розв'язання рівнянь математичної моделі обумовлює  

перспективу її використання для розв'язання ряду важливих задач  

контролю та управління якістю річкової води з метою її поліпшення: 

визначення оптимальних скидів стічних вод, що не спричиняють над-

нормативного забруднення річки; відновлення обсягів скидів по відо-

мій якості річкової води (ідентифікація офіційно незареєстрованих 

стоків) тощо. 

 Основним обмеженням на використання запропонованої мате-

матичної моделі є вимога щодо умов протікання процесів у водотоках, 

для яких є справедливими заміни функцій (3.2) та (3.13), тобто вимога 

щодо виконання припущення про існування функцій, котрі окремо 

описують зміну значення X по різних координатах. Якщо це припу-

щення не виконується, хоча б у першому наближенні, тоді і весь ма-

тематичний апарат цього розділу застосовувати не можна. 
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 Слід зазначити, що розв’язанням рівняння, подібного до (3.11), в 

аналітичному вигляді за допомогою методу Фур’є займався і В. І. Лав-

рик (див. наприклад [48]), але він розглядав інші граничні та початкові 

умови з іншими обмеженнями та припущеннями, що унеможливлює 

порівняння отриманих ним результатів із тими, що отримані у даному 

розділі, але це підтверджує коректність застосування методу Фур’є до 

розв’язання рівняння (3.11) для моделювання процесів у реальних во-

дотоках. 
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4. МЕТОД КОНТРОЛЮ ВИТРАТ ТА ЯКОСТІ СТІЧНИХ ЧИ 

ЗВОРОТНИХ ВОД, ЩО НАДІЙШЛИ ДО РІЧКИ 

 

4.1.  Постановка задачі 

 

Якщо на річці стався непрогнозований скид стічних або зворот-

них вод, але обсяг, ступінь забруднення і місце скиду точно відомі, 

тоді можна вживати певних санкцій щодо джерела забруднення з ме-

тою запобігання таких скидів в подальшому. Інша ситуація виникає, 

якщо відомим є тільки місце скиду. Наприклад, коли забруднення та-

кого типу характерне тільки стічним водам певного підприємства або 

прямі виміри у водотоку показали наявність стрибкоподібного погір-

шення якості річкової води у певному створі. Тоді постає задача кон-

тролю за величиною забруднення, яке вносять стічні води, скинуті до 

річки [84, 85, 139-141].  

Під величиною забруднення води у цьому розділі мається на 

увазі добуток значення концентрації певної забруднювальної речови-

ни у воді на величину витрат цієї води. 

Розв'язанню задачі контролю за величиною забруднення річко-

вої води повинні передувати: 

- ідентифікація математичної моделі процесів очищення та за-

бруднення річкових вод; 

- побудова алгоритмів контролю на основі запропонованої ма-

тематичної моделі; 

- натурні вимірювання забруднення річкової води в ряді ство-

рів. 
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4.2.  Огляд та адаптація до особливостей задачі відомих ма-

тематичних моделей річкових процесів 

 

  Будемо розрізняти такі характеристики стану та якості річкових 

та стічних вод кожної і-ої елементарної ділянки річки: 

  xі, uі, wi — значення показників якості води у річці та в офіційно 

зареєстрованих і офіційно незареєстрованих стічних водах, відповід-

но; 

  Qі, qі, qwi — значення витрат води річки та в офіційно зареєстро-

ваних і офіційно незареєстрованих стічних водах, відповідно; 

  Xі, Uі, Wi — добутки значень показників якості у річці та в офі-

ційно зареєстрованих і офіційно незареєстрованих стічних водах, від-

повідно, на витрати цих вод: 

Xі = Qі xі,   Uі = qі uі,   Wі = qwi wі. 

  У розділах 1-3 наведено чимало математичних моделей. Біль-

шість із них, у тому числі розроблені у розділах 2 та 3, можна пред-

ставити у вигляді: 

- для динамічного випадку (або статичного просторового одно-

вимірного у разі Xi(z/vi) = Xi(t)): 

NiT ttMX(t)X iiii ,1,),()0(0   ] [0,  ,                     (4.1) 

- для динамічного просторового одновимірного випадку: 

NiLTtztMtX(t,z)X iiiii ,1],),,()0,(0    [0,z  ], [0,   ,     

(4.2) 

- для динамічного просторового двовимірного випадку: 

.,1],],

),,,()0,,(0

NiyLzTt

zytMytX(t,y,z)X

iiii

iii





 , [-  [0,  ], [0,
                   (4.3) 

де   Mі(t) — лінійна відносно Xі функція, яка враховує зменшення 



 

141 

початкового забруднення в окремо виділеному об’ємі річки, який ру-

хається в усередненому потоці і-ої елементарної ділянки річки вздовж 

осі координат z (z = vіt) або з часом t (t = z/vі) внаслідок дії процесів 

самоочищення річки; 

  Mі(t, z) — лінійна відносно Xі функція, яка враховує зменшення 

початкового забруднення в усередненому потоці і-ої елементарної ді-

лянки річки вздовж осі координат z з часом t внаслідок дії процесів 

самоочищення річки; 

  Mі(t, y, z) — лінійна відносно Xі функція, яка враховує зменшен-

ня початкового забруднення, що розпливлось по всій ширині і-ої еле-

ментарної ділянки річки, вздовж осей координат y та z з часом t  

внаслідок дії процесів самоочищення річки. 

  З метою спрощення розрахунків не будемо враховувати окремо 

процеси розбавлення та перемішування стічних вод з річковими — 

будемо вважати, що ці процеси враховуються параметрами матема-

тичних моделей (4.1)–(4.3). 

  Запишемо вирази для функцій Mі() рівнянь (4.1)–(4.3).  

  Для моделі (2.56)–(2.62) у виразі (4.1): 

 

 
3.   

2,            

1,                                          

    






















 ldqetK

ltKe
K

K

ltK

tetM

t
eqK

i

i
tK

i

i

i

i
t

i

qiK
i

ii

,

,1

,

)(,)(

0

1
3

1
1

2

1

)(

1
2

1       (4.4) 

  Якщо на основі математичної моделі (3.1) записати динамічну 

просторову одновимірну модель, то вона набуде вигляду: 
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                 (4.5) 
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  Розв’язок рівняння (4.5) за аналогією з (3.9), (3.10) має вигляд 
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  Отже, у математичній моделі (4.2) функція Mі(t, z) може мати 

вигляд: 
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.                 (4.8) 

  Математична модель (4.6)–(4.8) може розглядатись як самостій-

на математична модель ЕД річки у першому наближенні, завдяки її 

більш простій формі, ніж, наприклад математична модель турбу-

лентної зони (3.34)–(3.36), забезпечуючи, у той же час, певну адекват-

ність динаміці реальних річкових процесів.  

  У математичній моделі (4.3) у відповідності з (3.34)-(3.36) 
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  Будемо далі розглядати математичну модель (4.3) як найбільш 

узагальнену форму запису лінійної моделі самоочисних процесів у  

річці. 

 

4.3.  Характеристика проблеми контролю змін забруднення 

води в цілому 

 

 Формалізуємо постановку задачі. Фактично, задача формулю-

ється таким чином: виміряно певну кількість значень деякого показ-
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ника якості води на і-й та (і-1)-й елементарних ділянках річки  

1

~
iX (t, y, z) та iX

~
(t, y, z), з’ясовано, що між цими точками на відстані 

і був незареєстрований скид стічних вод (наприклад, з’ясувалось, що 

починаючи зі створу на відстані і значення ПЯВ раптово збільши-

лись в межах тієї ж ЕД), треба знайти величину забруднення Wi(t), що 

надійшло на і-ту ЕД на відстані і від її нульового створу.  

 Вхідні дані задачі: 

1. Ідентифікована математична модель Mi(t, y, z) на усіх ЕД. 

2. Наявна інформація про усі офіційно зареєстровані джерела 

скиду стічних вод Ui(t). 

3. Дані спостережень значень показників якості та витрат річ-

кових вод на усіх ЕД, тобто значення добутків iX
~

(t, y, z). 

 Умовам задачі відповідає така математична модель:  

iiiiiiifii LTtzytMtWzytMtX(t,y,z)X   ],,0[),,,()(),,()(
, 

(4.11) 

де )(tX fi  — фонове значення показника якості води в нульовому 

створі річки: 

)(),0,()( 11 tULtXtX iiifi   .                            (4.12) 

В математичній моделі (4.11), (4.12) використано припущення 

про те, що по-перше, в межах однієї ЕД інтенсивність протікання про-

цесів визначається тільки точкою їх початку, тобто і від початку ді-

лянки, і від місця надходження офіційно незареєстрованих стічних 

вод процеси знешкодження та розбавлення стічних вод протікаються 

однаково і описуються однією моделлю Mi(). 

Якщо вимірювання було б проведено ідеально, тоді вимірявши 

значення ),0,(
~

11  ii LtX  на виході (і-1)-ої ЕД та значення iX
~

(t, y, z) у 
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будь-якій точці і-ої ЕД, де було виявлено суттєве відхилення ПЯВ від 

розрахункового, значення Wi(t) можна було б знайти із простого спів-

відношення  

  ),,,()(),,()(),0,(
~~

11 iiiiiiii zytMtWzytMtULtX(t,y,z)X    

iii LTt  ],,0[                                       (4.13) 

або 

  ),,,()(),,()(),0,(
~~

11 iiiiiiii zytMtWzytMtULtX(t,y,z)X  

  ,),,()(),0,(
~~

),,(

1
)( 11 zytMtULtX(t,y,z)X

zytM
tW iiiii

ii
i 


 


(4.14) 

],[],,0[,],,0[  yTtLTt iiii  . 

  Такий підхід до ідентифікації значення Ui був запропонований 

автором у роботі [84] ще для математичної моделі у вигляді (4.1), але 

цей підхід є недосконалим, оскільки, на практиці, вимірювання  

завжди вносить свою похибку (при заборі проби, при аналізі забруд-

нення води тощо) [21, 38, 52, 57, 58, 108, 122], тому розв'язання задачі 

пропонується проводити на основі серій з Pі замірів ijX
~

(tij, yij, zij) на 

кожній і-й ЕД та з використанням методу найменших квадратів для 

ідентифікації математичної моделі на основі надлишкової кількості 

вхідних даних [140].  

 Як це видно із (4.11) та (4.12), має місце функціональна залежність 

 ,),,,(),,,()( 1 iiii zytXzytXFtW                          (4.15) 

тобто ідентифікації Wi(t) повинна передувати ідентифікація таких зна-

чень: 

1) значення ),0,( 11  ii LtX  по математичній моделі  

  );,,()(),0,(

),,()(),0,(

11122

11111









iiiii

iifiii

LytMtULtX

LytMtXLtX
                 (4.16) 

2) значення ),,( zytX i  по багатьох вимірюваннях ),,(
~

zytX i ; 
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3) значення і. 

 Якщо ідентифікацію значення ),0,( 11  ii LtX  варто проводити 

окремо по спостереженнях на (і-1)-й ЕД, то ідентифікацію і краще 

проводити одночасно з ідентифікацією значень стану ),,( zytX i  та 

Wi(t) по вимірюваннях ),,(
~

zytX i  із (4.14). 

 Такий алгоритм ідентифікації ґрунтується на тому, що на (і-1)-й 

ЕД відсутні офіційно незареєстровані скиди стічних вод, які слід іден-

тифікувати. Якщо це — не так, тоді слід спочатку їх рекурентно іден-

тифікувати за даними (і-2)-ої ЕД і т.д. 

 Запишемо ідентифікаційні співвідношення. 

 Ідентифікацію значення ),0,( 11  ii LtX  слід проводити по Pi-1 

вимірам значень ),,(
~

1 zytX i  за такими співвідношеннями:  

   0),,()(),0,(),,(
~1

1

2
11221 







iP

j

jjjijiijijjji zytMtULtXzytX , 

звідки знаходиться ),0,( 22  ii LtX : 
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(4.17) 

 Ідентифікацію і та Wi(t) слід здійснювати як розв’язок системи 

рівнянь по вимірюваннях ),,(
~

zytX i : 
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де 

)(),0,( 11 jiijifij tULtXX    

або із системи рівнянь: 
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(4.18) 

  Поставлена задача розв'язана. 

 Стосовно значень і можна додати, що у більшості випадків  

заздалегідь відомі усі ймовірні місця офіційно незареєстрованих над-

ходжень стічних вод, які можуть суттєво вплинути на якість річкових 

вод. Отже, під час ідентифікації можливе лише уточнення який з цих 

джерел дійсно здійснив скид. Таким чином, відпадає необхідність у 

точній ідентифікації значення і математичними методами по (4.18) 

— це можна встановити по базі даних. Якщо, наприклад, відомо, що 

1 приймає значення між 1,0 км та 2,5 км, а на цій ЕД є тільки одна 

труба зі зворотними водами певного заводу на відстані 2,1 км, то мо-

жна з великою впевненістю стверджувати, що 1 = 2,1 км. Підсилити 

цю впевненість може аналіз ПЯВ, по яких виявлено відхилення від ро-

зрахункових та порівняння із переліком речовин, які скидає цей завод.  

 Варто ще зазначити, що якщо із вхідних даних зрозуміло, що 

виявлений офіційно незареєстрований скид — це той же самий скид 

стічних вод, який вважається офіційно зареєстрованим, тоді слід 
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прийняти і = 0, що спростить систему рівнянь (4.18) до рівняння, по-

дібного до (4.17): 
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j
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, (4.19) 

де 

),())(),0,((
~

11 jjjijiijijjjijjji ,zytMtULtX),z,y(tX),z,y(tX  


. 

 

4.4. Розв’язання задачі контролю змін окремо показників 

якості та окремо витрат стічних вод 

 

  Запропоновані алгоритми та математичні моделі контролю  

дозволяють дослідити та знайти величину забруднення води в цілому. 

Як було зазначено вище, під "величиною забруднення" мається на 

увазі добуток значення концентрації певної забруднювальної речови-

ни у воді на величину витрат цієї води. На практиці ж цікавішим є 

ідентифікація не змін забруднення в цілому, а змін окремо витрат  

стічних вод, з якими до річки надходить забруднювальна речовина та 

якості цих вод, тобто концентрації у ній забруднювальної речовини.  

  Введемо позначення як на рис. 4.1, 4.2. 

  Важливим питанням є ймовірне місце надходження стічних вод 

та місце спостережень ),,(
~

zytX i . 

 

… Q1(t) Q2(t) 

q2(t) Q2(t)=Q1(t)+q2(t)+qw2(t) 

qw2(t) 

QN(t) 

L1 

1 2 N 

Q2(t)=Q1(t)+q2(t) 

Рис. 4.1 Баланс витрат води на припасованих  

елементарних ділянках річки 
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… x01(t,y,0) x02(t,y,0) 

u2(t) 

w2(t) 

xN(t,y,LN) 

L1 

1 2 N 

Рис. 4.2 Позначення показників якості річкових та стічних вод 

  Якщо надходження стічних вод відбувається так, як показано на 

рис. 4.2, тобто в середину фарватеру та ще й через спеціальні розсію-

вальні пристрої, котрі забезпечують швидке перемішування стічних 

вод з річковими, тоді можна стверджувати, що має місце спрощене 

співвідношення: 

Wi(t) = (qwi + Qi + qi)wi(t),                              (4.20) 

інакше: 

Wi(t) = qwiwi(t).                                        (4.21) 

  Випадок (4.20) не накладає суттєвих обмежень чи не ставить 

вимог щодо вимірювань значень ПЯВ ),,(
~

zytX i , оскільки по усій ши-

рині річки вже є частка стічних вод, які надійшли. Варіант же (4.21) 

накладає обмеження та ставить вимогу в тому, що вимірювання 

),,(
~

zytX i  повинні здійснюватись саме в тій частині річкового потоку, 

в яку надійшли стічні води. Але, оскільки заздалегідь може бути не 

відомо з якого берега вони надійшли, чи з фарватеру, то найоб’єктив-

ніший результат ідентифікації буде забезпечений, якщо спостережен-

ня значень ),,(
~

zytX i  у кожному створі річки будуть здійснюватись у 

трьох місцях: у фарватері, біля правого берега та біля лівого.  

  На рис. 4.1 та 4.2 враховані такі припущення та співвідношення:  

1. У межах однієї ділянки річки, де немає природних чи антро-

погенних стоків чи витоків витрати води Qi вважаються сталими. Це, 

звичайно, спричиняє певну похибку, обумовлену неврахуванням про-
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цесів випаровування води з поверхні річки, підживлення ґрунтовими 

водами та інфільтрації води у грунт [10, 48, 56, 67, 73, 84, 95, 97, 120]. 

Але цю похибку можна усунути, якщо на початку кожної ЕД робити 

відповідну поправку Qi величини X0i(t, y, z).  

2. Сталі в будь-якій точці річки витрати річкового стоку Qi та 

сталі в межах перерізу річки у місці скиду стічних вод витрати цих 

вод qi зазнають змін у часі t. 

3. Витрати води у річці на кожній ЕД складаються із таких ви-

трат: 

Qi(t) = Qi-1(t) + qi(t) + qwi(t) + Qi(t),                      (4.22) 

звідки: 

qwi(t) = Qi(t) – Qi-1(t) – qi(t) – Qi(t),                      (4.23) 

  У той же час, Wi(t) = qwi(t)wi(t). Якщо відомо добуток двох вели-

чин, то, щоб знайти усі його множники, слід знайти спочатку хоча б 

один. А потім вже легко знайти і інший. Тож, якщо із (4.23) знайти 

значення витрат стічних вод qwi(t), що надходять до річки, то, знай-

шовши значення Wi(t) із (4.18) або (4.19), легко можна знайти безпосе-

редньо значення ПЯВ wi(t) із співвідношення: 

wi(t) = Wi(t) / qwi(t). i = 1,…, N.                           (4.24) 

  Задачу ж ідентифікації витрат стічних вод qwi(t) слід розв'язува-

ти теж математичним шляхом, оскільки прямому вимірюванню вона 

не піддається. Пропонується такий алгоритм: 

1) вивчається гідрологічний режим річки на ЕД, визначаються 

зміни метеоумов за той час, що досліджується, — за цими даними ви-

значається вплив процесів випаровування води з поверхні річки, пі-

дживлення ґрунтовими водами та інфільтрація води у ґрунт на загаль-

ний баланс вод і-ої ЕД; відповідно встановлюється поправочний кое-

фіцієнт Qi(t); 
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2) порівнюються виміряні витрати річкової води на початку цієї 

Q
~

i(t) та наступної Q
~

i+1(t) елементарних ділянок: якщо між ними є від-

хилення, більше за поправку Qi(t), тоді робиться висновок про наяв-

ність додаткового непрогнозованого скиду стічних вод; 

3) встановлюється значення витрат виявленого скиду стічних 

вод за формулою (4.23). 

  Звичайно, більша точність такого алгоритму буде забезпечена, 

якщо обчислення за формулою (4.23) буде здійснюватись протягом 

певного часу на основі серії з Pi вимірювань витрат ijQ
~

(t) та значень 

 ijQ
~

(t) з наступним усередненням за методом найменших квадратів 

подібно до виразів (3.88). 

  Задача розв'язана. 

  Повертаючись до зроблених на початку другого розділу припу-

щень щодо симетричності схеми напрямків течії річки та інших спро-

щень математичної моделі, можна стверджувати, що запропонована 

технологія контролю обсягу та якості незареєстрованих джерел стіч-

них вод у річці буде працювати і для загального вигляду математичної 

двовимірної просторової моделі річкових процесів, розробленої в ро-

боті [62], але усі вирази суттєво ускладняться, оскільки всі розрахунки 

доведеться проводити окремо для лівої та правої частини потоку річ-

ки. 

 

4.5.  Приклад розв'язання задачі контролю 

 

  Наведемо приклад. Нехай має місце забруднення річки, наведе-

не на рис. 4.3. 

  За офіційними даними було відомо, що зареєстроване джерело 
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скиду не функціонувало: U2(tf) = 0,0 (тис. м3мг)/(сл). Однак, у місці 

його розташування було виявлено суттєве забруднення — цьому від-

повідає значення i = 0. Отже, розрахунки слід робити за співвідно-

шеннями (4.19). 

 

 

Рис. 4.3. Картина забруднення річки на двох ЕД 

 

  Для фіксованого часу t = tf, в який проводився експеримент, 

проведення розрахунків за співвідношеннями (4.17)–(4.23) дало  

W2(tf) = 2,652 (тис. м3мг)/(сл). В той час, як насправді це значення 

дорівнювало 2,684 (тис. м3мг)/(сл). Похибка в 1,2 % є прийнятною. 

  Вимірювання витрат на початку першої та другої елементарних 

ділянок річки дало значення, відповідно: Q
~

1(tf) = 0,10 тис. м3/с та  

Q
~

2(tf) = 0,14 тис. м3/с. Спеціальні дослідження періоду зміни витрат 

води дозволили з'ясувати, що значення поправки слід встановлювати 

у розмірі Q2(tf) = 0,015 тис. м3/с. Таким чином, за формулою (4.23) 

знаходимо (q2(t) = 0) 

qw2(tf) = Q
~

2(tf) – Q1(tf) – Q
~

1(tf) = 0,140 – 0,015 – 0,100 =  

= 0,025 (тис. м3/с) = 25 (м3/с). 

  Застосовуючи формулу (4.24), знаходимо 

w2(tf) = W2(tf)/qw2(tf) = 2,652 / 0,025 = 106,08 (мг/л). 
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  Насправді ж значення становило w2(tf) = 103 мг/л. Отже похибка 

дорівнює приблизно 3% і є цілком прийнятною. 

 

4.6.  Висновки 

 

 Розроблено новий метод контролю за величиною забруднення 

річкової води, яке вносять стічні води, скинуті до річки, з використан-

ням розробленої у даній роботі динамічної двовимірної просторової 

моделі річкових процесів. Метод є нечутливим до випадкових похи-

бок, що виникають при вимірюваннях, завдяки усередненню на мно-

жині багатьох вимірювань методом найменших квадратів. Метод  

дозволяє окремо визначити такі параметри офіційно незареєстровано-

го скиду стічних вод: 

- місце розташування скиду; 

- витрати стічних вод; 

- значення показників якості стічних вод. 

 Окремо наведено алгоритм ідентифікації реальних параметрів 

стічних вод, які надійшли з офіційно зареєстрованих джерел, якщо ці 

джерела скинули до річки понадлімітний і незареєстрований обсяг за-

бруднення. 

 Наведений приклад доводить адекватність та працездатність за-

пропонованих алгоритмів ідентифікації та контролю якості річкових 

вод. 
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ВИСНОВКИ 

 

Розглянуто проблему моделювання якості річкових вод та син-

тезу математичних моделей, придатних для розв’язання за їх допомо-

гою задач контролю та управління якістю вод з метою їх поліпшення. 

Описано відому формалізацію річки як кібернетичного об’єк- 

та — об’єкта управління — виділено входи, виходи та змінні стану  

річкового об’єкта. Вказано, що критерієм якості води вибрано відпо-

відність показників якості нормативним вимогам ГДК чи ГДВ. 

Наведена класифікація та здійснено аналіз відомих математич-

них  моделей процесів зміни значень показників якості води у часі й у 

просторі за типами та природою процесів, що одночасно враховують-

ся. Виділено їх переваги та недоліки, а також пріоритетні задачі, де ці 

математичні моделі застосовуються. Доведено, за яких умов виведена 

у попередніх роботах автора [60, 65, 74, 84, 104, 115] математична мо-

дель процесів забруднення та самоочищення у річках за випадків l = 1 

та l = 2 зводиться до аналогічних математичних моделей інших авто-

рів [34, 40, 46-48, 84, 101, 117, 128, 129, 138], що є підтвердженням її 

адекватності процесам і дає підстави використовувати її у подальшо-

му як більш загальну. 

Розроблено новий підхід до синтезу узагальненої математичної 

моделі процесів самоочищення та розбавлення забруднень у річці, що 

надійшли зі стічними водами. Показано, яким чином можна врахову-

вати й води менш забруднені, ніж річкові, наприклад, притоки із дже-

рельною водою, а також водозабори. Розроблено алгоритм синтезу 

математичної моделі річки для розрахунку зміни діапазону значень 

якості річкової води, тобто у кожному створі річки математична мо-

дель дозволяє встановити, мінімальне та максимальне значення зада-
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ного показника якості річкової води. Показано, яким чином у цій ма-

тематичній моделі можуть бути використані відомі математичні моде-

лі процесів самоочищення та розбавлення. Застосування математичної 

моделі обмежується малими та середніми річками, де в першому на-

ближенні можна використовувати просторові одновимірні математич-

ні моделі процесів розбавлення та змішування стічних вод з річкови-

ми. 

 Розглянута задача аналітичного моделювання процесів, що 

впливають на якість води у річці. Побудовано нову адекватну двови-

мірну просторову математичну модель динаміки, що враховує особ-

ливості протікання річкових процесів в різних частинах потоку — в 

турбулентній бистринній та ламінарних прибережних зонах. Отрима-

но аналітичний розв'язок рівнянь в явній формі. 

Доведена адекватність розроблених автором математичних мо-

делей річковим процесам шляхом порівняння з відомими математич-

ними моделями І. Д. Родзиллера та В. І. Лаврика в області перекриття 

вихідних умов.  

 Розроблено новий метод контролю за величиною забруднення 

річкової води, яке вносять стічні води, скинуті до річки, з використан-

ням розробленої у даній роботі двовимірної просторової математичної 

моделі річкових процесів. Метод є нечутливим до випадкових похи-

бок, що виникають при вимірюваннях, завдяки усередненню на мно-

жині багатьох вимірювань методом найменших квадратів. Крім того, 

метод дозволяє окремо визначити такі параметри офіційно незареєст-

рованого скиду стічних вод: місце розташування скиду, витрати стіч-

них вод, та значення показників їх якості. 

 Працездатність розроблених математичних моделей та алгорит-

мів доведена на практичних прикладах. В окремих прикладах вико-
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ристана реальна інформація, взята з комп’ютерної геоінформаційної 

аналітичної системи моніторингу поверхневих вод Вінницької облас-

ті, що розроблена у Вінницькому національному технічному універ-

ситеті під керівництвом автора на замовлення Держуправління еколо-

гії та природних ресурсів у Вінницькій області у 2002-2004 рр. Для  

цієї системи під керівництвом автора розроблено зовнішні програмні 

модулі “ЕкоМонітор” та “ЕкоКерування”, які використовують мате-

матичне та алгоритмічне забезпечення, розроблене у даній роботі. Ро-

зроблена система з 2004 року впроваджена, також, у Південно-

Бузькому басейновому управління водних ресурсів, Вінницькому 

облводгоспі, Управлінні з надзвичайних ситуацій Вінницької області, 

Вінницькому обласному центрі з гідрометеорології, Вінницькій об-

ласній санепідемстанції. 
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