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Розглядаються моделі дистрибутивної функції, для яких справджується закон збереження енергії. Запро-

поновано введення нормалізуючих коефіцієнтів для косинус-кубічної та косинус-квадратичної апроксимацій 
дистрибутивної функції відбивної здатності. 
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Вступ. Висока інформативність комп'ютерної 

графіки призвела до її широкого використання в різ-
них  галузях діяльності людини. Дуже стрімко  роз-
вивається такий напрямок комп'ютерного синтезу зо-
бражень, як тривимірна комп'ютерна графіка реаль-
ного часу, досягнення якої використовують при по-
будові систем візуалізації тренажерів транспортних 
засобів, моделюванні різних процесів, виробництві 
реклами і кіно, розробці комп'ютерних ігор і ін. 

Тривимірні об’єкти на верхніх етапах графічного 
конвеєру задаються в просторовому вигляді, тому 
для створення плаского зображення на екрані необ-
хідно розрахувати інтенсивність освітлення для ко-
жної його точки з урахуванням розташування дже-
рел світла та спостерігача, оптичних властивостей 
поверхонь, характеристик джерел світла та кривизни 
поверхні.  

Для забезпечення високої реалістичності форму-
вання графічних зображень необхідно як збільшення 
деталізованності поверхонь,, так і використання 
більш точних моделей її відбивної здатності. 
Аналіз попередніх досліджень. За оптичні влас-

тивості поверхні відповідає двопроменева дистри-
бутивна функція відбивної здатності (ДФВЗ) (BRDF 
– Bidirectional Reflectance Distri-butive Function) [1]. 
Вона є моделлю освітлення та визначає, яку частку 
випромінювання, що надійшло в точку з напрям-
ку L

r
, буде відбито в напрямку V

r
 (рис. 1). ДФВЗ є 

функцією кількох змінних - 

BRDF f ( , , , , x ) f ( L, V , N )1 2α µ ϕ µλ= =
r r r

, 

де λ – довжина хвилі, ( , ), ( , )1 2α µ ϕ µ - параметри, 
що визначають відповідно напрямок падаючого сві-
тла та напрямок спостереження.  

Інтенсивність випромінювання I  [1] в заданому 
напрямку визначається як величина променевого 
потоку через ділянку ds⊥  (рис. 1), перпендикуляр-
ну променю в межах диференціального тілесного 
кута dω , який дорівнює площі нескінченно малого 
елемента на поверхні одиничної сфери: 

dФ dФ
I .

ds d ds cos dω α ω
= =

⊥

= =
⊥

dÔ dÔ
I .

ds d ds cos dω α ω

= =
⊥

dÔ dÔ
I .

ds d ds cos dω α ω
 

 
Рисунок 1 – Вихідні дані для розрахунку ДФВЗ 

ДФВЗ може бути розрахована за формулою 
BRDF dI( V ) / I ( L ) cos di i i iα ω=

r
. 

У системах комп'ютерної графіки найчастіше ви-

користовують ДФВЗ типу ncos γ , де n [ 1; 1000 ]∈  
– коефіцієнт спекулярності поверхні. Для найпоши-
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реніших у засобах комп’ютерної графіки моделей 
Фонга та Бліна cos γ  рівні, відповідно  V R⋅

r r
, 

N H⋅
r r

. На рис. 2 L, V
r r

– нормовані вектори у на-
прямку, відповідно до джерела світла та спос-
терігача, N

r
 – вектор нормалі до поверхні, 

H ( L V ) / L V= + +
r r r r r

.  

 

Рисунок 2 –  Вектори нормалей 

Отримано залежність між векторами L, V , N :
r r r

  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
1 N V L N L V

22( L N ) N V L V ( L N V ) ,

− ⋅ − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = × ⋅

r r r r r r

r r r r r r r r r
 яка 

дозволяє встановити взаємозв’язок між різними мо-
делями освітлення. 

Розрахунок ДФВЗ є однією з найтрудомісткіших 
складових процедур зафарбовування. 

У сучасних засобах тривимірної графіки широко-
го поширення набула дистрибутивна функція Шліка 
[2], яка має такий вигляд:  

( )cos / n ncos cosα α α− + . 
Ця ДФВЗ має значно меншу обчислювальну склад-
ність порівняно з поширеними функціями Фонга [3] 
та Бліна [3]. На жаль, наявність операції ділення зна-
чно ускладнює апаратну реалізацію функції. Аналіз 
показав, що дистрибутивна функція Шліка відтворює 
епіцентр відблиску з максимальною відносною похи-
бкою, що не перевищує 10%. За цією областю спо-
стерігається суттєве розходження з результатами, 
отриманими  за моделлю освітлення Бліна. Недолі-
ком ДФВЗ Шліка є те, що дистрибутивна функція в 
зоні формування блюмінга [3] падає до нульового рі-
вня надзвичайно повільно, що обумовлює неприрод-
не освітлення графічного об’єкта та додаткові обчис-
лення за рахунок збільшення інтервалу зміни аргуме-
нту. 

У функції спекулярного відбиття Блейка [1,3] ви-
користовується кусково-квадратична апроксимація 
ДФВЗ Фонга на трьох інтервалах. Модель передбачає 
виконання операцій множення, ділення й додавання, 
оперує з кутом, розрахунок  якого потребує великих 
витрат часу та має низьку точність. 

Розроблено підхід [4], який передбачає кусково-
нелінійну апроксимацію ДФВЗ двома функціями: 
кубічною – для епіцентру відблиску та гіперболіч-
ною – для зони затухання. Недоліком такого підходу 
є великий обсяг пам’яті, який необхідно використо-

вувати для зберігання коефіцієнтів і виконання тру-
домісткої операції ділення для обчислення гіпербо-
лічної функції. 

Р.Ф. Ліон [5], запропонував функцію ncos γ  ро-
зкласти у ряд Тейлора і замість кута між відбитим 
напрямком світла та спостерігачем використати до-
вжину хорди між векторами. Оскільки, при цьому 
використовується обмежена кількість членів ряду 
Тейлора, має місце артефактне відображення зони 
затухання. 

У наведених моделях не виконується закон збе-
реження енергії [6]. Стосовно до  ДФВЗ закон збе-
реження енергії стверджує, що світлова енергія, що 
розсіюється поверхнею, не може перевищувати сві-
тлову енергію, що потрапила на поверхню. 

Таким чином актуальним є питання розробки но-
вих ДФВЗ, які б забезпечували достатню точність ві-
дтворення всіх областей відблиску та була фізично 
коректною. 
Мета роботи. Розробка моделей відбивної здат-

ності поверхні на основі ДФВЗ, які з високою точні-
стю відтворюють епіцентр і зону затухання відблис-
ку, мають невисокий ступінь та є фізично коректни-
ми, тобто для них  справедливий закон збереження 
енергії. 
Матеріал і результати дослідження. Закон збе-

реження енергії у застосуванні до ДФВЗ Бліна-Фонга 
для неперервного випадку записується так [6]: 

 
Перейдемо до сферичних координат (рис. 1,б): 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

0

2

0

0 2
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n

n

cos cos sin d d

cos cos sin d

π
π

π

α
α α α µ

α
π α α α

  = 
 

 =  
 

∫ ∫

∫

    .  (2) 

Авторами розроблено апроксимації ДФВЗ із ви-
користанням косинус-кубічної та косинус-
квадратичної функцій виду [7, 8]: 

 , (3) 

де  – коефіцієнти , які обчислюються за фо-

рмулами [8]. 

 
де x, y, z – коефіцієнти апроксимуючої косинус-
квадратичної функції, які обчислюються за відоми-
ми формулами [7]. 

Запишемо для цих функцій умову справдження 
закону збереження енергії. Для косинус-кубічної 
апроксимації маємо: 
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Для косинус-квадратичної апроксимації маємо: 
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Знайдемо 

 

З урахуванням того, що  та вве-

денням заміни , формулу (7) можна записати 

у вигляді: 
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Виконавши інтегрування частинами виразу (8), 
отримаємо: 

 
Запишемо формулу (5) у вигляді суми інтегралів: 

+













+

+













+

+













=

=×

×







+






+






+








∫

∫

∫

∫

ααα
α

π

ααα
α

π

ααα
α

π

ααα

ααα
π

π

π

π

π

dc

db

da

d

dcba

)sin()cos(
2

cos2

)sin()cos(
2

cos2

)sin()cos(
2

cos2

)sin()cos(
2

cos
2

cos
2

cos2

2

0

2

0

2

2

0

3

2

0

23

(10) 

.)sin()cos(2
2

0

αααπ

π

dd∫+  

З урахуванням формули (9), обчислимо кожен 
інтеграл із суми: 
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З урахуванням формули (10) та обчислених інтег-

ралів (11-14) можна розрахувати значення інтеграла 
(5): 
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(15) 

Таким чином, нормалізуючий коефіцієнт для ап-
роксимації ДФВЗ косинус-кубічною функцією буде 
наступним: 

 
де a, b, c, d  – коефіцієнти косинус-кубічної апрок-
симаційної функції. 
    З урахуванням обчислених інтегралів (12-14) мо-
жна знайти інтеграл (6): 
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    Таким чином, нормалізуючий коефіцієнт для ко-
синус-квадратичної апроксимації буде наступним: 

 
де  x, y, z - коефіцієнти косинус-квадратичної апрок-
симаційної функції. 
      Висновки. Отримано фізично коректні ДФВЗ, 
для яких справджується закон збереження енергії. 
Знайдено аналітичні вирази для нормалізуючих ко-
ефіцієнтів косинус-кубічної та косинус-
квадратичної апркосимаційних функцій. 
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