
1 

 

УДК 621.3 

Ю. Г. Ведміцький 

Д. О. Медончак 

М. В. Постернак 

Дм. А. Кушнір 

О. В. Шарандак 

 

ЗАКОН ВІДОБРАЖЕННЯ  

ХВИЛЬОВОГО РІВНЯННЯ ДВОПРОВІДНОЇ ДОВГОЇ ЛІНІЇ  

В ЙОГО КОМПЛЕКСНУ ФОРМУ  
Вінницький національний технічний університет 

 
Анотація 

В роботі проведено математичну ідентифікацію фізичних процесів, які спостерігаються в одновимірній 

однорідній стаціонарній динамічній системі з розподіленими параметрами на прикладі двопровідної довгої 

лінії, для якої на основі рівнянь Хевісайда (телеграфних рівнянь) розкрито закон відображення одновимірного 

хвильового рівняння довгої лінії в його комплексну форму. Отримані результати доповнюють вихідний базис 

теорії довгої лінії. 
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Abstract 

The article deals with the mathematical identification of physical processes observed in a one-dimensional homoge-

neous stationary dynamic system with distributed parameters on the example of a two-wire long line, for which the law 

of mapping the one-dimensional wave equation of the long line into its complex form is revealed on the basis of the 

Heaviside equations (telegraphic equations). The obtained results complement the initial basis of the long line theory. 
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Робота присвячена уточненню окремих положень теорії довгої лінії. Зазначена теорія є важливою 

складовою вихідного базису теоретичних основ електротехніки [1-7], оскільки виявляє та розкриває 

фундаментальні властивості електричних кіл з розподіленими параметрами. Необхідність таких уто-

чнень обумовлена багатьма чинниками. Найістотнішими з них для авторів стала потреба в пошуку 

довершеної форми математичного узагальнення щодо опису фізичних процесів, які спостерігаються 

або можуть спостерігатися в двопровідній довгій лінії – одновимірній електромагнітній системі з роз-

поділеними параметрами під час транспортування нею електричної енергії або передачі інформації. 

Зазначене і є метою нашої роботи.    

Отже, розглянемо двопровідну довгу лінію як однорідну стаціонарну динамічну електричну сис-

тему з розподіленими параметрами.   

Фізичні процеси в такому електричному колі описуються системою лінійних диференціальних рі-

внянь в частинних похідних О. Хевісайда, названих в теоретичній електротехніці ―телеграфними рів-

няннями‖: 

0 0

0 0

;

,

u i
R i L

x t

i u
G u C

x t

 
    


   
  

                                                                        (1) 

де 0 0 0 0, , ,R L G C  – первинні параметри довгої лінії, які і характеризують її електромагнітні властиво-

сті. За умовою однорідності та стаціонарності системи ці параметри не є функціями ні одновимірної 

просторової координати x , ні часу t . Рівняння системи (1) складено відносно миттєвих напруги та 

струму як функцій водночас двох незалежних змінних:  ,u u x t  та  ,i i x t . 
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На основі системи (1) неважко отримати і хвильове рівняння двопровідної довгої лінії, складене або 

відносно миттєвої напруги  ,u u x t  

 
2 2

0 0 0 0 0 0 0 02 2
0,

u u u
L C G L R C R G u

tx t

  
    

 
                                               (2) 

або  миттєвого струму  ,i i x t  

 
2 2

0 0 0 0 0 0 0 02 2
0.

i i i
L C G L R C R G i

tx t

  
    

 
                                               (3) 

Хвильове рівняння довгої лінії є одновимірним лінійним диференціальним рівняннями в частин-

них похідних 2-го порядку і належить до класу рівнянь математичної фізики виду 

     
2 2 2

2 2
, 2 , , , , , , 0.

u u u u u
A x t B x t C x t F x t u

x t x tx t

     
    

      
                             (4) 

Надалі зосередимо нашу увагу на синусоїдному режимі роботи довгої лінії, позаяк такий режим 

роботи є надзвичайно важливим: і для електроенергетичних та електромеханічних систем, і для інфо-

рмаційних. 

За синусоїдного режиму роботи розв’язком хвильового рівняння, наприклад, рівняння (2), буде 

функція виду 

       , sin .m uu x t U x t x                                                                (5) 

Як відомо, основним методом аналізу електричних кіл в синусоїдному режимі роботи є символіч-

ний метод (або його варіація – метод комплексних амплітуд). В основу символічного методу покла-

дено бієктивне відображення за заданим законом миттєвих синусоїдних напруг та струмів, залежних 

від часу, в їх комплексні зображення, для яких притаманною буде відсутність зазначеної залежності.   

За такого відображення в одновимірних електричних системах з розподіленими параметрами, на-

приклад, в довгій лінії, комплексні напруги та струми будуть функціями лише просторової координа-

ти, в нашому випадку  U x  та  I x .         

Скориставшись зазначеним методом, для хвильового рівняння (2), складеного відносно миттєвої 

напруги, як функції виду (5), та на його основі відносно комплексу діючого значення напруги 

 
   

2

uj xmU x
U x e


                                                                        (6) 

побудуємо диференціальне рівняння двопровідної довгої лінії в комплексній формі, виявивши, таким 

чином, поміж ними математичний зв'язок та встановивши такому зв’язку відповідний йому закон ві-

дображення.       

Оскільки вздовж довгої лінії для миттєвої напруги  

         , Im 2 Im ,uj x j t j t
mu x t U x e e U x e

                                               (7) 

то з урахуванням рівнянь (5) та (6) для першої і другої її частинних похідних за часом t  та просторо-

вою координатою x  можна записати: 

 
           

,
а) sin 2 Im 2 Im ;

2
uj x j t j t
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t

  
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  
 (8)  
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Співвідношення (7), (8), (9) та (11) підставляємо в хвильове рівняння довгої лінії (2) і після еквіва-

лентних перетворень та спрощень отримуємо диференціальне рівняння довгої лінії, складене віднос-

но комплексу діючого значення напруги  U x   

 
   

2
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0 0 0 0 0 0 0 02

0,
d U x

R G L C j G L R C U x
d x

                                            (12) 

яке внаслідок перегрупувань можемо записати у вигляді 

 
    

2

0 0 0 02
0
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d x
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або 
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0,

d U x
Z Y U x

d x
                                                                    (14) 

де 0Z  – комплексний повздовжній опір довгої лінії, а 0Y  – її комплексна поперечна провідність:   

0 0 0

0 0 0

Z R j L

Y G j C





 

 
                                                                          (15) 

Рівняння (14) відоме в теоретичній електротехніці як диференціальне рівняння довгої лінії в ком-

плексній формі.   

Висновки 

В роботі проведено математичну ідентифікацію фізичних процесів, які спостерігаються в однови-

мірній однорідній стаціонарній динамічній системі з розподіленими параметрами на прикладі двоп-

ровідної довгої лінії, для якої на основі рівнянь Хевісайда (телеграфних рівнянь) розкрито закон ві-

дображення одновимірного хвильового рівняння довгої лінії в його комплексну форму. Отримані ре-

зультати доповнюють вихідний базис теорії довгої лінії. 
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