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Анотація
Обґрунтовано, що визначення будь-яких характеристик випадкових величин можна звести до комп’юте-

рних обчислень з використанням відповідних чисельно заданих їх інтегральних законів розподілу. Запропоновано
метод синтезу еквівалентних моделей законів розподілу випадкових величин, в якому замість процедури «вирі-
внювання» гістограм реалізується набагато простіша процедура їх  наближення до чисельно заданих інте-
гральних функцій розподілу.

Ключові  слова: випадкові  величини,  закони  розподілу,  еквівалентні  моделі,  вирівнювання  гістограм,
чисельні методи, інтерполяція, Python-програми реалізації.

Abstract
It is substantiated that the determination of any characteristics of random variables can be reduced to computer cal-

culations using the corresponding numerically determined integral laws of their distribution. A method of synthesis of
equivalent models of the random variable distribution laws is proposed, in which instead of the procedure of "equaliza-
tion" of histograms, a much simpler procedure of their approximation to numerically given integral distribution func-
tions is implemented.

Keywords: random variables, distribution laws, equivalent models, histogram alignment, numerical methods, inter-
polation, Python implementation programs.

Постановка задачі

У будь-якому підручнику чи навчальному посібнику з теорії ймовірностей, виданому як в Україні,
так і за її межами, ми знайдемо інформацію про те, що одними із базових понять цієї науки є поняття
законів розподілу випадкових величин  X  в їх інтегральному F ( x ) чи диференціальному f ( x ) вира-
женні, що зв’язані між собою відомим співвідношенням

f ( x )= dF
dx (1)

Відсилаючи для пересвідчення до будь-якого з цих підручників чи навчальних посібників, нага-
даємо, що інтегральний закон F ( x ) розподілу випадкової величини X  у вигляді

F ( x )=P ( X ≤ x ) (2)
задає  ймовірність  P () події,  що  очікувана  випадкова  величина  X  набуде  значення,  не  більшого
конкретно заданого нами числа x, а ймовірність P ( x1<X ≤ x2 ) того, що це значення попаде в діапазон
X ∈ [x1 , x2 ] може бути визначеною зі співвідношення

P ( x1<X ≤ x2 )=F ( x2 )−F (x1) (3)
якщо відомим є її інтегральний закон розподілу F ( x ). А якщо відомим є її диференціальний закон роз-
поділу f ( x ), який ще називають густиною (чи щільністю) її розподілу, то ця ймовірність може бути
визначеною зі співвідношення

P ( x1<X ≤ x2 )=∫
x1

x2

f ( x ) dx (4)

Отже, щоб обчислити ймовірність P ( x1<X ≤ x2 ) того, що очікуване значення випадкової величини



X  попаде в діапазон X ∈ [x1 , x2 ], нам потрібно знати або інтегральний закон її розподілу F ( x ), щоб
скористатись виразом (3), або диференціальний закон розподілу f ( x ), щоб скористатись виразом (4).

А синтез та ідентифікація математичних моделей інтегрального  F ( x ) та диференціального  f ( x )
законів  розподілу  випадкової  величини  X ,  заданої  обмеженою  множиною  її  відомих  значень,  є
змістом іншої  навчальної  дисципліни,  яка називається математичною статистикою і  з  навчальних
посібників з якої, виданих як в Україні, так і за кордоном, легко пересвідчитись, що процедура синте-
зу диференціального  f ( x ) закону розподілу випадкової величини  X  починається з побудови гісто-
грами, що являє собою сходинкову лінію над віссю x , висота кожної сходинки якої дорівнює відно-
шенню кількості  значень випадкової величини,  що попали в межі цієї  сходинки,  до загальної  кі-
лькості  значень  випадкової  величини,  заданої  обмеженою множиною усіх  її  відомих  значень.  А
другим етапом цієї процедури синтезу, тобто, етапом ідентифікації диференціального  f ( x ) закону
розподілу випадкової величини X , є алгоритм «вирівнювання» сходинок гістограми гіпопотетичними
неперервними кривими розподілу, запропонованими відомими математиками різних епох, починаю-
чи з Гаусса, з використанням χ 2 — розподілу Пірсона. З прикладами ідентифікації гістограми криви-
ми нормального закону розподілу Гаусса можна ознайомитись, наприклад, в роботах [1],[2].

І ось саме цей другий етап процедури синтезу диференціального закону розподілу f ( x )випадкової
величини  X  — етап вирівнювання» сходинок гістограми гіпопотетичними неперервними кривими
розподілу є найбільш проблематичним, оскільки при малих потужностях відомих значень множин
випадкових величин, з використанням яких здійснюється ідентифікація,  важко домогтись прийнят -
ного  значення  довірчої  ймовірності  для  «вирівнюючої»  кривої,  а  при  великих  потужністях  цих
множин  не  вдається  ідентифікувати  гістограму  однією  із  відомих  теоретичних  кривих,  за-
пропонованих різними математиками, а об’єднання кількох кривих в один ансамбль для ідентифікації
гістограми складного профілю не відповідає принципу коректного розв’язання цієї задачі.

Тож подоланню цієї  проблемної  ситуації  шляхом синтезу  еквівалентних  моделей  законів  роз-
поділу випадкових величин, придатних для обчислення ймовірностей попадання цих величин в за -
даний діапазон значень, для побудови яких не потрібна процедура «вирівнювання» гістограм відоми-
ми функціями розподілу з використанням χ 2 — розподілу Пірсона, і присвячена ця наша робота.

Розв’язання поставленої задачі

Почнемо розв’язання поставленої задачі з аналізу виразів (2), (3), (4).
Із першого з цих виразів витікає, що функція, яка апроксимує інтегральний закон розподілу F ( x )

випадкової  величини  X ,  є  функцією,  неперервно-зростаючою в  межах  від  0  до  1  для  будь-якої
множини її  значень — для констатації  цього відомого з теорії ймовірностей факту в подальшому
тексті ми будемо використовувати термін «Властивість 1».

Із другого з цих виразів витікає, що ця функція на лівій межі заданої множини значень випадкової
величини X  дорівнює нулю - для констатації цього відомого з теорії ймовірностей факту в-подальшо-
му тексті ми будемо використовувати термін «Властивість 2».

А із третього з цих виразів витікає, що площа під кривою функції,  яка апроксимує диференці-
альний  закон  розподілу  f ( x )випадкової  величини  X ,  дорівнює  одиниці.  А оскільки  гістограма є
статистичною оцінкою функції,  яка апроксимує диференціальний закон розподілу  f ( x )випадкової
величини  X ,  то площа фігури,  обмеженою зверху сходинковою лінією гістограми, а  знизу віссю
абсцис, теж дорівнює одиниці - для констатації цього відомого з математичної статистики факту в-
подальшому тексті ми будемо використовувати термін «Властивість 3».

Для подальших викладок, скориставшись відповідною Python-програмою 1, створеною на підставі
рекомендацій робіт  [3],[4],[5],  побудуємо гіпопотетичну гістограму  (рис. 1) типового характеру ви-
падкової величини X , не конкретизуючи множину значень цієї випадкової величини, але з дотриман-
ням для її гістограми «Властивості 3».



Аналізуючи приведену на рисунку 1 гістограму, бачимо, що навіть у цьому структурно і контурно
простому її варіанті важко передбачити, в який бік вона деформуватиметься при збільшенні кількості
використаних для її побудови значень випадкової величини – чи у бік «підтягування» до більш ви-
сокого порогу перших двох розрядів з лівого боку від максимуму, що демонструватиме її наближення
в граничному варіанті до нормального розподілу Гаусса, що описується осьовим зрізом «дзвінни-
цевої» поверхні, чи у бік «опущення» до ще менших значень порогів перших двох розрядів з лівого
боку від максимуму та «підвищення» до ще більших значень порогів останніх двох розрядів з право-
го боку від максимуму, що демонструватиме її наближення до β-розподілу. Тож, намагаючись «вирі-
вняти»  цю  гістограму  одним  із  цих  двох  розподілів,  ми  можемо  отримати  довірчу  ймовірність
апроксимації на рівні, меншому того, якому можна довіряти. І, якщо немає можливості додати до
множини значень випадкової величини, згідно з якою будувалась гістограма, додаткових її значень,
то з позицій класичної теорії ймовірностей та класичної математичної статистики задача переходить
в категорію таких, що не мають коректного розв’язку. 

Але в нашу комп’ютерну епоху, коли не виникає ускладнень у здійсненні  будь-яких цифрових
об’ємів  обчислень,  визначення  будь-яких  характеристик  випадкових  величин  можна  звести  до
комп’ютерних обчислень з використанням відповідних чисельно заданих їх законів розподілу. Тож
реалізація етапу «вирівнювання» гістограм класичними функціями, якими в класичній математичній
статистиці пропонується апроксимувати закони розподілу випадкових величин, стає не потрібною. І
замість процедури «вирівнювання» гістограм доцільно переходити до процедури чисельного їх на-
ближення до чисельно заданих функцій, які ми назвали еквівалентними моделями законів розподілу.
Далі ми покажемо, як здійснити це наближення.

Отже почнемо з першого еквівалентного наближення функції F ( x ), яке отримаємо кумулятивним
сумуванням площ усіх розрядів гістограми, приведеної на рисунку 1. Для цього використаємо від-
повідну Python-програму 2.

Рис. 1. Гіпопотетична гістограма випадкової величини X , номер кожного одиничної ширини розряду якої проставлено в його
середині

Рис. 2. Перше графічне еквівалентне  наближення функції розподілу F ( x ) випадкової величини X , отримане з гістограми рис.1
у вигляді сходинкової кривої з числом сходинок, що дорівнює числу розрядів гістограми



А  далі,  використавши  відповідну  Python-програму  3,  розіб’ємо  кожний  розряд  гістограми,
приведеної на рисунку 1, на два підрозряди і за допомогою кумулятивного сумуванням площ усіх
підрозрядів отримаємо друге еквівалентне наближення функції F ( x ), зображене на рис.3.

Для однозначної інтерпретації процедури еквівалентування, використавши відповідну Python-про-
граму 4, отримаємо третє еквівалентне наближення функції F ( x ), зображене на рис. 4.

Із рис. 4 та формули (3) легко бачити, що ймовірність попадання масштабованої випадкової вели -
чини X * в діапазон значень [2,6] дорівнює 0,3, тобто у відповідності з формулою (3) маємо

P (2< X * ≤ 6 )=F (6 )−F (2 )=0,4−0,1=0,3 (5)
Якщо ж нам в подальших математичних перетвореннях законів розподілу випадкової величини

необхідно мати аналітичну модель її диференціального закону розподілу f ( x ), то необхідно спочатку
здійснити інтерполяційну ідентифікацію сходинкової кривої функції розподілу  F ( x ), а потім до ре-
зультату  інтерполяції  застосувати  вираз  (1),  яким ми  визначимо математичну  модель  диференці-
ального закону розподілу f ( x ) теж в еквівалентному варіанті.

Оскільки  алгоритм  розв’язання  задачі  інтерполяції  з  використанням  усіх  варіантів  інтерполя-
ційних поліномів до сплайнів включно дуже детально розписаний і проілюстрований прикладами в
роботі [6], то ми у цій нашій роботі про етап інтерполяції сходинкової кривої функції розподілу F ( x )
більше нічого додавати не будемо, вважаючи, що його, скориставшись алгоритмом, викладеним в
роботі [6], виконати зможе самостійно кожен науковець, який читатиме цю нашу роботу.

А завершимо ми цю нашу роботу зауваженням, що запропонований нами метод синтезу та іденти-
фікації еквівалентних моделей законів розподілу випадкових величин окрім своєї простоти в реаліза-

Рис. 3. Друге графічне еквівалентне наближення функції  розподілу F ( x ) випадкової величини X , отримане з гістограми рис.1
у вигляді сходинкової кривої з числом сходинок, що  дорівнює подвоєному числу розрядів гістограми

Рис. 4. Третє графічне еквівалентне  наближення функції розподілу F ( x ), отримане з гістограми рис.1



ції сприяє використанню в подальшому саме тих характеристик цієї випадкової величини, які прояви-
лись в тому обмеженому масиві її значень, з використанням якого ми побудували гістограму, і не
нав’язує нам гіпопотетичного віднесення цієї випадкової величини шляхом «вирівнювання» гісто-
грам відомими теоретичними розподілами до класу тих, що визначені на нескінченних множинах.
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