
УДК 681.325 

Т.Б. Мартынюк, А.В. Кожемяко, В.В. Хомюк 

МОДЕЛИ СИСТОЛИЧЕСКИХ МАССИВОВ ДЛЯ ОБРАБОТКИ ВЕКТОРНЫХ 

ДАННЫХ ПО РАЗНОСТНЫМ СРЕЗАМ 

 

Ключевые слова: систолический процессор, регулярный итерационный алгоритм, разностный 

срез, граф зависимостей, граф потоков сигналов 

Keywords: systolic processor, regular iterative algorithm, difference slice, dependence graph, signal 

flow graph. 

Введение 

В области создания суперкомпьютеров приоритетными считаются разработки 

специализированных процессоров с оптимальным сочетанием свойств векторных, 

мультиконвейерных процессоров и процессоров с длинным командным словом [1]. В свою 

очередь, известно, что систолические процессоры (СП) представляют собой 

специализированные мультиконвейерные устройства, конфигурируемые в соответствии с 

алгоритмом для решения конкретной задачи. При этом практика показала, что для эффективной 

реализации широкого класса алгоритмов обработки сигналов и изображений [2-4] 

перспективными являются сетевые вычислительные структуры с локальными связями, то есть 

систолические и волновые матрицы. Это объясняется  тем, что основную часть вычислений 

этих алгоритмов можно свести к некоторому базовому множеству операций над матрицами, 

которые относятся к классу рекурсивных локально-зависимых алгоритмов, а для систолических 

и волновых массивов характерной особенностью являются локальные и регулярные 

перемещения данных [2-5]. Кроме того, систолические массивы представляют класс 

конвейерных матричных архитектур и имеют такие свойства как модульность, регулярность, 

локальность связности и временную локальность, конвейерность и синхронность 

мультиобработки данных [4, 6, 7]. 
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 Известно, что сложность отображения конкретного алгоритма на систолический массив 

включает не только  необходимость выполнения условия принадлежности этого алгоритма к 

регулярным итерационным алгоритмам (РИА) [7, 8], но и сложность проведения оптимизации 

на множестве возможных систолических архитектур [9, 10]. И только благодаря разработке 

формальных методов отображения РИА на систолические матрицы [2, 9-13] были получены 

систолические версии для большинства алгоритмов обработки сигналов и изображений, 

линейной алгебры, задач математической физики и т.д.  

Постановка задачи 

 В общем случае аппаратный синтез систолических матриц на базе графов содержит 

следующие этапы [14]: 

 1) запись алгоритмов в виде, пригодном для синтеза, то есть как набор функциональных 

шагов; 

 2) отображение набора функциональных шагов в пространственно-временные координаты; 

 3) проектирование систолических матриц из пространственно-временного графа. 

 Первый этап сводится к представлению алгоритма либо в виде графа зависимостей (ГЗ) 

[8], либо решетчатого функционального графа (РФГ) [10] с использованием пространственно-

временного индексирования и соответствующих дуг для отображения зависимостей в 

индексном пространстве [2].  

 На втором этапе ГЗ отображается на массив графа потока сигналов (ГПС) с привлечением 

операции назначения на процессоры и операции планирования [2] или РФГ отображается 

посредством пространственно-временного оператора на оптимизированную структурную 

схему систолического массива [9, 10].  

 Получение функции синхронизации, то есть многомерной развертки во времени порядка 

выполнения функциональных операторов РФГ алгоритма [11] можно отнести к третьему этапу, 

где для превращения ГПС в систолический массив используется процедура систолизации 

(ресинхронизации), которая базируется на соответствующих сечениях [2, 4].  
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 Наиболее известны и детально представлены в литературе два метода отображения на 

систолические структуры:  

а) метод канонического отображения, предложенный С. Куном [2]; 

б) формализованный метод проектирования параллельных вычислительных структур [13]. 

 Для первого из них характерна более простая и наглядная форма алгебраических 

преобразований, для второго метода разработаны прикладные программы проектирования СП 

[15]. В данной работе, учитывая простоту исходного алгоритма обработки векторных массивов, 

используется первый метод.  

 Одним из наиболее распространенных в алгоритмах обработки сигналов и изображений 

является оператор группового суммирования (ГС) вида [16] 

1

n

n i
i

X a


 ,              (1) 

где  – элементы исходного массива данных. ia

 Если ограничиться рассмотрением векторного массива, то операция (1) известна как 

свертка элементов векторного массива [17], которая, являясь интегральной операцией, трудно 

поддается распараллеливанию [18]. Среди известных параллельных алгоритмов, реализующих 

оператор ГС, наибольшее распространение получил алгоритм логарифмического суммирования 

или рекурсивного сдваивания [19], который выполняется на древовидной (параллельной) схеме 

сумматоров за время . Альтернативным параллельным алгоритмом является 

алгоритм, в котором используется обработка векторных массивов по разностным срезам 

(РС)[20].  Он может быть классифицирован также как алгоритм многооперандного 

суммирования.  

 2logO n

 Суть обработки по РС заключается в том, что в каждом j-м цикле обработки  1,j N  все 

элементы векторного массива  уменьшаются на конкретную величину , которую можно 

рассматривать как внутренний порог обработки, значение  которого  совпадает с минимальным 

1jA  jq
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ненулевым элементом текущего массива 1jA   [21]. Последовательность шагов в каждом j-ом 

цикле алгоритма можно представить следующим образом.  

 Шаг 1. Определяется общая значащая часть всех элементов массива 1jA   в j-м цикле, то 

есть j-й внутренний порог  обработки вида jq

 1 , 1 1
min min , 1,

n

j j i j i
q A a j N


                                                      (2) 

где начальный векторный массив чисел. 0A 

  Проверяется условие                         q 0j     (3) 

 Если оно выполняется, то процесс суммирования заканчивается, если нет – то 

выполняется переход к шагу 2. 

 Шаг 2. Формируется разностный срез (РС) jA  вида  

, 1 , 1{ } { }n

1

n

j i j i j j iA a a qi     .                                                         (4) 

 В дальнейшем полученный РС  является входным массивом слагаемых для следующего jA

( 1j  )-го цикла. Формируется бинарная маска jf , элементы которой определяются таким 

образом: 

                                        
,

,
,

1,  å 0,

0,  å 0.
i j

i j
i j

a
f

a


 

ñëè 

ñëè 
   (5) 

 Шаг 3. Формируется частичная сумма  вида jS

                                                  ,
1

.
n

j j j i j
i

S q f


jp q     (6) 

где jp  – количество положительных ненулевых элементов массива . 1jA 

 На этом же шаге накапливаются частичные суммы S1 ..., , сформированные на jS

предыдущих ( 1j  )-х и в текущем j-м циклах, то есть 

                               
1 1

,      1, .
k k

k j j j
j j

S S q p k
 

    N   (7) 
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 Повторяются шаги 1–3, пока на шаге 1 j-го цикла не будет выполняться условие (3). Таким 

образом, окончательный результат  формируется в процессе накопления частичных сумм NS

всех  циклов. К особенности рассмотренного алгоритма следует отнести нефиксированное N

время его выполнения [20, 21], поскольку максимальное количество циклов  определяется N

размерностью входного массива, т.е. имеет зависимость вида 0(n), а в каждом конкретном 

случае определяется с учётом распределения чисел в массиве [22] вида: 

                                        
1

( 1
R

r
r

N n m


),     (8) 

где R – число групп с количеством  повторяемых чисел в начальном массиве данных, R и  rm

rm  – случайные величины.  

 На рис. 1 представлен граф алгоритма с выделением трех шагов в каждом цикле, что 

позволяет показать возможность совмещения третьего шага j-го цикла и первого шага ( 1j  )-го 

цикла (показано максимальное количество циклов N n ). Это существенно, поскольку 

бинарные операции выборки минимального элемента (min) и суммирования для векторных 

массивов выполняются последовательно и процесс их выполнения можно, в свою очередь, 

рассматривать как соответствующие алгоритмы. В результате алгоритм суммирования по РС 

(рис.1) целесообразно рассматривать как составной, в котором можно выделить три базовых 

алгоритма: 

 а) алгоритм выборки минимальной величины  (2); jq

 б) алгоритм формирования РС jA   (4); 

 в) алгоритм формирования и накопления частичных сумм  (6), (7). jS

 Выбор данных алгоритмов в качестве базовых определяется тем, что для них или 

разработаны [2], или достаточно просто реализуется методика отображения на систолические 

структуры [20], поскольку они относятся к классу РИА. 
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 Таким образом, целью данной работы является анализ и выбор оптимальной модели 

систолического массива для обработки векторных данных по РС. 

Синтез систолических массивов 

 На первом этапе методики отображения выполняется идентификация рекурсивного 

алгоритма, который преобразуется в ГЗ за счет использования пространственно-временного 

индексного пространства. В рекурсивном уравнении с пространственно-временными индексами 

один индекс (і) используется для отображения пространства, другой (j) - для отображения 

временных зависимостей [2]. Ниже показан процесс преобразования в ГЗ для трех базовых 

алгоритмов обработки данных по РС.  

1. Алгоритм выбокиа минимальной величины jq  в массиве 1jA   чисел. Этот алгоритм 

является частным случаем алгоритма сортировки (выборки) и может быть определен таким 

способом: для данной последовательности {а(i)} получить новую последовательность {α(i)}, 

последний элемент ( i ) которой является минимальным элементом {а(i)}. При этом α(0) = ∞. 

Рекурсивные уравнения и принятые обозначения величин для данного базового алгоритма 

приведены в табл. 1. Рекурсивное  уравнение для величины   представлено в общем виде, 

поскольку функция 

n

j
ia

  будет определена позже.  

На рис. 2а представлен ГЗ базового алгоритма выборки величины jq , на рис. 2б показан 

узел ГЗ с назначенными операциями. Входная последовательность а(і) поступает на вход 

верхней строки ГЗ как , данные ,0ia 0, j  устанавливают в узлах первого столбца ГЗ значения ∞. 

Последний n-й элемент последовательности α(і) появляется на выходе правого столбца ГЗ в 

виде .   ,n j q j 

Анализ ГЗ на рис. 2а позволяет определить  как передаваемые данные, а ГЗ - как 

инвариантный относительно сдвига, поскольку структура зависимостей  от узла к узлу не 

изменяется. Свойство ассоциативности процедуры выборки минимальной величины позволяет 

j
i
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использовать реверсивные дуги в ГЗ, соответствующие ассоциативным операциям, которые на 

рис. 2б показаны утолщенной линией.  

 2. Алгоритм формирования разностных срезов . Рекурсивные уравнения и принятые 

обозначения переменных для этого базового алгоритма приведены в табл.1, на рис. 3а показан 

соответствующий ГЗ с локальными зависимостями данных, а на рис. 3б - детализация узла ГЗ. 

На рис. 3а используется обозначение для величин  

jA

  ( , ),      1,j
ia r i j j  n

.jq

 

где r(і, j) – і-й элемент РС  в j-й рекурсии.  jA

 Анализ рис. 2 и 3 позволяет сделать вывод, что существует возможность совместного 

выполнения двух рассмотренных выше базовых алгоритмов, поскольку функция ψ для 

алгоритма выборки может быть представлена в виде операции вычитания в  соответствии с 

выражением (4):  

   1 1( , )j j j
i i j ia a q a   

 Кроме того, необходимо отметить, что данные  q j  могут быть переданы в обоих 

направлениях, что показано реверсивной дугой на рис. 3б. В каждом узле на рис. 3б 

необходимо также сформировать соответствующий элемент  ,f i j бинарной маски jf  вида (5). 

 3. Алгоритм формирования суммы  массива чисел. Рекурсивные уравнения и принятые 

обозначения величин для данного базового алгоритма приведены в табл. 1 (1-й вариант), 

соответствующий ГЗ показан на рис. 4а, а детализация узлов ГЗ - на рис. 4б. 

NS

 Анализ приведенного ГЗ (рис. 4а) показывает, во-первых, что данный ГЗ совместим с 

рассмотренными ранее ГЗ для базовых алгоритмов выборки jq  и формирования РС, а во-

вторых, что при выполнении данного алгоритма необходимо наличие соответствующих 
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элементов ,i jf  в каждом узле ГЗ (рис. 4б), что также может обеспечить базовый алгоритм 

формирования  РС (рис. 3б).  

 В отношении ГЗ на рис. 4а необходимо отметить, что он является спиральным ГЗ, 

поскольку для передачи результата из узла (n, j) в узел (1, j+1) необходима спиральная (не 

локальная) связь (1-й вариант). Локализация связи для промежуточной переменной  может 

быть выполнена двумя способами. Для одного способа характерны рекурсивные уравнения, 

представленные в табл. 1 как 2-й вариант, а соответствующий локализованный ГЗ показан на 

рис. 4в.  

j
nS

 Другой способ реализован с использованием свойства ассоциативности у операции 

суммирования, что позволяет записать рекурсивный алгоритм в виде 3-го варианта, 

представленного в табл. 1. Его особенностью является сохранение справедливости рекурсивных 

уравнений 1-го варианта табл.1 для переменных с временными нечётными индексами (2j – 1). 

Соответствующий локализованный ГЗ представлен на рис. 4г, причем два возможных 

направления потока данных  и  S j  q j  показаны на рис. 4б утолщенной линией с двумя 

стрелками. 

 Процесс отображения ГЗ в ГПС можно осуществить за два шага [2]. На первом шаге 

выполняется назначение на процессорные элементы (ПЭ) с использованием линейной 

проекции, когда ГЗ отображается на решетку меньшей размерности, которая представляет 

собой процессорное пространство. При линейном отображении все узлы ГЗ, расположенные на 

одной прямой линии, отображаются в один ПЭ. Математически линейная проекция 

представляется вектором [2]. d


 На втором шаге выполняется планирование роботы ПЭ с использованием линейного 

планирования, когда многомерное индексное пространство ГЗ отображается на одномерное 

пространство планов (расписаний). Например, линейный план отображает множество 

параллельных одновременных гиперплоскостей в множество линейно возрастающих 
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временных индексов. Математически план представляется вектор-столбцом плана S


, который 

определяет направление, перпендикулярное к гиперплоскостям в ГЗ [2].  

 Из ГЗ для базового алгоритма выборки минимальной величины в массиве числовых 

величин (рис.2а) путем проекции в определённом направлении можно получить 

соответствующий  ГПС.  

 1. Проекция в направлении [10], когда  
T T

[10]d S 
 

.  

 Итоговый ГПС (рис.2в) представляет собой вертикальный линейный массив. Входные 

данные 1j
ia 

 

 (j-1)-го массива  последовательно поступают в j-й узел, где формируются 

исходные данные qj, которые выводятся параллельно по шине вывода. В каждом узле есть вход 

для  . 

1jA 

0
j

 2. Проекция в направлении [01] или в направлении оси j, когда  ,  
T T

[01]d S 
 

 Итоговый ГПС в этом случае представляет собой горизонтальный  линейный массив 

(рис.2 г), в котором входные данные 1j
ia   (j-1)-го массива 1jA   параллельно поступают во все n 

узлы, переменные проходят последовательно слева направо, результат  выводится 

последовательно. 

jq

 3. Проекция в направлении [11], когда 
T T

[11]d S 
 

,  

 Итоговый ГПС также представляет собой линейный массив  (рис.2д), в котором 

переменные проходят последовательно слева направо, результат qj выводится последовательно, 

а входные данные 1j
ia   (j-1)-го массива 1jA    вводятся параллельно в і-е узлы, но 

последовательно в і-й такт j-го цикла  работы. 

 Аналогично из ГЗ для алгоритма формирования РС (рис. 3а) путем проекций в трех 

направлениях можно  получить три вида ГПС. 

 1. Проекция в направлении [10]. Итоговый ГПС (рис. 3в) представляет собой 
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вертикальный линейный массив, в котором входные данные  массива  последовательно 

поступают в первый узел, а исходные данные  формируются в n-м узле и выводятся 

последовательно. 

0
ia 0A

n
ir

 2. Проекция в направлении [01]. Итоговый ГПС (рис. 3г) представляет собой 

горизонтальный линейный массив, в котором входные данные  массива  параллельно 

поступают во все n узлы, переменные  проходят  последовательно слева направо через все 

узлы, а результа

0
ia 0A

jq

т j
ir  формируется в соответствующем і-м узле и может выводиться 

параллельно в  j-м цикле. 

 3. Проекция в направлении [11]. Итоговый ГПС (рис. 3д) представляет собой линейный  

массив, в котором переменные  и jq j
ir  передвигаются в противоположных направлениях, а 

входные данные  массива  поступают в соответствующий і-й узел, но последовательно в і-

м такте нулевого цикла. 

0
ia 0A

 Рассмотрим реальность выполнения полученных ГПС для данного базового алгоритма. 

Поскольку выполнение базового алгоритма выборки минимальной  величины в массиве 

числовых величин (рис. 2а) диктует последовательное  формирование величины jq , то не имеет 

смысла использовать ГПС, в котором предусмотрен параллельный вывод величин  (рис.3в). 

Кроме того, поскольку при параллельном вводе входных данных  желательно получить в 

параллельной форме результат 

jq

j
ia

j
ir , который является входной величиной j

ia  в следующем (j+1)-

м цикле работы, то нет необходимости использовать ГПС с последовательным выводом 

результата (рис.3д). Таким образом, для последующего рассмотрения остается проекция в ГПС 

(рис. 3г) в направлении [01]. 

 Учитывая наличие трех вариантов ГЗ для алгоритма накопления суммы Sj массива 

числовых величин (рис.4 а, в, г), рассмотрим проекцию в ГПС в выбранном направлении [01] 

для всех  трех вариантов. 
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 1. Итоговый ГПС для ГЗ (рис. 4а) представляет собой горизонтальный линейный массив 

(рис. 4д), в котором переменные ,  проходят  последовательно слева направо, переменные jq jS

j
if  поступают параллельно во все n узлы, результат  формируется в n-м цикле в n-м узле.  

Кроме того, в ГПС существует петля между n-м и первым узлом для передачи  величины 

nS

j
nS , 

соответствующая глобальной связи в соответствующем  ГЗ (рис.4а). 

 2. Итоговый ГПС для ГЗ (рис.4в) представляет собой горизонтальный  линейный массив 

(рис.4е), в котором переменные jq  и jS  двигаются слева направо, переменные j
if  поступают 

параллельно во все n узлы,  результат  формируется в n-м цикле в n-м узле и присутствует 

петля (

nS

j
nS ) у n-го узла, соответствующая локальной связи в ГЗ (рис.4в). 

 3. Итоговый ГПС для ГЗ (рис.4г) представляет собой горизонтальный  линейный массив 

(рис.4ж), в котором в нечётные (2j-1)-е циклы переменные   проходят слева 

направо, а в чётные (2j)-е циклы переменные  двигаются наоборот. Соответственно, 

результат  

  2 1 2 1,j jq S 

j   2 2,jq S

 2 1k
nS   формируется в n-м узле при n – нечетном, а результат   2k

nS  – в первом узле 

при n – четном (k=1,2,…). Переменные  j
if  поступают параллельно во все n узлы массива. В 

ГПС есть две  петли  2 j
nS  и  2 1j

nS   у первого и n-го узлов, они соответствуют локальным связям 

в ГЗ (рис. 4 г). 

 Для объединенного алгоритма многооперандного суммирования по РС целесообразно 

выбрать ГЗ (рис.4в) и соответствующий ГПС (рис. 4е) для базового алгоритма формирования и 

накопления частичных сумм. Такой выбор объясняется тем, что этот вариант занимает 

промежуточное положение между 1-м и 3-м вариантом, поскольку имеет только одну 

глобальную связь для переменной  в отличие от 1-ого варианта. Вместе с тем, именно для 

этой переменной возникают сложности при аппаратной реализации реверсивных дуг, что 

характерно для 3-го варианта.  

jq
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 На рис. 5а показан ГЗ для объединенного алгоритма, на рис. 5б – детализация узла ГЗ, а на 

рис 5в – соответствующий ГПС. Ит вы ГП представляет собой горизонтальный линейный 

массив, в котором переменные j

ого й С 

 , jq , jS  проходят последовател но слева направо, 

переменные 0
ia  поступают параллельно во все n узлы массива, результат nS  формируется -м 

узле в (n+1) -м цикле, в j-м цикле параллельно во в х n узлах формируетс результат j
ir . В 

каждом і-м узле массива формируются переменные j
i

ь

в n

се я 

f  и существует петля ( j
ia ). Кроме того, в 

ГПС присут ет вторая петля ( в м е, соответствующая  связям ГЗ  

.

м т

 на рис.6а, соответствующей 

унк

 информационных входов

 

нформационных вы

) [24].  Управляющие  на рис. 6 не 

ерандов ( , ) и его знака 

о среза и элемента 

ству j
nS )  n-  узл локальным  в 

(рис  5а).  

 Результато  проектирования СП с уче ом ГПС (рис.5в) на третьем этапе синтеза является 

систолический процессор, структурно представленный

ф циональной организацией ПЭ (рис. 6б). 

 Основными узлами ПЭ являются: комбинационные сумматоры SM и SM*(в режиме 

вычитания), три регистра RGR, RGN, RGM, миниматор MIN, мультиплексор МХ, D-триггер и 

блок логических элементов И (&) [23]. Старший ПЭ отличается от остальных тем, что сумматор 

SM у него накапливающий. Каждый ПЭ имеет пять : вход операнда аі,0  

и четыре входа для связи с предыдущим ПЭ ( 1, 1, 1, 1 1, , ,i j i j i j i jS q q Sign q     ), а также четыре 

и хода (кроме старшего ПЭ)   для связи с последующим ПЭ 

( , , ,, ,i j i j iS q q

,

входы и входы синхронизации1 ,,j i jSign q

показаны.  

 В рабочем режиме ПЭ выполняет следующие операции:  

 выделение текущего минимального значения ,i jq  двух оп , 1,i j i ja a 

Sign ,i jq  (задействованы миниматор MIN и регистр RGN); 

 формирование элемента ,i ja  текущего разностног ,i jf  (задействованы 



сумматор SM*, D-триггер, регистры RGR, RGM); 

 формирование текущей суммы ,i jS  (задействованы сумматор SM, регистр RGМ и блок &). 
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 Конвейерная организация вычислительного процесса в СП позволяет обеспечить его 

ритмичную работу ез простоя аппаратных узлов, о чем с идет льствует анализ временных 

диаграмм работы ПЭ [25]. Регулярность структуры СП обеспечивает эффективное 

«погружение» реализуемого алгоритма многооперандного суммирования массива чисел по РС в 

среду ПЛИС. Результаты «размещения» предложенной структуры СП на одной микросхеме 

ПЛИC EP1K100FC256-3 в виде м

б в е

ноговходового сумматора показали его функционирование в 

 такого сумматора можно отметить:  

ных роботов [28]; 

 распознавание биоэлектрических сигн

ализовать процесс 

еством входов от 20 

го времени, где необходимое время отклика 

должно составлять миллисекунды и меньше. 

миллисекундном диапазоне [26].  

 Среди областей эффективного использования

 моделирование пороговых нейронов [21, 30] 

 корреляционную обработку сигналов и изображений [27]; 

 адаптивные системы управления для промышлен

алов [29]. 

Выводы 

1. Для отображения базовых регулярных итерационных алгоритмов для многооперандного 

суммирования известный метод С. Куна адаптирован с учетом особенности обработки 

векторных массивов по разностным срезам, что позволило форм

проектирования оптимальной структуры систолического процессора. 

2. Анализ результатов моделирования предложенной структуры систолического 

процессора на ПЛИС показал, что существует возможность его реализации в виде 

микросхемы многовходового сумматора с ориентировочным колич

до 60 в зависимости от характеристик конкретных семейств ПЛИС. 

3.    Аппаратная реализация арифметическо-логических операций ПЭ систолического 

процессора на ПЛИС значительно сокращает время обработки, что обеспечивает 

эффективное использование предложенного многовходового сумматора для обработки 

сигналов и изображений в системах реально
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