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ɉȿɊȿȾɆɈȼȺ 

Ʉɟɪɭɜɚɬɢ ɬɚ ɤɨɪɟɝɭɜɚɬɢ ɛɭɞɶ-ɹɤɢɦ ɩɪɨɰɟɫɨɦ ɦɨɠɥɢɜɨ ɥɢɲɟ ɧɚ 

ɩɿɞɫɬɚɜɿ ɞɚɧɢɯ ɤɨɧɬɪɨɥɸ. ɇɟ ɫɬɚɧɨɜɢɬɶ ɜɢɧɹɬɤɭ ɿ ɩɪɨɰɟɫ ɧɚɜɱɚɥɶɧɨʀ 

ɞɿɹɥɶɧɨɫɬɿ. ȿɮɟɤɬɢɜɧɿɫɬɶ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɫɬɚɧɞɚɪɬɿɜ ɦɨɠɥɢɜɚ ɬɿɥɶɤɢ ɜ ɭɦɨɜɚɯ 

ɨɛ’єɤɬɢɜɧɨɝɨ ɤɨɧɬɪɨɥɸ ɡɧɚɧɶ ɿ ɜɦɿɧɶ ɫɬɭɞɟɧɬɿɜ.  

Зɦɿɫɬ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ, ɳɨ ɦɿɫɬɢɬɶɫɹ ɭ ɧɚɜɱɚɥɶɧɨɦɭ ɩɨɫɿɛɧɢɤɭ «ȼɢɳɚ 

ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ. Ɏɭɧɤɰɿʀ ɛɚɝɚɬɶɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. Ɍɟɫɬɨɜɿ 

ɡɚɜɞɚɧɧɹ» ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɨɮɿɰɿɣɧɨ ɡɚɬɜɟɪɞɠɟɧɿɣ ɪɨɛɨɱɿɣ ɧɚɜɱɚɥɶɧɿɣ ɩɪɨɝɪɚɦɿ ɡ 

ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɢ ɬɚ ɫɬɜɨɪɸє ɫɭɬɬєɜɢɣ ɮɭɧɞɚɦɟɧɬ ɭ ɩɿɞɝɨɬɨɜɰɿ ɫɬɭɞɟɧɬɿɜ 

ɿɧɠɟɧɟɪɧɢɯ ɫɩɟɰɿɚɥɶɧɨɫɬɟɣ ɞɨ ʀɯ ɦɚɣɛɭɬɧɶɨʀ ɩɪɨɮɟɫɿɣɧɨʀ ɞɿɹɥɶɧɨɫɬɿ. 

ɉɪɨɩɨɧɨɜɚɧɢɣ ɧɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɩɨɫɿɛɧɢɤ ɪɨɡɪɚɯɨɜɚɧɢɣ ɞɥɹ ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɹ 

ɩɪɨɦɿɠɧɨɝɨ ɤɨɧɬɪɨɥɸ ɿ ɦɚє ɧɚ ɦɟɬɿ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɧɚ ɩɟɜɧɨɦɭ ɫɬɭɩɟɧɿ 

ɧɚɜɱɚɧɧɹ 1) ɪɿɜɟɧɶ ɧɚɜɱɚɥɶɧɢɯ ɞɨɫɹɝɧɟɧɶ ɫɬɭɞɟɧɬɿɜ ɡ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɢɯ ɩɢɬɚɧɶ; 

2) ɬɟɯɧɿɤɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɛɚɝɚɬɶɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ; 3) ɫɮɨɪɦɨɜɚɧɿɫɬɶ 

ɭɦɿɧɶ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɡɚɝɚɥɶɧɢɯ ɬɚ ɱɚɫɬɢɧɧɢɯ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ 

ɪɿɜɧɹɧɶ. Ⱥɜɬɨɪɢ ɞɨɬɪɢɦɭɜɚɥɢɫɶ ɩɪɢɧɰɢɩɭ ɡɧɚɱɢɦɨɫɬɿ. Ɉɬɠɟ, ɜɤɥɸɱɢɥɢ ɜ 

ɬɟɫɬɨɜɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɥɢɲɟ ɩɟɪɟɜɿɪɤɭ ɬɢɯ ɟɥɟɦɟɧɬɿɜ ɡɧɚɧɶ, ɹɤɿ ɜɨɧɢ ɜɿɞɧɟɫɥɢ ɞɨ 

ɧɚɣɛɿɥɶɲ ɜɚɠɥɢɜɢɯ, ɤɥɸɱɨɜɢɯ ɫɚɦɟ ɞɥɹ ɫɬɭɞɟɧɬɿɜ ɬɟɯɧɿɱɧɢɯ 

ɫɩɟɰɿɚɥɶɧɨɫɬɟɣ. ɐɟ є ɨɫɨɛɥɢɜɿɫɬɸ ɩɨɫɿɛɧɢɤɚ, ɨɫɤɿɥɶɤɢ ɬɚɤɿ ɭɦɿɧɧɹ 

ɜɿɞɿɝɪɚɸɬɶ ɪɨɥɶ ɫɬɪɭɤɬɭɪɧɢɯ ɟɥɟɦɟɧɬɿɜ ɜ ɿɧɞɢɜɿɞɭɚɥɶɧɨɦɭ ɡɧɚɧɧɿ. 

ɇɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɩɨɫɿɛɧɢɤ «ȼɢɳɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ. Ɏɭɧɤɰɿʀ ɛɚɝɚɬɶɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ. 

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. Ɍɟɫɬɨɜɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ» ɫɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɡ ɞɜɨɯ ɪɨɡɞɿɥɿɜ, 

ɦɿɫɬɢɬɶ ɧɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɦɚɬɟɪɿɚɥ, ɹɤɢɣ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɩɪɨɝɪɚɦɿ ɤɭɪɫɭ ɜɢɳɨʀ 

ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ, ɳɨ ɜɢɜɱɚєɬɶɫɹ ɭ ɬɟɯɧɿɱɧɢɯ ȼɇЗ. ɋɬɪɭɤɬɭɪɚ ɩɨɫɿɛɧɢɤɚ 

ɩɨɞɚєɬɶɫɹ ɭ ɬɚɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ: ɩɿɫɥɹ ɨɫɧɨɜɧɨɝɨ ɬɟɨɪɟɬɢɱɧɨɝɨ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ ɡ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ɛɚɝɚɬɶɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ ɬɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɩɪɨɩɨɧɭɸɬɶɫɹ 

ɬɟɫɬɨɜɿ ɩɢɬɚɧɧɹ. Ɉɫɧɨɜɧɢɦ ɦɚɬɟɪɿɚɥɨɦ є ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ, 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɬɚ ɜɢɳɢɯ ɩɨɪɹɞɤɿɜ, ɥɿɧɿɣɧɿ ɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɬɚ 

ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɳɢɯ ɩɨɪɹɞɤɿɜ. 
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ɊɈɁȾȱɅ 1 

 

ɎɍɇɄɐȱȲ ȻȺȽȺɌЬɈɏ ɁɆȱɇɇɂɏ 

1. Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ ɬɚ ɫɢɦɜɨɥɿɤɚ. Зɦɿɧɧɚ ɜɟɥɢɱɢɧɚ ݖ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ 

ɮɭɧɤɰɿєɸ ɜɿɞ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ ݔ ɬɚ ݕ, ɹɤɳɨ ɤɨɠɧɿɣ ɩɚɪɿ ɡɧɚɱɟɧɶ ሺݔ;  ሻ ɿɡݕ

ɡɚɞɚɧɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ ܦ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɜɢɡɧɚɱɟɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ݖ. ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɡɚɩɢɫ ɦɚє 

ɜɢɝɥɹɞ 

ݖ  = ݂ሺݔ; ݖ ሻ ɚɛɨݕ = ;ݔሺݖ  .ሻݕ

 

Зɦɿɧɧɭ ݖ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɡɚɥɟɠɧɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸ (ɮɭɧɤɰɿєɸ), ɚ ɡɦɿɧɧɿ ݕ ,ݔ 

ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ (ɚɪɝɭɦɟɧɬɚɦɢ). Ɉɛɥɚɫɬɶ ܦ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɨɛɥɚɫɬɸ 

ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɇɧɨɠɢɧɭ ɡɧɚɱɟɧɶ ݖ ɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ ɹɤ ܧ.  

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɤɨɠɧɿɣ ɭɩɨɪɹɞɤɨɜɚɧɿɣ ɩɚɪɿ ɱɢɫɟɥ ሺݔ;  ሻ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɜݕ

ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɿɣ ɫɢɫɬɟɦɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ܱݕݔ єɞɢɧɚ ɬɨɱɤɚ �ሺݔ;  ሻ ɩɥɨɳɢɧɢ, ɳɨ ɬɟݕ

ɫɚɦɟ, ɬɨɱɤɚ ɞɜɨɜɢɦɿɪɧɨɝɨ ɩɪɨɫɬɨɪɭ �ଶ, ɿ, ɧɚɜɩɚɤɢ, ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ �ሺݔ;  ሻݕ

ɩɥɨɳɢɧɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє єɞɢɧɚ ɭɩɨɪɹɞɤɨɜɚɧɚ ɩɚɪɚ ɱɢɫɟɥ ሺݔ; ݖ ሻ, ɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹݕ = ݂ሺݔ; ;ݔሻ, ɞɟ ሺݕ ሻݕ ∈ ݖ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɹɤ ɮɭɧɤɰɿɸ ɬɨɱɤɢ � ɿ ɡɚɦɿɫɬɶ ,ܦ = ݂ሺݔ; ݖ ሻ ɩɢɫɚɬɢݕ = ݂ሺ�ሻ. Ɉɛɥɚɫɬɸ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ܦ ⊂ �ଶ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɰɶɨɦɭ 

ɜɢɩɚɞɤɭ є ɞɟɹɤɚ ɦɧɨɠɢɧɚ ɬɨɱɨɤ ɩɥɨɳɢɧɢ ܱݕݔ. Зɨɤɪɟɦɚ, ɨɛɥɚɫɬɸ 

ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɜɫɹ ɩɥɨɳɢɧɚ ɚɛɨ ɱɚɫɬɢɧɚ ɩɥɨɳɢɧɢ, 

ɨɛɦɟɠɟɧɚ ɩɟɜɧɢɦɢ ɥɿɧɿɹɦɢ. 

Ʌɿɧɿɸ, ɳɨ ɨɛɦɟɠɭє ɨɛɥɚɫɬɶ ܦ, ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɦɟɠɟɸ ɨɛɥɚɫɬɿ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ. 

Ɍɨɱɤɢ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɹɤɿ ɧɟ ɥɟɠɚɬɶ ɧɚ ʀʀ ɦɟɠɿ, ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɦɢ. Ɉɛɥɚсɬь, 

ɹɤɚ ɦɿɫɬɢɬɶ ɨɞɧɿ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿ ɬɨɱɤɢ, ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɜɿɞɤɪɢɬɨɸ. əɤɳɨ ɠ ɞɨ 

ɨɛɥɚɫɬɿ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɚɥɟɠɚɬɶ ɿ ɜɫɿ ɬɨɱɤɢ ɦɟɠɿ, ɬɨ ɬɚɤɚ ɨɛɥɚсɬь ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ 

ɡɚɦɤɧɟɧɨɸ [4, ɋ. 284-285]. 
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Ʌɿɧɿєɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔ; ;ݔሻ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɥɿɧɿɸ ݂ሺݕ ሻݕ =  ɧɚ ܥ

ɩɥɨɳɢɧɿ ܱݕݔ, ɜ ɬɨɱɤɚɯ ɹɤɨʀ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɛɟɪɿɝɚє ɩɨɫɬɿɣɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ݖ =  .ܥ

ɉɨɜɟɪɯɧɟɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ݑ = ݂ሺݔ; ;ݕ ;ݔሻ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɨɜɟɪɯɧɹ ݂ሺݖ ;ݕ ሻݖ = ݑ ɭ ɬɨɱɤɚɯ ɹɤɨʀ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɛɟɪɿɝɚє ɩɨɫɬɿɣɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ,ܥ =  .ܥ

 

2. ɑɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɬɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɢ ɜɢɳɢɯ ɩɨɪɹɞɤɿɜ. Чɚсɬɢɧɧɨɸ 

ɩɨɯɿɞɧɨɸ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔ;  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ݔ ሻ ɡɚ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨɸ ɡɦɿɧɧɨɸݕ

ɩɨɯɿɞɧɚ 

 �௭�௫ = lim△௫→଴ �ሺ௫+∆௫; ௬ሻ− �ሺ௫;௬ሻ∆௫ =  ௫݂′ሺݔ;  ,ሻݕ

 

ɹɤɚ ɨɛɱɢɫɥɸєɬɶɫɹ ɩɪɢ ɩɨɫɬɿɣɧɨɦɭ ݕ.  

ɉɨɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ   ݖ௫′ ,   ௫݂′,    �௭�௫,    
���௫. 

Чɚсɬɢɧɧɨɸ ɩɨɯɿɞɧɨɸ ɡɚ ݕ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɨɯɿɞɧɚ 

 �௭�௬ = lim△௬→଴ �ሺ௫; ௬+∆௬ሻ− �ሺ௫;௬ሻ∆௬ =  ௬݂′ሺݔ;  ,ሻݕ

 

ɹɤɚ ɨɛɱɢɫɥɸєɬɶɫɹ ɩɪɢ ɩɨɫɬɿɣɧɨɦɭ ݔ.  

ɉɨɡɧɚɱɚɸɬɶ    ݖ௬′ ,   ௬݂′,   �௭�௬,   
���௬. 

Ⱦɥɹ ɱɚɫɬɢɧɧɢɯ ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɡɜɢɱɚɣɧɿ ɩɪɚɜɢɥɚ ɬɚ ɮɨɪɦɭɥɢ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ Д3].  

əɤɳɨ ɿɫɧɭє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ݔ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ ���௫ , ɬɨ ʀʀ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 

ɱɚсɬɢɧɧɨɸ ɩɨɯɿɞɧɨɸ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ ݂ሺݔ;  ɿ ݔ ሻ ɡɚ ɡɦɿɧɧɨɸݕ

ɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ  �మ��௫మ   ɚɛɨ  ௫݂௫′′ . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ �మ��௫మ = ��௫ ቀ���௫ቁ   ɚɛɨ   ௫݂௫′′ = ሺ ௫݂′ሻ௫′ . 
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əɤɳɨ ɿɫɧɭє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ ���௫ ɡɚ ɡɦɿɧɧɨɸ ݕ, ɬɨ ɰɸ 

ɩɨɯɿɞɧɭ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɦɿɲɚɧɨɸ ɱɚсɬɢɧɧɨɸ ɩɨɯɿɞɧɨɸ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜɿɞ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ݂ሺݔ; ′′ሻ ɿ ɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ  �మ��௫�௬   ɚɛɨ   ௫݂௬ݕ . 

Ɉɬɠɟ, ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ 

 �మ��௫�௬ = ��௬ ቀ���௫ቁ   ɚɛɨ   ௫݂௬′′ = ሺ ௫݂′ሻ௬′ . 

 

Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ ݂ሺݔ;  ሻ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɱɨɬɢɪɢ ɩɨɯɿɞɧɿݕ

ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ: 

 �మ��௫మ,    �మ��௫�௬,    
�మ��௬�௫,   

�మ��௬మ. 

 

əɤɳɨ ɿɫɧɭɸɬɶ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɜɿɞ ɱɚɫɬɢɧɧɢɯ ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɞɪɭɝɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ, ɬɨ ʀɯ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɱɚсɬɢɧɧɢɦɢ ɩɨɯɿɞɧɢɦɢ ɬɪɟɬьɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ݂ሺݔ;  .ሻ, ʀɯ ɜɿɫɿɦݕ

 

3. ɉɨɜɧɢɣ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥ. ɉɨɜɧɢɦ ɩɪɢɪɨɫɬɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔ;  ሻ ɭݕ

ɬɨɱɰɿ �ሺݔ;   ሻ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɪɿɡɧɢɰɹݕ

 △ ݖ = ݂ሺݔ +△ ,ݔ ݕ +△ ሻݕ −  ݂ሺݔ;  ,ሻݕ

 

ɞɟ △ △ ɬɚ ݔ  .ɞɨɜɿɥɶɧɢɣ ɩɪɢɪɿɫɬ ɚɪɝɭɦɟɧɬɿɜ – ݕ

Ɏɭɧɤɰɿɹ ݖ = ݂ሺݔ; ;ݔሻ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɨɸ ɭ ɬɨɱɰɿ ሺݕ  ,ሻݕ

ɹɤɳɨ ɭ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɩɨɜɧɢɣ ɩɪɢɪɿɫɬ ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

 △ ݖ = ܣ △ ݔ + ܤ △ ݕ + △ሺߙ  △,ݔ ሻݕ △ ݔ + △ሺߚ  △,ݔ ሻݕ △ △ሺߙ ,ݕ △,ݔ ሻݕ ⟶ Ͳ   ɿ   ߚሺ△ △,ݔ ሻݕ → Ͳ   ɩɪɢ   △ ݔ → Ͳ,    △ ݕ → Ͳ. 
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ɉɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔ;  ሻ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɝɨɥɨɜɧɚݕ

ɱɚɫɬɢɧɚ ɩɨɜɧɨɝɨ ɩɪɢɪɨɫɬɭ △ △ ɥɿɧɿɣɧɚ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɚɪɝɭɦɟɧɬɿɜ , ݖ   ݔ

ɬɚ  △ ݖ݀ ɬɨɛɬɨ ,ݕ = ܣ △ ݔ + ܤ △  .ݕ

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚɦɢ ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɯ ɡɦɿɧɧɢɯ ݔ ɬɚ ݕ ɧɚɡɜɟɦɨ ɩɪɢɪɨɫɬɢ ɰɢɯ 

ɡɦɿɧɧɢɯ ݀ݔ = △ ݕ݀  ,ݔ = △  Ɍɨɞɿ ɡɚɩɢɲɟɦɨ .ݕ

ݖ݀  = �௭�௫ ݔ݀  + �௭�௬  .ݕ݀ 

 

Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɦɚє ɦɿɫɰɟ ɞɥɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɪɶɨɯ 

ɡɦɿɧɧɢɯ ݑ = ݂ሺݔ; ;ݕ  :ሻݖ

ݑ݀  = �௨�௫ ݔ݀  + �௨�௬ ݕ݀  + �௨�௭  .ݖ݀ 

 

ɉɪɢ ɞɨɫɢɬɶ ɦɚɥɨɦɭ ɡɧɚɱɟɧɧɿ √△ ଶݔ +△  ଶ  ɞɥɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɨʀݕ

ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔ;  :ሻ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɿ ɧɚɛɥɢɠɟɧɿ ɪɿɜɧɨɫɬɿ [3, ɋ. 211]ݕ

 △ ݖ ≈ ;ݖ݀ ݂ሺݔ +△ ,ݔ ݕ +△ ሻݕ ≈ ݂ሺݔ; ሻݕ +  .ݖ݀

 

4. ɉɨɯɿɞɧɚ ɫɤɥɚɞɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. ɇɟɯɚɣ ݖ = ݂ሺݔ;  ሻ  – ɮɭɧɤɰɿɹ ɞɜɨɯݕ

ɡɦɿɧɧɢɯ ݔ  ɬɚ  ݕ, ɤɨɠɧɚ ɡ ɹɤɢɯ, ɜ ɫɜɨɸ ɱɟɪɝɭ, є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨʀ 

ɡɦɿɧɧɨʀ ݔ :ݐ = ݕ    ,ሻݐሺݔ =  ,ሻݐሺݕ

 

ɬɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɹ ݂ሺݔ;  ɉɨɯɿɞɧɚ сɤɥɚɞɟɧɨʀ .ݐ  ሻ є ɫɤɥɚɞɟɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɡɦɿɧɧɨʀݕ

ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔሺݐሻ,  :ሻሻ ɨɛɱɢɫɥɸєɬɶɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸݐሺݕ

 �௭�௧ = �௭�௫ ∙ �௫�௧ + �௭�௬ ∙ �௬�௧ . 
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əɤɳɨ ݖ = ݂ሺݔ; ݕ ሻ, ɞɟݕ = �ሺݔሻ, ɬɨ ɩɨɜɧɢɣ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥ ɜɿɞ ݖ ɩɨ ݔ 

ɨɛɱɢɫɥɸєɬɶɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 

 �௭�௫ = �௭�௫ + �௭�௬ ∙ �௬�௫. 

 

5. ɉɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ. Ƚɪɚɞɿєɧɬ ɮɭɧɤɰɿʀ. ɉɨɯɿɞɧɚ ɮɭɧɤɰɿʀ              ݖ = ݂ሺݔ; ;ݔሻ ɭ ɬɨɱɰɿ �ሺݕ ݈ ሻ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɜɟɤɬɨɪɚݕ = ��ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 

ɝɪɚɧɢɰɸ 

݈�ݖ�  = lim|��భ|→଴ ݂ሺ�ଵሻ − ݂ሺ�ሻ|��ଵ| = lim�→଴ �ݖ∆ , 
 

ɞɟ � = ଶݔ∆√ +  .ଶݕ∆

əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ݂ሺݔ;  ሻ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ, ɬɨ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ɞɚɧɢɦݕ

ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɨɛɱɢɫɥɸєɬɶɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 

 �௭�� = �௭�௫ cos ߙ + �௭�௬ sin  ,ߙ

 

ɞɟ ߙ –  ɤɭɬ, ɹɤɢɣ ɭɬɜɨɪɸєɬɶɫɹ ɦɿɠ ɜɟɤɬɨɪɨɦ  ݈ ɬɚ ɜɿɫɫɸ  ܱݔ. 

ɍ ɜɢɩɚɞɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɪɶɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ ݑ = ݂ሺݔ; ;ݕ  ሻ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ɞɚɧɢɦݖ

ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɨɛɱɢɫɥɸєɬɶɫɹ ɚɧɚɥɨɝɿɱɧɨ. ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 

 �௨�� = �௨�௫ cos ߙ + �௨�௬ cos ߚ + �௨�௭ cos  ,ߛ

 

ɞɟ   cos cos  ,ߙ cos  ,ߚ  .݈  ɧɚɩɪɹɦɧɿ ɤɨɫɢɧɭɫɢ ɜɟɤɬɨɪɚ – ߛ
Ƚɪɚɞɿєɧɬɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔ; ;ݔሻ ɭ ɬɨɱɰɿ �ሺݕ  ,ሻ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɜɟɤɬɨɪݕ

ɹɤɢɣ ɦɚє ɩɨɱɚɬɨɤ ɭ ɬɨɱɰɿ � ɬɚ ɦɚє ɫɜɨʀɦɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ: 
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ݖ ݀��݃ =  �௭�௫ ݅ + �௭�௬ ݆. 

 

Ƚɪɚɞɿєɧɬ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɜɟɤɬɨɪɚ  ݈ ɩɨɜ’ɹɡɚɧɿ 

ɮɨɪɦɭɥɨɸ 

  �௭�� = ˒˓ଵ݃��݀ ݖ. 

 

Ƚɪɚɞɿєɧɬ ɜɤɚɡɭє ɧɚɩɪɹɦ ɧɚɣɛɿɥɶɲɨɝɨ ɡɪɨɫɬɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɡɚɞɚɧɿɣ 

ɬɨɱɰɿ. ɉɨɯɿɞɧɚ �௭��   ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ ɦɚє ɧɚɣɛɿɥɶɲɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɹɤɟ 

ɞɨɪɿɜɧɸє 

 ቀ�௭��ቁн˃й˄. = |ݖ ݀��݃|  =  √ቀ�௭�௫ቁଶ + ቀ�௭�௬ቁଶ
. 

 

Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ݑ = ݂ሺݔ; ;ݕ ݑ ݀��݃ ሻ ɝɪɚɞɿєɧɬ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɨɪɿɜɧɸє [3, ɋ. 216]ݖ =  �௨�௫ ݅ + �௨�௬ ݆ + �௨�௭ ݇. 

 

6. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɡɚɞɚɧɢɯ ɧɟɹɜɧɨ. ɉɨɯɿɞɧɚ ɧɟɹɜɧɨʀ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ݕ = ;ݔሺܨ ሻ, ɡɚɞɚɧɨʀ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦݔሺݕ ሻݕ = Ͳ, ɞɟ ܨሺݔ;  – ሻݕ

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɦɿɧɧɢɯ ݔ  ɬɚ  ݕ , ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 

′ݕ                                       =  − ∂F∂౮∂F∂౯ ,                                                                 (1) 

 

ɞɟ  ∂F∂௬ ≠ Ͳ. 

ɉɨɯɿɞɧɿ ɜɢɳɢɯ ɩɨɪɹɞɤɿɜ ɮɭɧɤɰɿʀ ɡɚɞɚɧɨʀ ɧɟɹɜɧɨ ɫɥɿɞ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɬɢ 

ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹɦ ɮɨɪɦɭɥɢ (1), ɪɨɡɝɥɹɞɚɸɱɢ   ݕ  ɹɤ ɮɭɧɤɰɿɸ 

ɜɿɞ  ݔ. 
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Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ, ɱɚсɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ ݖ = �ሺݔ;  ሻݕ

ɡɚɞɚɧɨʀ ɧɟɹɜɧɨ, ɹɤɚ ɡɚɞɚɧɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ܨሺݔ; ;ݕ ሻݖ = Ͳ, ɞɟ ܨሺݔ; ;ݕ  ሻݖ

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɦɿɧɧɢɯ  ݖ  ,ݕ  , ݔ, ɨɛɱɢɫɥɸɸɬɶɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ  

 �௭�௫ =  − ���ೣ���೥ ,              
�௭�௬ =  − ���೤���೥ , 

 

ɞɟ  
∂F∂௭ ≠ Ͳ   [3, ɋ. 218]. 

 

7. Ⱦɨɬɢɱɧɚ ɩɥɨɳɢɧɚ ɬɚ ɧɨɪɦɚɥь ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ. Ⱦɨɬɢɱɧɨɸ ɩɥɨɳɢɧɨɸ 

ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɭ ɬɨɱɰɿ � ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɥɨɳɢɧɚ, ɹɤɚ ɦɿɫɬɢɬɶ ɭ ɫɨɛɿ ɜɫɿ ɞɨɬɢɱɧɿ 

ɞɨ ɤɪɢɜɢɯ, ɹɤɿ ɩɪɨɯɨɞɹɬɶ ɱɟɪɟɡ � ɿ ɥɟɠɚɬɶ ɧɚ ɩɨɜɟɪɯɧɿ. 

Зɚɩɢɲɟɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ. Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɰɹ ɩɥɨɳɢɧɚ 

ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ � ɩɟɪɩɟɧɞɢɤɭɥɹɪɧɨ ɞɨ ɜɟɤɬɨɪɚ �̅, ɬɨ ʀʀ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɚє 

ɜɢɝɥɹɞ: 

 Ϝ௫′ ሺ�଴ሻሺݔ − ଴ሻݔ + Ϝ௬′ ሺ�଴ሻሺݕ − ଴ሻݕ + Ϝ௭′ ሺ�଴ሻሺݖ − ଴ሻݖ = Ͳ. 

 

ɇɨɪɦɚɥɥɸ ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɜ ɬɨɱɰɿ � ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɩɪɹɦɭ, ɳɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ 

ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ � ɩɟɪɩɟɧɞɢɤɭɥɹɪɧɨ ɞɨ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ. 

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɧɨɪɦɚɥɶ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ � ɿ ɦɚє ɧɚɩɪɹɦɧɢɣ ɜɟɤɬɨɪ �̅ , ɬɨ ɤɚɧɨɧɿɱɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɨɪɦɚɥɿ ɦɚɸɬɶ ɬɚɤɢɣ ɜɢɝɥɹɞ: 

 ௫−௫బϜ′ೣ ሺ�బሻ =  ௬−௬బϜ೤′ ሺ�బሻ =  ௭−௭బϜ೥′ ሺ�బሻ . 
əɤɳɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɡɚɞɚɧɨ ɜ ɹɜɧɿɣ ɮɨɪɦɿ ݖ = ݂ሺݔ; ;ݔሺܨ ሻ, ɬɨ ɜɡɹɜɲɢݕ ;ݕ ሻݖ =  ݂ሺݔ; ሻݕ − ݖ  = Ͳ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ 
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Ϝ௫′ ሺ�଴ሻ =  ௫݂′ሺݔ଴; ′଴ሻ,        Ϝ௬ݕ ሺ�଴ሻ =  ௬݂′ሺݔ଴; ′଴ሻ,        Ϝ௭ݕ ሺ�଴ሻ =  −ͳ 

 

ɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 

 ௫݂′ሺݔ଴; ଴ሻݕ ∙ ሺݔ − ଴ሻݔ + ௬݂′ሺݔ଴; ଴ሻݕ ∙ ሺݕ − ଴ሻݕ − ሺݖ − ଴ሻݖ = Ͳ. 

 

Ʉɚɧɨɧɿɱɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɨɪɦɚɥɿ ɧɚɛɭɞɟ ɜɢɝɥɹɞɭ Д4, ɋ.310-311].: 

 ௫−௫బ�ೣ′ሺ௫బ;௬బሻ =  ௬−௬బ�೤′ሺ௫బ;௬బሻ =  ௭−௭బ−ଵ  .    

 

8. Ʌɨɤɚɥьɧɢɣ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɏɭɧɤɰɿɹ ݖ = ݂ሺݔ;  ሻ ɦɚєݕ

ɦɚɤɫɢɦɭɦ (ɦɿɧɿɦɭɦ) ɭ ɬɨɱɰɿ �଴ሺݔ଴;  ଴ሻ, ɹɤɳɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿݕ 

ɛɿɥɶɲɟ (ɦɟɧɲɟ), ɧɿɠ ʀʀ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɭ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɿɧɲɿɣ ɬɨɱɰɿ �ሺݔ;  ሻ ɞɟɹɤɨɝɨݕ

ɨɤɨɥɭ ɬɨɱɤɢ �଴, ɬɨɛɬɨ ݂ሺݔ଴; ଴ሻݕ  > ݂ሺݔ; ;଴ݔሻ Дɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ݂ሺݕ ଴ሻݕ  < ݂ሺݔ;  [ሻݕ

ɞɥɹ ɛɭɞɶ-ɹɤɢɯ ɬɨɱɨɤ �ሺݔ; |�ሻ, ɹɤɿ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬɶ ɭɦɨɜɿ |�଴ݕ <  – ߜ ɞɟ ,  ߜ

ɞɨɫɬɚɬɧɶɨ ɦɚɥɚ ɞɨɞɚɬɧɚ ɜɟɥɢɱɢɧɚ. 

Ɇɚɤɫɢɦɭɦ ɚɛɨ ɦɿɧɿɦɭɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ʀʀ ɟɤсɬɪɟɦɭɦɨɦ. Ɍɨɱɤɚ �଴ , ɭ ɹɤɿɣ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɬɨɱɤɨɸ ɟɤсɬɪɟɦɭɦɭ. 

əɤɳɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ݖ = ݂ሺݔ;  ሻ ɞɨɫɹɝɚє ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ ɜݕ

ɬɨɱɰɿ �଴ሺݔ଴; ݕ଴ሻ, ɬɨ ʀʀ ɱɚɫɬɢɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɭ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ 

ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ ɧɭɥɸ, ɬɨɛɬɨ 

 �݂ሺݔ଴; ݔ�଴ሻݕ  = Ͳ,   �݂ሺݔ଴; ݕ�଴ሻݕ  = Ͳ 

(ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ ɭɦɨɜɢ ɟɤсɬɪɟɦɭɦɭ). 

Ɍɨɱɤɢ, ɜ ɹɤɢɯ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ ɧɭɥɸ, ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 

сɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ. ɇɟ ɛɭɞɶ-ɹɤɚ ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ є ɬɨɱɤɨɸ 

ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ. 
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ɇɟɯɚɣ �଴ሺݔ଴; ݖ ଴ሻ – ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀݕ  = ݂ሺݔ;  .ሻݕ

ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ 

ܣ  = �మ�ሺ௫బ; ௬బሻ�௫మ ܤ    , = �మ�ሺ௫బ; ௬బሻ�௫�௬ ܥ   , =  �మ�ሺ௫బ; ௬బሻ�௬మ . 

 

ɋɤɥɚɞɟɦɨ ɞɢɫɤɪɢɦɿɧɚɧɬ   ∆ = ܥܣ  :ଶ. Ɍɨɞɿܤ −

ɹɤɳɨ  ∆> Ͳ,  ɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɭ ɬɨɱɰɿ  �଴ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɩɪɢ ܣ < Ͳ  –  

ɦɚɤɫɢɦɭɦ, ܣ > Ͳ  –  ɦɿɧɿɦɭɦ; 

ɹɤɳɨ  ∆< Ͳ,  ɬɨ ɭ ɬɨɱɰɿ �଴ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ ɧɟɦɚє; 

ɹɤɳɨ  ∆= Ͳ,  ɬɨ ɩɨɬɪɿɛɧɿ ɞɨɞɚɬɤɨɜɿ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ  Д3, ɋ. 221]. 

 

9. ɇɚɣɛɿɥьɲɟ ɬɚ ɧɚɣɦɟɧɲɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɏɭɧɤɰɿɹ ݖ = ݂ሺݔ;  ሻݕ

ɡɚɞɚɧɚ ɿ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɜ ɡɚɦɤɧɟɧɿɣ ɬɚ ɨɛɦɟɠɟɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ ܦ ɞɨɫɹɝɚє ɜ ɰɿɣ 

ɨɛɥɚɫɬɿ ɧɚɣɛɿɥɶɲɨɝɨ ɬɚ ɧɚɣɦɟɧɲɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɶ. Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ ɳɨɛ ɡɧɚɣɬɢ 

ɧɚɣɛɿɥɶɲɟ ɬɚ ɧɚɣɦɟɧɲɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ݖ = ݂ሺݔ;  ,ሻ ɜ ɡɚɦɤɧɭɬɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿݕ

ɩɨɬɪɿɛɧɨ: 

1) ɡɧɚɣɬɢ ɜɫɿ ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɿ ɬɨɱɤɢ, ɹɤɿ ɧɚɥɟɠɚɬɶ ɞɚɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ ܦ, 

ɪɨɡɜ’ɹɡɚɜɲɢ ɫɢɫɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧɶ ௫݂′ሺݔ; ሻݕ = Ͳ,    ௬݂′ሺݔ; ሻݕ = Ͳ, ɬɚ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ 

ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɰɢɯ ɬɨɱɤɚɯ; 

2) ɡɧɚɣɬɢ ɧɚɣɛɿɥɶɲɟ ɬɚ ɧɚɣɦɟɧɲɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɥɿɧɿɹɯ, ɹɤɿ 

ɭɬɜɨɪɸɸɬɶ ɦɟɠɭ ɨɛɥɚɫɬɿ; 

3) ɫɟɪɟɞ ɭɫɿɯ ɡɧɚɣɞɟɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧɶ ɜɢɛɪɚɬɢ ɧɚɣɛɿɥɶɲɟ ɬɚ ɧɚɣɦɟɧɲɟ. 
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Ɍɟɫɬɨɜɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡ ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɢ «ȼɢɳɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ» 

Теɦɚ: «Фɭɧɤɰɿʀ ɛɚɝɚɬьɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ» 

1. ɓɨ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɩɨɜɟɪɯɧɟɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,, ?  

A. ɉɨɜɟɪɯɧɟɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

ɩɪɨɫɬɨɪɭ  zyxM ,, , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ   0,, zyxf .   

B. ɉɨɜɟɪɯɧɟɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

ɩɪɨɫɬɨɪɭ  zyxM ,, , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɪɿɜɧɹɧɧɹ   Сzyxf ,, , ɞɟ C  – 

ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɫɬɚɥɚ.  

C. ɉɨɜɟɪɯɧɟɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

ɩɪɨɫɬɨɪɭ  zyxM ,, , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ   0,, zyxf .   

D. ɉɨɜɟɪɯɧɟɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

ɩɪɨɫɬɨɪɭ  CyxM ,, , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɪɿɜɧɹɧɧɹ   0,, Cyxf , ɞɟ C  – 

ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɫɬɚɥɚ.    

 

2. ɓɨ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɥɿɧɿєɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz , ?  

A. Ʌɿɧɿєɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

 yxM ,  ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ Oxy , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ   0, yxf  

B. Ʌɿɧɿєɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

 yxM ,  ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ Oxy , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ   0, yxf  

C. Ʌɿɧɿєɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

 yxM ,  ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ Oxy , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɪɿɜɧɹɧɧɹ   Cyxf , , 

ɞɟ C  – ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɫɬɚɥɚ.   

D. Ʌɿɧɿєɸ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɧɨɠɢɧɚ ɜɫɿɯ ɬɨɱɨɤ 

 CxM ,  ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ Oxy , ɹɤɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɪɿɜɧɹɧɧɹ   0, Cxf , 

ɞɟ C  – ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɫɬɚɥɚ.  
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3. ɓɨ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɩɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ du  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,   

 ɜ ɬɨɱɰɿ  0000 ,, zyxM ?  

A.      000 MfMfMfdu zyx  .  

B.       zyxMfMfMfdu zyx  000 , ɞɟ zyx  ,,  – ɩɪɢɪɨɫɬɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬɿɜ ɜ 

ɬɨɱɰɿ  0000 ,, zyxM .  

C.       zMfyMfxMfdu zyx  000 , ɞɟ zyx  ,,  – ɩɪɢɪɨɫɬɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬɿɜ 

ɜ ɬɨɱɰɿ  0000 ,, zyxM .  

D.        zyxMfMfMfdu yx  000 , ɞɟ zyx  ,,  – ɩɪɢɪɨɫɬɢ 

ɚɪɝɭɦɟɧɬɿɜ ɜ ɬɨɱɰɿ  0000 ,, zyxM .  

 

4. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
x

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ 
x

y
arctgz   ɜ ɬɨɱɰɿ  

 1,10М ?  

A. 21 .      B. 1 .      C. 1 .       D. 2 .  

 

5. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ 
y

x
arctgz   ɜ ɬɨɱɰɿ  

 1,20М ?  

A. 54 .     B. 51 .     C. 52 .     D. 32 .  

 

6. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
x

z




  ɮɭɧɤɰɿʀ  
2

2

arcsin
y

x
z   ɜ ɬɨɱɰɿ 

 2,10М ? 

A. 151 .    B. 152 .    C. 153 .    D. 152 .    

7. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ 
2

2

arcsin
y

x
z   ɜ ɬɨɱɰɿ  2,10М ? 

A. 151 .    B. 152 .    C. 153 .    D. 152 .    
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8. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɯɿɞɧɚ 
dt

dz
 ɫɤɥɚɞɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ   tytxyxz

4
,,sin 22 

   

ɜ ɬɨɱɰɿ 10 t ?  

A. 
8

25
.     B. 

8

5
 .     C. 

4

2
 .     D. 

4

25
.  

 

9. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɯɿɞɧɚ 
dt

dz
 ɫɤɥɚɞɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ   2,

6
, tytxyxtgz 


  

ɜ ɬɨɱɰɿ 
6

0


t  ?  

A. 2 .     B. 3 .     C. 6 .     D. 62 .  

 

10. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɯɿɞɧɚ 
dt

dz
 ɫɤɥɚɞɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  2cos yxz  , 

32 ,
2

tytx 


  ɜ ɬɨɱɰɿ 10 t ? 

A. 3 .     B. 4 .     C. 3 .     D. 5 .  

 

11. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɯɿɞɧɚ 
dt

dz
 ɫɤɥɚɞɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxсtgz  , 

2

4
,

2
tytx





  ɜ ɬɨɱɰɿ 10 t ?  

A. 4 .      B.  .      C. 0 .      D. 1 .  

 

12. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
x

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ  yxzz , , ɹɤɚ ɡɚɞɚɧɚ 

ɧɟɹɜɧɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ   0144ln 232  xyzyx , ɜ ɬɨɱɰɿ  2;1;40 М  ?  

A. 1 .      B. 2 .       C. 1 .     D. 4 .  
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13. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ  yxzz , , ɹɤɚ ɡɚɞɚɧɚ 

ɧɟɹɜɧɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ   0144ln 232  xyzyx , ɜ ɬɨɱɰɿ  2;1;40 М  ?  

A. 1 .      B. 1 .       C. 2 .       D. 4 .  

 

14. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
x

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ  yxzz , , ɹɤɚ ɡɚɞɚɧɚ 

ɧɟɹɜɧɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ 012  zzxye zxy , ɜ ɬɨɱɰɿ  1;1;10 М  ?  

A. 1 .      B. 3 .       C. 1 .       D. 2 .  

 

15. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ  yxzz , , ɹɤɚ ɡɚɞɚɧɚ 

ɧɟɹɜɧɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ 012  zzxye zxy , ɜ ɬɨɱɰɿ  1;1;10 М  ?  

A. 3 .      B. 1 .       C. 1 .       D. 2 .  

 

16. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

x

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ 22 yxez  ɜ ɬɨɱɰɿ 

 1;10 М  ?   

A. 4 .       B. 6 .       C. 3 .       D. 2 .  

 

17. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ 22 yxez   ɜ ɬɨɱɰɿ 

 1;10 М  ?   

A. 4 .       B. 3 .         C. 6 .       D. 2 .  

 

18. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

x

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ yxez
2

  ɜ ɬɨɱɰɿ 

 1;10 М  ? 

A. e2 .       B. 1 .        C. e6 .        D. 0 .  
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19. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ yxyez   ɜ ɬɨɱɰɿ 

 1;10 М  ? 

A. 4 .       B. 3 .        C. 3 .       D. 2 .  

 

20. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

x

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ  xyarctgz 4  ɜ 

ɬɨɱɰɿ  1;10 М  ? 

A. 4 .        B. 3 .       C. 3 .        D. 2 .  

 

21. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ  yexz 2ln   ɜ 

ɬɨɱɰɿ  0;10 М  ?  

A. 2 .        B. 2 .        C. 3 .        D. 1 .  

 

22. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

y

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ 12 yxez  ɜ ɬɨɱɰɿ 

 1;10 М  ?  

A. 2 .       B. 1 .        C. 4 .         D. 2 .  

 

23. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
2

2

x

z




 ɮɭɧɤɰɿʀ 122  yxez   ɜ 

ɬɨɱɰɿ  1;10 М  ?  

A. 1 .        B. 2 .        C. 4 .         D. 2 .  

 

24. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
xy

z


2

 ɮɭɧɤɰɿʀ 12  yxez   ɜ 

ɬɨɱɰɿ  1;10М  ?  

A. 1 .         B. 2 .         C. 4 .          D. 6 .  
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25. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
yx

z


2

 ɮɭɧɤɰɿʀ  22cos yxz    ɜ 

ɬɨɱɰɿ  1;10М  ?  

A. 1 .        B. 6 .          C. 4 .            D. 2 .  

 

26. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
yx

z


2

 ɮɭɧɤɰɿʀ 

 xyxz 32cos 32    ɜ ɬɨɱɰɿ  1;10М  ?  

A. 2 .        B. 2 .         C. 4 .        D. 6 .  

 

27. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
yx

z


2

 ɮɭɧɤɰɿʀ  yxyz 23cos    

ɜ ɬɨɱɰɿ  1;10М  ?  

A. 2 .         B. 6 .        C. 4 .         D. 2 .  

 

28. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ 
yx

z


2

 ɮɭɧɤɰɿʀ  yxxz  2sin   ɜ 

ɬɨɱɰɿ  2;10М  ?  

A. 2 .        B. 1 .         C. 0 .         D. 1 .  

 

29. ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɩɨɯɿɞɧɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɜ ɬɨɱɰɿ 0М  ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ 

ɜɟɤɬɨɪɚ s
 , ɧɚɩɪɹɦɧɿ ɤɨɫɢɧɭɫɢ ɹɤɨɝɨ  cos , cos , cos ?  

A. 
        



coscoscos 000

0 MfMfMf
s

Mf
zyx .  

B.  
        



coscoscos 000

0 MfMfMf
s

Mf
zyx .  

C.  
        


 2
0

2
0

2
0

0 coscoscos MfMfMf
s

Mf
zyx .  

D.  
        



coscoscos000

0 MfMfMf
s

Mf
zyx .   
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30. Ƚɪɚɞɿєɧɬɨɦ  0Mfgrad  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɜ ɬɨɱɰɿ  0000 ,, zyxM  

ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ  

A.  ɜɟɤɬɨɪ           kMfjMfiMfMfMfgrad zyx


00000

 .  

B.  ɜɟɤɬɨɪ         kMfjMfiMfMfgrad zyx


0000

 .  

C.  ɜɟɥɢɱɢɧɚ         0000 MfMfMfMfgrad zyx  .  

D. ɜɟɥɢɱɢɧɚ         0000 MfMfMfMfgrad zyx  .  

 

31. əɤɢɣ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦɿɫɬ ɝɪɚɞɿєɧɬɚ  0Mfgrad  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ?  

A.  ȼɟɤɬɨɪ  0Mfgrad  є ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɧɨɪɦɚɥɿ ɜ ɬɨɱɰɿ  0000 ,, zyxM  ɞɨ 

ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,, , ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɰɸ ɬɨɱɤɭ.  

B.  ȼɟɤɬɨɪ  0Mfgrad  ɭɬɜɨɪɸє ɤɭɬ 60  ɿɡ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɧɨɪɦɚɥɿ ɜ ɬɨɱɰɿ 

 0000 ,, zyxM  ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,, , ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɰɸ 

ɬɨɱɤɭ.  

C.  ȼɟɤɬɨɪ  0Mfgrad  ɭɬɜɨɪɸє ɤɭɬ 45  ɡ ɜɟɤɬɨɪɨɦ ɧɨɪɦɚɥɿ ɜ ɬɨɱɰɿ 

 0000 ,, zyxM  ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,, , ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɰɸ 

ɬɨɱɤɭ.  

D.  ȼɟɤɬɨɪ  0Mfgrad  ɩɟɪɩɟɧɞɢɤɭɥɹɪɧɢɣ ɞɨ ɜɟɤɬɨɪɚ ɧɨɪɦɚɥɿ ɜ ɬɨɱɰɿ 

 0000 ,, zyxM  ɞɨ ɩɨɜɟɪɯɧɿ ɪɿɜɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,, , ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɰɸ 

ɬɨɱɤɭ.  

 

32. əɤɳɨ 423 2 zxyzyxu  , )2;1;2( s


 ɿ  1;1;00 M , ɬɨ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ 

ɧɚɩɪɹɦɨɦ  
s

Mu


 0  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. 2 .      B. 4 .      C. 3 .      D. 10 .  
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33. əɤɳɨ 
23

3

32 yx

z
u


 , )2;2;1( s


 ɿ  2;1;10 M , ɬɨ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ 

 
s

Mu


 0  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. 2 .      B. 10 .      C. 6 .       D. 1 .  

 

34. əɤɳɨ 32

3 zyxeu  , )2;2;1( s


 ɿ  1;1;10 M , ɬɨ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ 

 
s

Mu


 0  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. 2 .      B. 4 .       C. 1 .        D. 6 .  

 

35. əɤɳɨ  yzxzxyu 23sin3  , )2;2;1( s


 ɿ  1;3;10M , ɬɨ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ 

ɧɚɩɪɹɦɨɦ  
s

Mu


 0  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. 2 .       B. 4 .        C. 1 .         D. 10 .  

 

36. əɤɳɨ 
z

yx
u

2

arcsin3


 , )2;1;2(s


 ɿ  1;1;10 M , ɬɨ ɩɨɯɿɞɧɚ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɨɦ 

 
s

Mu


 0  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. 10 .        B. 2 .        C. 1 .         D. 6 .  

 

37. əɤɳɨ  1ln 2  xyz   ɿ   1,20M , ɬɨ  0Mzgrad  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. ji


32  .   B. ji


4 .   C. ji


23  .   D. ji


42  .  

 

38. əɤɳɨ 22 xyyxz    ɿ   3,10 M , ɬɨ  0Mzgrad  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. ji


53  .     B. ji


35  .     C. ji


53  .    D. ji


32  .   
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39. əɤɳɨ 
y

x
tgz 8   ɿ   4,0 M , ɬɨ  0Mzgrad  ɞɨɪɿɜɧɸє  

A. ji

4 .     B. ji


24 .     C. ji


2 .     D. ji


4 .  

 

40. əɤɳɨ 
2

sin
y

x
z    ɿ   1,0 M , ɬɨ  0Mzgrad  ɞɨɪɿɜɧɸє  

A. ji

 2 .     B. ji


2 .     C. ji


2 .     D. ji


24 .  

 

41. əɤɳɨ  1ln 32  zxyu  ɿ  1;1;30 M , ɬɨ  0Mugrad  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. kji


362  .      B. kji


36  .      C. kji


4 .      D. kji


263  .  

 

42. əɤɳɨ 
32 2

2

zyx
u


  ɿ  1;1;20 M , ɬɨ  0Mugrad  ɞɨɪɿɜɧɸє  

A. kji


33  .       B. kji


26  .        C. kji


334  .      D. kji


322  .  

 

43. əɤɳɨ yzxxzyu 2322    ɿ   1;3;10 M , ɬɨ  0Mugrad  ɞɨɪɿɜɧɸє   

A. kji


33  .       B. kji


334  .       C. kji


263  .       D. kji


322  .  

 

44. ɓɨ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ  0,000 , zyxM  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,, ?  

A. ɋɬɚɰɿɨɧɚɪɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ  0,000 , zyxM  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ   

ɬɨɱɤɚ, ɜ ɹɤɿɣ ɜɫɿ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɧɟɪɿɜɧɨɫɬɿ  

  00  Mf x ,   00  Mf y ,   00  Mf z  .  

B. ɋɬɚɰɿɨɧɚɪɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ  0,000 , zyxM  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ  

ɬɨɱɤɚ, ɜ ɹɤɿɣ ɜɫɿ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɧɟɪɿɜɧɨɫɬɿ  

  00  Mf x ,   00  Mf y ,   00  Mf z  .   

C. ɋɬɚɰɿɨɧɚɪɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ  0,000 , zyxM  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɬɨɱɤɚ, 

ɜ ɹɤɿɣ ɜɫɿ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɪɿɜɧɨɫɬɿ    00  Mf x , 

  00  Mf y ,   00  Mf z  .  
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D. ɋɬɚɰɿɨɧɚɪɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ  0,000 , zyxM  ɮɭɧɤɰɿʀ  zyxfu ,,  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɬɨɱɤɚ, 

ɜ ɹɤɿɣ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶ ɯɨɱɚ ɛ ɨɞɧɭ ɡ ɪɿɜɧɨɫɬɟɣ    00  Mf x , 

  00  Mf y ,   00  Mf z .  

 

45. Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  535263 22  yxyxyxz   ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ є   

A.  2,6111М .      B.  4,6191М .       C.    2,1,4,3 21 ММ .       D.  5,431 М .  

 

46. Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  33352 22  yxyxyxz   ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ є   

A.  7,101 М .   B.  15,121 М .      C.    4,2,5,3 21 ММ  .       D.  11,131 М . 

 

47. Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  623 22  yxyxyxz   ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ є   

A.  1,11 М .       B.  7,21 М .      C.    4,2,3,2 21  ММ .       D.  1,21 М .  

 

48. Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  8234 22  yxyxyxz   ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ є   

A.  3,611М .    B.    2,52,13,2 21  ММ .     C.  5,431 М .       D.  2,271М .  

 

49. Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ   3ln22  xxz   ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ є   

A.  2
1 , eeМ  .      B.    eeММ 2,,2,1 21  .      C.  42

1 , eeМ .      D.  3,11 М .  

 

50. Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  22xxez    ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ є   

A.    1,0,,1 2
21

1 МeМ  .                    B.    2
2

2
1 ,2,,2   eМeМ . 

C.    21
2

21
1 ,1,,1   eМeМ .              D.  1,01М .  

 

51. ɋɮɨɪɦɭɥɸɣɬɟ ɞɨɫɬɚɬɧɸ ɭɦɨɜɭ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɝɥɚɞɤɨɝɨ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɭ ɞɥɹ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ  yxfz , .  

A. əɤɳɨ  000 , yxM  – ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɿ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ 
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ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
, ɬɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɹ  yxfz ,  ɦɚє ɜ ɬɨɱɰɿ 0M  

ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɦɚɤɫɢɦɭɦ, ɹɤɳɨ   00  Mf xx , ɿ ɦɿɧɿɦɭɦ, ɹɤɳɨ 

  00  Mf xx .  

B. əɤɳɨ  000 , yxM  – ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɿ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ 

ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
, ɬɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɹ  yxfz ,  ɦɚє ɜ ɬɨɱɰɿ 0M  

ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɦɚɤɫɢɦɭɦ, ɹɤɳɨ   00  Mf xx , ɿ ɦɿɧɿɦɭɦ, ɹɤɳɨ 

  00  Mf xx .  

C. əɤɳɨ  000 , yxM  – ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɿ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ 

ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
, ɬɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɹ  yxfz ,  ɦɚє ɜ ɬɨɱɰɿ 0M  

ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɦɚɤɫɢɦɭɦ, ɹɤɳɨ   00  Mf xx , ɿ ɦɿɧɿɦɭɦ, ɹɤɳɨ 

  00  Mf xx .  

D. əɤɳɨ  000 , yxM  – ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxfz ,  ɿ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ 

ɪɿɜɧɿɫɬɶ 0

0






Myyxy

xyxx

ff

ff
, ɬɨɞɿ ɮɭɧɤɰɿɹ  yxfz ,  ɦɚє ɜ ɬɨɱɰɿ 0M  

ɟɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɦɚɤɫɢɦɭɦ, ɹɤɳɨ   00  Mf xx , ɿ ɦɿɧɿɦɭɦ, ɹɤɳɨ 

  00  Mf xx .  
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ȼȱȾɉɈȼȱȾȱ 

ɧɚ ɬɟɫɬɨɜɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡ ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɢ «ȼɢɳɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ» 

Теɦɚ: «Фɭɧɤɰɿʀ ɛɚɝɚɬьɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ» 

 

 

 

 

№ ɬɟɫɬ. 

ɡɚɜɞɚɧɧɹ 

ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɿ № ɬɟɫɬ. 

ɡɚɜɞɚɧɧɹ 

ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɿ 
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  + 39    + 

15 +    40 +    
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+   41  +   

17    + 42    + 

18 +    43 
 

+   

19  +   44 
 

 +  

20    + 45  +   

21 +  
 

 46    + 

22 +    47 +    

23  +   48    + 

24   +  49 +    

25   +  50   +  

     51   +  
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ɊɈɁȾȱɅ 2 

 

ȾɂɎȿɊȿɇɐȱȺɅЬɇȱ Ɋȱȼɇəɇɇə ɉȿɊɒɈȽɈ ɉɈɊəȾɄɍ 

1. Ɂɚɝɚɥьɧɿ ɩɨɧɹɬɬɹ. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ 

 

                                     
,                                       (1) 

 

ɞɟ  – ɧɟɡɚɥɟɠɧɚ ɡɦɿɧɧɚ (ɚɪɝɭɦɟɧɬ);  – ɧɟɜɿɞɨɦɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ 

;  – ɡɚɞɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɡɦɿɧɧɢɯ ( , , )x y y , 
dy

y
dx

  . Ɋɿɜɧɹɧɧɹ (1) ɧɟ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɟ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ 

                                              
,                      (2) 

 

ɞɟ  − ɡɚɞɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ, ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɦ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɢɦ ɜɿɞɧɨсɧɨ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. 

ɑɚɫɬɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬɶ ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɭ ɮɨɪɦɭ ɡɚɩɢɫɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ: 

 

, 

 

ɞɟ ,  – ɡɚɞɚɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɡɦɿɧɧɢɯ  ɬɚ . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1) ɚɛɨ (2) ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ l 

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ , ɹɤɚ ɩɟɪɟɬɜɨɪɸє 

ɰɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜ ɬɨɬɨɠɧɿɫɬɶ, ɬɨɛɬɨ 

 

0,, 







dx

dy
yxF

x )(xyy 

x  yyxF ,,

),( yxf
dx

dy


),( yxf

0),(),(  dyyxQdxyxP

),( yxP ),( yxQ x y

)(xy 
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 , . 

ɋɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (1) ɚɛɨ 

(2), ɹɤɳɨ ɜɨɧɨ ɧɟɹɜɧɨ ɡɚɞɚє ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ  ɰɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ.  

Ƚɪɚɮɿɤ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɨɸ ɤɪɢɜɨɸ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 

ȾɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɟ ɪТɜɧɹɧɧɹ (ȾɊ) ɦɚє ɧɟɫɤТɧɱɟɧɧɭ ɦɧɨɠɢɧɭ ɪɨɡɜ’ɹɡɤТɜ. 

Ⱥɥɟ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɳɨ ɦɨɞɟɥɸє ɞɟɹɤɢɣ ɮТɡɢɱɧɢɣ ɩɪɨɰɟɫ, ɩɨɜɢɧɟɧ ɛɭɬɢ єɞɢɧɢɦ. 

Ɍɨɦɭ, ɪɨɡɜ’ɹɡɭɸɱɢ ɩɪɢɤɥɚɞɧɭ ɡɚɞɚɱɭ, ɹɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɧɟ ɜɫТ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɨɝɨ ɪТɜɧɹɧɧɹ, ɚ ɹɤɢɣɫɶ ɨɞɢɧ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, 

ɨɛɭɦɨɜɥɟɧɢɣ ɞɨɞɚɬɤɨɜɢɦɢ ɭɦɨɜɚɦɢ. 

ȼ ɬɟɨɪТʀ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɢɯ ɪТɜɧɹɧɶ ɩɨɲɭɤ єɞɢɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ȾɊ 

ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱТ ɄɨɲТ, ɹɤɳɨ ɞɨɞɚɬɤɨɜɿ 

ɭɦɨɜɢ ɡɚɞɚɸɬɶɫɹ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɨɞɧɿɣ ɬɨɱɰɿ. ɐɟ – ɡɚɞɚɱɚ ɡ 

ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɦɢ ɭɦɨɜɚɦɢ. əɤɳɨ ɠ ɞɨɞɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ ɡɚɞɚɸɬɶɫɹ ɭ ɞɜɨɯ ɬɨɱɤɚɯ, 

ɬɨ ɡɚɞɚɱɚ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɤɪɚɣɨɜɨɸ. Ȼɭɞɟɦɨ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɥɢɲɟ ɡɚɞɚɱɭ ɄɨɲТ. 

Ɉɬɠɟ, ɫɮɨɪɦɭɥɸєɦɨ ʀʀ. 

 

2. Ɂɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ. Зɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

  

                                                ,                                          (3) 

 

ɳɨ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɩɨɱɚɬɤɨɜɭ ɭɦɨɜɭ 

 

                                                            ,                                              (4) 

 

ɞɟ 
0 0,x y  – ɞɟɹɤТ ɞТɣɫɧТ ɱɢɫɥɚ. 

Ⱦɚɦɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɭ ɿɧɬɟɪɩɪɟɬɚɰɿɸ ɡɚɞɚɱТ ɄɨɲТ. 

   
0,, 
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
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ɇɟɯɚɣ  – ɞɟɹɤɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3), ɧɚɡɜɟɦɨ ɣɨɝɨ 

ɱɚɫɬɢɧɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ. Ɉɬɠɟ, ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦТɫɬ ɡɚɞɚɱТ ɄɨɲТ ɩɨɥɹɝɚє ɭ 

ɬɨɦɭ, ɳɨ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɡɧɚɣɬɢ Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɤɪɢɜɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɨɝɨ ɪТɜɧɹɧɧɹ 

(3), ɹɤɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ 
0 0( , )x y  (ɭɦɨɜɚ (4)). 

ȼɢɧɢɤɚє ɩɢɬɚɧɧɹ, ɚ ɱɢ єɞɢɧɚ ɤɪɢɜɚ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɡɚɞɚɧɭ ɬɨɱɤɭ, Т 

ɱɢ ɜɡɚɝɚɥТ Тɫɧɭє ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɱТ (3) – (4)? ɇɚ ɰТ ɩɢɬɚɧɧɹ ɞɚє ɜТɞɩɨɜТɞɶ 

ɬɟɨɪɟɦɚ ɄɨɲТ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ ɄɨɲТ. əɤɳɨ ɮɭɧɤɰТɹ  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɜ ɞɟɹɤТɣ ɨɛɥɚɫɬТ D 

ɩɥɨɳɢɧɢ xOy  Т ɦɚє ɜ ɰТɣ ɨɛɥɚɫɬТ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɭ ɱɚɫɬɢɧɧɭ ɩɨɯТɞɧɭ , ɬɨ 

ɱɟɪɟɡ ɤɨɠɧɭ ɬɨɱɤɭ 
0 0( , )x y  ɨɛɥɚɫɬТ D ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɬТɥɶɤɢ ɨɞɧɚ Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ 

ɤɪɢɜɚ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3). 

Iɡ ɬɟɨɪɟɦɢ Ʉɨɲi ɜɢɩɥɢɜɚє, ɳɨ ɪiɜɧɹɧɧɹ  ɦɚє ɧɟɫɤiɧɱɟɧɧɭ 

ɦɧɨɠɢɧɭ ɪɨɡɜ’ɹɡɤiɜ ɜ ɨɛɥɚɫɬi , ɨɫɤiɥɶɤɢ ɧɚ ɩɪɹɦiɣ  ɦɨɠɧɚ ɜɤɚɡɚɬɢ 

ɛɟɡɥiɱ ɬɨɱɨɤ  
0 0( , )x y  , ɹɤɿ ɥɟɠɚɬɶ ɜ ɨɛɥɚɫɬi . 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɩɨɧɹɬɬɹ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ, ɳɨ ɨɩɢɲɟ ɜɫɸ ɦɧɨɠɢɧɭ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤТɜ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɨɝɨ ɪТɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

Зɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɪТɜɧɹɧɧɹ (2) ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɮɭɧɤɰТɹ , 

ɹɤɚ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜТɞ ɞɨɜТɥɶɧɨʀ ɫɬɚɥɨʀ  Т ɜ ɞɟɹɤТɣ ɨɛɥɚɫɬТ  ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє 

ɭɦɨɜɢ: 

a)  є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3) ɩɪɢ ɞɨɜТɥɶɧɨɦɭ  (  ɦɨɠɟ 

ɧɚɥɟɠɚɬɢ ɞɟɹɤТɣ ɦɧɨɠɢɧТ); 

    ɛ) ɞɨɜТɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɡɚɩɢɫɚɧɢɣ ɭ ɜɢɝɥɹɞ

 ɩɪɢ ɞɟɹɤɨɦɭ ɤɨɧɤɪɟɬɧɨɦɭ ɡɧɚɱɟɧɧɿ . 

əɤɳɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (3) ɡɚɞɚɧɢɣ ɭ ɧɟɹɜɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞТ  

, ɬɨ ɜТɧ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɨɝɨ 

ɪТɜɧɹɧɧɹ (3). 
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Ɋɨɡɜ’ɹɡɨɤ , ɞɟ  – ɤɨɧɤɪɟɬɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɞɨɜТɥɶɧɨʀ 

ɫɬɚɥɨʀ , ɨɛɭɦɨɜɥɟɧɢɣ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɸ ɭɦɨɜɨɸ (4), ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɱɚɫɬɢɧɧɢɦ 

Тɧɬɟɝɪɚɥɨɦ. 

 

3. Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦТɫɬ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪТɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦТɫɬ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3). ɇɟɯɚɣ  – 

ɣɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ;  – ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɿ ɞɟɤɚɪɬɨɜТ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ. ɌɨɞТ ɝɪɚɮТɤ 

ɮɭɧɤɰТʀ  ɦɚє ɜ ɤɨɠɧТɣ ɬɨɱɰТ ɞɨɬɢɱɧɭ, ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮТɰТєɧɬ ɹɤɨʀ 

ɞɨɪТɜɧɸє  ɚɛɨ, ɳɨ ɜɢɩɥɢɜɚє ɡ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3), ɞɨɪТɜɧɸє . Ɉɬɠɟ, 

ɪТɜɧɹɧɧɹ  ɜɢɡɧɚɱɚє ɡɜ’ɹɡɨɤ ɦТɠ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ ɬɨɱɤɢ ɨɛɥɚɫɬТ  

ɬɚ ɤɭɬɨɜɢɦ ɤɨɟɮТɰТєɧɬɨɦ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɞɨ Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ ɭ ɰТɣ ɬɨɱɰТ. 

Iɧɲɢɦɢ ɫɥɨɜɚɦɢ, ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɟ ɪТɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɜɢɡɧɚɱɚє ɜ ɤɨɠɧТɣ ɬɨɱɰТ ɨɛɥɚɫɬТ Тɫɧɭɜɚɧɧɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɧɚɩɪɹɦ ɞɨɬɢɱɧɨʀ, 

ɩɪɨɜɟɞɟɧɨʀ ɞɨ Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ. Ⱥ ɜ ɰТɥɨɦɭ ɜ ɨɛɥɚɫɬТ  ɪТɜɧɹɧɧɹ 

 ɡɚɞɚє ɩɨɥɟ ɧɚɩɪɹɦТɜ. Ƀɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɬɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ. 

Зɚɞɚєɦɨ ɬɨɱɤɭ 
1 1( , )x y , ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ 

1 1( , )f x y , ɬɨɛɬɨ ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ . ȼ 

ɨɛɥɚɫɬТ  ɛɭɞɭєɦɨ ɬɨɱɤɭ ɡ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ 
1 1( , )x y  Т ɜТɞɪТɡɨɤ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɡ 

ɰɟɧɬɪɨɦ ɭ ɰТɣ ɬɨɱɰТ, ɬɚɧɝɟɧɫ ɤɭɬɚ ɧɚɯɢɥɭ ɹɤɨɝɨ ɞɨ ɨɫТ ɚɛɫɰɢɫ ɞɨɪТɜɧɸє 

1 1( , )f x y . Ɇɧɨɠɢɧɚ ɬɨɱɨɤ Т ɜТɞɪТɡɤТɜ ɞɨɬɢɱɧɢɯ є ɩɨɥɟɦ ɧɚɩɪɹɦТɜ.  

Ⱥɥɟ ɡɪɭɱɧТɲɟ ɩɨɥɟ ɧɚɩɪɹɦТɜ ɛɭɞɭɜɚɬɢ ɬɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ. Ȼɭɞɭɸɬɶɫɹ ɥТɧТʀ, 

ɭ ɹɤɢɯ ɧɚɩɪɹɦ ɩɨɥɹ ɜ ɤɨɠɧТɣ ɬɨɱɰТ ɨɞɧɚɤɨɜɢɣ, ɬɨɛɬɨ  ɚɛɨ  

. ɌɚɤТ ɥТɧТʀ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ТɡɨɤɥТɧɚɦɢ.  

4. ɉɨɧɹɬɬɹ ɩɪɨ ɨɫɨɛɥɢɜТ ɬɨɱɤɢ Т ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 

         ȾɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɟ ɪТɜɧɹɧɧɹ ɤɪТɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤТɜ, ɳɨ ɜɯɨɞɹɬɶ ɭ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɦɨɠɭɬɶ ɦɚɬɢ ТɧɲТ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ. Зɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɬɟɨɪɟɦɢ ɄɨɲТ 

ɜТɞɞТɥɢɬɢ ʀɯ ɧɟ ɦɨɠɟɦɨ, ɛɨ ɭɦɨɜɢ ɬɟɨɪɟɦɢ ɄɨɲТ є ɞɨɫɬɚɬɧТɦɢ, ɬɨɛɬɨ 

ɦɨɠɭɬɶ Тɫɧɭɜɚɬɢ єɞɢɧТ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥТ ɬɨɱɤɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɚ ɭɦɨɜɢ ɬɟɨɪɟɦɢ 

0( , , ) 0F x y Ñ  0C

C

( )y x

,x y

)(xy 

y ( , )f x y

( , )y f x y  D

D

( , )y f x y 

y

D

y k 

( , )f x y k
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ɧɟ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ. Ɋɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɭ ɤɨɠɧТɣ ɬɨɱɰТ ɹɤɨɝɨ ɩɨɪɭɲɭєɬɶɫɹ ɭɦɨɜɚ 

єɞɢɧɨɫɬТ ɬɟɨɪɟɦɢ ɄɨɲТ, ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɨɫɨɛɥɢɜɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɪТɜɧɹɧɧɹ. 

Ɉɫɨɛɥɢɜɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɧɟ ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɨɛɥɚɫɬТ Тɫɧɭɜɚɧɧɹ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ, 

ɬɨɦɭ ɧɟ ɦТɫɬɢɬɶɫɹ ɭ ɮɨɪɦɭɥТ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɧТ ɩɪɢ ɹɤɢɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ 

ɞɨɜТɥɶɧɨʀ ɫɬɚɥɨʀ, ɧɚɜТɬɶ ɤɨɥɢ . ɈɫɨɛɥɢɜТ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɦɨɠɧɚ ɜɢɹɜɢɬɢ ɭ 

ɩɪɨɰɟɫТ Тɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɪТɜɧɹɧɧɹ. ɐɟ ɬТ ɤɪɢɜТ, ɪТɜɧɹɧɧɹ ɹɤɢɯ ɦɨɠɭɬɶ ɛɭɬɢ 

ɜɬɪɚɱɟɧɢɦɢ ɩɪɢ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧТ ɪТɜɧɹɧɧɹ ɚɛɨ ɣɨɝɨ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ Тɧɬɟɝɪɚɥɭ. 

əɤɳɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɟ ɪТɜɧɹɧɧɹ ɦɚє ɱɚɫɬɢɧɧТ Т ɨɫɨɛɥɢɜТ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ, ɬɨ 

ɦɨɠɭɬɶ ɛɭɬɢ ɩɨɛɭɞɨɜɚɧТ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɲɥɹɯɨɦ ɫɤɥɟɸɜɚɧɧɹ ɞɭɝ ɱɚɫɬɢɧɧɢɯ Т 

ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ, ɹɤТ ɧɟ є ɧТ ɱɚɫɬɢɧɧɢɦɢ, ɧТ ɨɫɨɛɥɢɜɢɦɢ. 

Ɉсɨɛɥɢɜɨɸ ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ɬɨɱɤɚ 
0 0( , )x y , ɜ ɞɨɫɢɬɶ ɦɚɥɨɦɭ ɨɤɨɥТ ɹɤɨʀ 

ɩɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3) ɧɟ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɭɦɨɜɢ ɬɟɨɪɟɦɢ Тɫɧɭɜɚɧɧɹ Т 

єɞɢɧɨɫɬТ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. ɉɨɜɟɞɿɧɤɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ ɤɪɢɜɢɯ ɜ ɨɤɨɥТ ɰТєʀ ɬɨɱɤɢ ɦɨɠɟ 

ɛɭɬɢ ɞɨɜТɥɶɧɨɸ: ɱɟɪɟɡ ɨɫɨɛɥɢɜɭ ɬɨɱɤɭ ɦɨɠɟ ɧɟ ɩɪɨɯɨɞɢɬɢ ɠɨɞɧɚ 

Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɤɪɢɜɚ, ɦɨɠɟ ɩɪɨɯɨɞɢɬɢ ɨɞɧɚ, ɞɟɤТɥɶɤɚ ɚɛɨ ɛɟɡɥТɱ Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ 

ɤɪɢɜɢɯ. ȾɨɫɥТɞɠɟɧɧɹ ɜ ɬɟɨɪТʀ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɢɯ ɪТɜɧɹɧɶ, ɡɧɚɧɧɹ ɩɪɨ 

ɪɨɡɩɨɞТɥ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ ɬɚ ɩɪɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɩɨɜɟɞТɧɤɢ Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ ɤɪɢɜɢɯ 

ɜ ɨɤɨɥТ ɰɢɯ ɬɨɱɨɤ ɞɚɸɬɶ ɦɨɠɥɢɜТɫɬɶ ɡɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɤɢ ɩɪɨ ɩɨɜɟɞТɧɤɭ 

Тɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ ɤɪɢɜɢɯ ɜ ɨɛɥɚɫɬТ ɡɚɞɚɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɨɝɨ ɪТɜɧɹɧɧɹ. 

əɤɳɨ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3) ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞТ  

 

, 

 

ɞɟ  i  – ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰТɣɨɜɧТ ɮɭɧɤɰТʀ, ɬɨ ɬɨɱɤɚ 
0 0( , )x y  

ɛɭɞɟ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ, ɤɨɥɢ , . 

 

5. ȾɢɮɟɪɟɧɰТɚɥьɧТ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɪТɜɧɹɧɧɹ (3), ɜ ɹɤɢɯ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ  ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɚɬɢ ɭ 

C

),(

),(
'

yxQ

yxP
y 

( , )P x y ( , )Q x y

( , ) 0P x y  ( , ) 0Q x y 

( , )f x y
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ɜɢɝɥɹɞɿ ɞɨɛɭɬɤɭ ɞɜɨɯ ɮɭɧɤɰТɣ, ɨɞɧɚ ɡ ɹɤɢɯ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɬТɥɶɤɢ ɜТɞ ɯ, ɚ ɞɪɭɝɚ – 

ɜТɞ y, ɬɨɛɬɨ . 

ȾɢɮɟɪɟɧɰТɚɥɶɧɟ ɪТɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ 

 

                                                                                                  (5) 

 

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɪiɜɧɹɧɧɹɦ ɡ ɜiɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦiɧɧɢɦɢ. 

ɊТɜɧɹɧɧɹ (5) ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞТ: 

 

. 

 

6. ȾɢɮɟɪɟɧɰТɚɥьɧТ ɪТɜɧɹɧɧɹ, ɨɞɧɨɪТɞɧТ ɜТɞɧɨɫɧɨ ɡɦТɧɧɢɯ. 

ɎɭɧɤɰТɹ ɞɜɨɯ ɡɦТɧɧɢɯ  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɨɞɧɨɪТɞɧɨɸ ɮɭɧɤɰТєɸ n-ɝɨ 

ɜɢɦТɪɭ, ɹɤɳɨ ɞɥɹ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ  ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɬɨɬɨɠɧТɫɬɶ: 
 

                                                 .                       (6) 

 

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɮɭɧɤɰТɹ  ɨɞɧɨɪТɞɧɚ ɞɪɭɝɨɝɨ ɜɢɦТɪɭ, 

ɨɫɤɿɥɶɤɢ . 

ɉɟɪɟɜɿɪɬɟ, ɳɨ ɮɭɧɤɰТɹ  – ɨɞɧɨɪТɞɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɩɟɪɲɨɝɨ 

ɜɢɦТɪɭ, ɚ  – ɧɭɥɶɨɜɨɝɨ ɜɢɦТɪɭ. 

ɋɩɪɚɜɟɞɥɢɜɿ ɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ: ɫɭɦɚ, ɞɨɛɭɬɨɤ ɬɚ ɱɚɫɬɤɚ ɜɿɞ ɞɿɥɟɧɧɹ 

ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ є ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ. 

ȼɚɠɥɢɜɢɦ ɞɥɹ ɩɨɞɚɥɶɲɨɝɨ ɜɢɜɱɟɧɧɹ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ є ɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ ɩɪɨ ɬɟ, 

ɳɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ  ɧɭɥɶɨɜɨɝɨ ɜɢɦɿɪɭ ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

 

1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y
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. 

 

Ⱦɿɣɫɧɨ,  

,  

ɬɨɛɬɨ                                        . 

ɇɟɯɚɣ  

                                , ɬɨɞɿ  .  

ɉɟɪɟɯɨɞɢɦɨ ɞɨ ɪɨɡɝɥɹɞɭ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɡɦɿɧɧɢɯ, 

ɹɤɳɨ ɣɨɝɨ ɩɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ є ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɧɭɥɶɨɜɨɝɨ ɜɢɦɿɪɭ, ɬɨɛɬɨ 

ɹɤɳɨ ɣɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ: 

 

                                              .           (7) 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ ɩɨɲɭɤɭ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ 

ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɜɜɟɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ( )
( )

y x
u x

x


,ɬɨɛɬɨ ɜɜɟɞɟɦɨ ɡɚɦɿɧɭ y ux . ɉɟɪɟɬɜɨɪɢɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (7) ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 

ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ  . Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ  y u u x    ɿ ɩɿɞɫɬɚɜɢɦɨ 

ɜɢɪɚɡɢ ɞɥɹ   ɿ   ɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (7), ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 

 

 

ɚɛɨ    ,     . 

 

Ɉɞɟɪɠɚɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ є ȾɊ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ ɜɿɞɧɨɫɧɨ 

ɧɟɜɿɞɨɦɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ( )u x . ȼɿɞɨɤɪɟɦɥɸєɦɨ ɡɦɿɧɧɿ 
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. 

 

ɉɪɨɿɧɬɟɝɪɭєɦɨ ɨɞɟɪɠɚɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

 

, . 

 

ȼɢɪɚɡɢɜɲɢ ɮɭɧɤɰɿɸ u ɱɟɪɟɡ  ɿ , ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 

ɞɚɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ: 

       . 

 

7. Ʌɿɧɿɣɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ.     

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ, ɹɤɳɨ 

ɜɨɧɨ ɥɿɧɿɣɧɟ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ   ɬɚ ʀʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ  , ɬɨɛɬɨ ɦɚє 

ɜɢɝɥɹɞ: 
 

                                                   .                                    (8) 

 

ȼɜɚɠɚєɦɨ, ɳɨ ɮɭɧɤɰɿʀ  ɿ  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɩɪɢ a < x < b.  

         ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɪɿɜɧɹɧɧɹ ;   є ɥɿɧɿɣɧɢɦɢ. 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ;  ɧɟ є ɥɿɧɿɣɧɢɦɢ (ɱɨɦɭ?). 

əɤɳɨ ɩɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɧɟ ɞɨɪɿɜɧɸє ɬɨɬɨɠɧɨ ɧɭɥɸ, 

ɬɨ ɰɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ. əɤɳɨ ɠ  

, ɬɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɦɟɬɨɞɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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Ɇɟɬɨɞ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɥɿɧɿɣɧɟ ɨɞɧɨɪɿɞɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

, ɹɤɟ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɦɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɦɭ ɪɿɜɧɹɧɧɸ 

(8). ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɛɭɞɟ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɦ ɥɿɧɿɣɧɢɦ 

ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɦɭ  . 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ  – ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. 

Зɧɚɣɞɟɦɨ ɣɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ. 

;     ; 

         
;          ,                          (9) 

ɞɟ С – ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɫɬɚɥɚ ɿ . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɨɤ (9) є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. Ⱥ 

ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɲɭɤɚєɦɨ ɦɟɬɨɞɨɦ ɜɚɪɿɚɰɿʀ 

ɞɨɜɿɥɶɧɨʀ ɫɬɚɥɨʀ (ɦɟɬɨɞɨɦ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ). Ɍɨɛɬɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

(8) ɦɚє ɬɨɣ ɠɟ ɜɢɝɥɹɞ, ɳɨ ɿ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ (9), ɚɥɟ ɡɚɦɿɫɬɶ ɞɨɜɿɥɶɧɨʀ ɫɬɚɥɨʀ 

ɪɨɡɝɥɹɞɚєɬɶɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ С(ɯ), ɬɨɛɬɨ ɜɜɚɠɚєɬɶɫɹ, ɳɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 

                                                            .                                   (10) 

 

Зɧɚɣɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ . Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɜɢɪɚɡ (10) ɩɿɞɫɬɚɜɥɹєɦɨ ɭ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) 

, 

. 

 

Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ  ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɡ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  
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Зɜɿɞɫɢ, ɩɪɨɿɧɬɟɝɪɭɜɚɜɲɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ C(x). 

         Ɍɨɞɿ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ (10) ɧɚɛɭɜɚє ɜɢɝɥɹɞɭ: 

 

                                         
.                         (11) 

 

Ⱦɿɣɫɧɨ, ɜɢɪɚɡ (11) є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɩɪɢ ɞɨɜɿɥɶɧɨɦɭ С. ɐɟ 

ɜɢɩɥɢɜɚє ɿɡ ɩɨɩɟɪɟɞɧɿɯ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɶ. Ɇɨɠɧɚ ɩɨɤɚɡɚɬɢ, ɳɨ ɞɨɜɿɥɶɧɢɣ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ (11) ɩɪɢ ɞɟɹɤɨɦɭ ɡɧɚɱɟɧɧɿ 

ɫɬɚɥɨʀ С. 

Зɚɭɜɚɠɟɧɧɹ. ɉɟɪɟɩɢɲɟɦɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ (11) ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ: 

 

. 

 

Ɍɨɞɿ ɦɨɠɧɚ ɡɪɨɛɢɬɢ ɜɢɫɧɨɜɨɤ, ɳɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 

ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɨɪɿɜɧɸє ɫɭɦɿ ɞɜɨɯ ɞɨɞɚɧɤɿɜ, ɡ ɹɤɢɯ ɩɟɪɲɢɣ 

ɞɨɞɚɧɨɤ  є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɚ ɞɪɭɝɢɣ ɞɨɞɚɧɨɤ є ɱɚɫɬɢɧɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɚɧɨɝɨ 

ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (ɨɞɟɪɠɭєɦɨ ɡ (11) ɩɪɢ ). 

 

Ɇɟɬɨɞ Ȼɟɪɧɭɥɥɿ. Ɋɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɲɭɤɚєɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɞɨɛɭɬɤɭ 

ɞɜɨɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɬɨɛɬɨ 

 

                                                       .                                          (12) 

 

ȼ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ 

ɞɜɨɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɮɭɧɤɰɿɣ  ɿ . 

ɉɿɞɫɬɚɜɢɦɨ ɜɢɪɚɡ (12) ɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8): 
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; . 

 

ɍ ɥɿɜɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɨɫɬɚɧɧɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɝɪɭɩɭєɦɨ ɩɟɪɲɢɣ ɿ ɬɪɟɬɿɣ 

ɞɨɞɚɧɤɢ ɚɛɨ ɞɪɭɝɢɣ ɿ ɬɪɟɬɿɣ. ȼɢɧɨɫɢɦɨ ɫɩɿɥɶɧɢɣ ɦɧɨɠɧɢɤ ɡɚ ɞɭɠɤɢ. 

 

                               .                           (13) 

 

ȼɢɛɢɪɚєɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ Я(ɯ) ɬɚɤ, ɳɨɛ: 

. 

 

ɐɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. Зɧɚɯɨɞɢɦɨ  

. 

 

ɉɪɨɿɧɬɟɝɪɭɜɚɜɲɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ:  

 

   , 

ɚɛɨ                                ,    . 

 

ȼɢɛɢɪɚєɦɨ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ɮɭɧɤɰɿʀ Я(ɯ), ɬɨɛɬɨ ɜɿɡɶɦɟɦɨ  

 

. 

 

ɉɿɞɫɬɚɜɥɹєɦɨ Я(ɯ) ɭ (13) ɿ ɨɬɪɢɦɭєɦɨ: 

 

. 
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ɐɟ ɬɟɠ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. Зɜɿɞɫɢ ɡɧɚɣɞɟɦɨ 

ɮɭɧɤɰɿɸ : 

 

, . 

 

Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿʀ u(ɯ) ɿ v(ɯ) ɡɧɚɣɞɟɧɨ, ɩɟɪɟɦɧɨɠɢɜɲɢ ʀɯ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ 

ɪɨɡɜ'ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) 
 

. 

 

Ɉɞɟɪɠɚɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɡ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ (11), ɳɨ ɛɭɜ ɡɧɚɣɞɟɧɢɣ 

ɡɚ ɦɟɬɨɞɨɦ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. 

Зɚɭɜɚɠɟɧɧɹ. ɉɪɢ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɿ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8) ɦɨɠɧɚ 

ɤɨɪɢɫɬɭɜɚɬɢɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɸ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ (11), ɚɥɟ ɞɨɰɿɥɶɧɿɲɟ 

ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ, ɤɨɪɢɫɬɭɸɱɢɫɶ ɦɟɬɨɞɨɦ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɚɛɨ 

ɦɟɬɨɞɨɦ Ȼɟɪɧɭɥɥɿ.  

 

8. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜ ɩɨɜɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚɯ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɭ ɮɨɪɦɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  : 

 

                                    .                                (14) 

 

ȼ ɞɟɹɤɢɯ ɜɢɩɚɞɤɚɯ ɥɿɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  є 

ɩɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ  ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ D, 

ɬɨɛɬɨ . Ɋɿɜɧɹɧɧɹ (14) ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɜ ɩɨɜɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɚɯ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D, ɹɤɳɨ ɣɨɝɨ ɥɿɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ є 
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ɩɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ ɞɟɹɤɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɉɬɠɟ, ɪɿɜɧɹɧɧɹ (14) ɡɚɩɢɲɟɬɶɫɹ ɭ 

ɜɢɝɥɹɞɿ: . 

ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿʀ M(x,y) ɿ N(x,y), ɚ ɬɚɤɨɠ ʀɯ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ,  

ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D. ȼ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɦɭ ɚɧɚɥɿɡɿ ɞɨɜɨɞɢɬɶɫɹ, ɳɨ ɞɥɹ ɬɨɝɨ, 

ɳɨɛ ɜɢɪɚɡ    ɛɭɜ ɩɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ, ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɿ 

ɞɨɫɬɚɬɧɶɨ, ɳɨɛ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D ɜɢɤɨɧɭɜɚɥɚɫɶ ɭɦɨɜɚ: 

 

                                                    
.                             (15) 

 

ȾɂɎȿɊȿɇɐȱȺɅЬɇȱ Ɋȱȼɇəɇɇə ȼɂɓɂɏ ɉɈɊəȾɄȱȼ 

9. Ɂɚɝɚɥьɧɿ ɩɨɧɹɬɬɹ. ɇɚɝɚɞɚєɦɨ, ɳɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ n-

ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜ ɡɚɝɚɥɶɧɿɣ ɮɨɪɦɿ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ  

 

                                        
( )( , , , , , ) 0nF x y y y y   ,                               (16) 

 

ɹɤɟ ɡɜ’ɹɡɭє ɧɟɡɚɥɟɠɧɭ ɡɦɿɧɧɭ ɯ ( x  (a,b) ), ɲɭɤɚɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ y(x) ɬɚ ʀʀ 

ɩɨɯɿɞɧɿ  ɞɨ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜɤɥɸɱɧɨ. Ʉɨɠɧɟ ȾɊ, ɩɨɪɹɞɨɤ ɹɤɨɝɨ ɜɢɳɟ ɩɟɪɲɨɝɨ, 

ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ȾɊ ɜɢɳɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

əɤɳɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (16) ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɫɬɚɪɲɨʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ, ɬɨ 

ɣɨɝɨ ɡɚɩɢɫɭɸɬɶ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ : 

 

                             .             (17) 

 

Ɍɚɤɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚɸɬь ȾɊ ɩɨɪɹɞɤɭ n, ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɢɦ ɜɿɞɧɨсɧɨ 

ɩɨɯɿɞɧɨʀ; ɚɛɨ ɝɨɜɨɪɹɬь, ɳɨ ɜɨɧɨ ɡɚɩɢсɚɧɨ ɜ ɧɨɪɦɚɥьɧɿɣ ɮɨɪɦɿ. 

ɇɚɞɚɥɿ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢɦɟɦɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ (17). 

( , ) 0dU x y 

y

M




x

N




( , ) ( , )M x y dx N x y dy

x

N

y

M








),,,,,( )1()(  nn yyyyxfy 
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Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17) ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ (a,b) 

ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ɛɭɞь-ɹɤɚ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɿ n ɪɚɡɿɜ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɧɚ ɰьɨɦɭ 

ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ ɮɭɧɤɰɿɹ , ɹɤɳɨ ɜɨɧɚ ɰɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɸє ɜ ɬɨɬɨɠɧɿсɬь 

 

,   x  (a,b). 

 

ɉɪɨɰɟс ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17) 

ɧɚɡɢɜɚɸɬь ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɦ ɰьɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ.   

Зɚɞɚɱɚ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17)  ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɬɨɦɭ, ɳɨɛ ɡɧɚɣɬɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 

  

                                                        ,                                                  (18) 

ɳɨ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ : 

       ( 1) ( 1)

0 0 0,   ,   ,    n ny y y y y y           ɩɪɢ  ݔ =   ଴,                 (19)ݔ

ɞɟ ( 1)

0 0 0 0,   ,   ,   ,   nx y y y    –  ɡɚɞɚɧɿ ɱɢɫɥɚ (ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɞɚɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ (18)).   

ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɨɞɧɭ ɿɡ ɞɨɫɬɚɬɧɿɯ ɭɦɨɜ (ɛɟɡ ɞɨɜɟɞɟɧɧɹ )  ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɿ 
єɞɢɧɨɫɬɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ. 

 

10. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ. əɤɳɨ ɩɪɚɜɚ ɱɚсɬɢɧɚ ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɿ (17) ɮɭɧɤɰɿɹ ɬɚ ʀʀ 

ɱɚсɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɡɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚɦɢ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɜ ɨɛɥɚсɬɿ D, ɬɨ ɞɥɹ ɞɨɜɿɥьɧɨʀ 

ɬɨɱɤɢ ɿɡ ɨɛɥɚсɬɿ D ɿсɧɭє єɞɢɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ (3), ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɣ ɧɚ ɞɟɹɤɨɦɭ 

ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ (ɯ0 - h, x0 + h), ɹɤɢɣ ɡɚɞɨɜɨɥьɧɹє ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ (19). 

ɋɥɿɞ ɜɿɞɦɿɬɢɬɢ, ɳɨ єɞɢɧɿɫɬɶ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɞɥɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ n-ɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ (n > 1) ɧɟ ɨɡɧɚɱɚє, ɳɨ ɱɟɪɟɡ ɞɚɧɭ ɬɨɱɤɭ (x0 , y0) ɩɥɨɳɢɧɢ Ɉɯɭ 

ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɥɢɲɟ ɨɞɧɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɤɪɢɜɚ y = y(x), ɹɤ ɰɟ ɦɚɥɨ ɦɿɫɰɟ ɞɥɹ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜ ɧɨɪɦɚɥɶɧɿɣ ɮɨɪɦɿ.  

Ⱦɥɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɦɢ ɞɚɧɢɦɢ єɞɢɧɿɫɬɶ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɫɥɿɞ ɪɨɡɭɦɿɬɢ ɜ ɬɨɦɭ ɩɥɚɧɿ, ɳɨ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ 

( ) ( 1)( ) ( , ( ), ( ), , ( ))n nx f x x x x    

( )y y x
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 ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ єɞɢɧɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɤɪɢɜɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɞɨɬɢɱɧɚ ɞɨ ɹɤɨʀ 

ɦɚє ɞɟɹɤɢɣ ɤɭɬɨɜɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ. ɉɪɨɬɟ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ  ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɳɟ 

ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɚ ɦɧɨɠɢɧɚ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɯ ɤɪɢɜɢɯ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɿɧɲɢɦ ɧɚɯɢɥɨɦ 

ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ.  

 

11. ɉɨɧɹɬɬɹ ɩɪɨ ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɿ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17) 

ɇɟɯɚɣ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɞɟɹɤɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ  ɡɦɿɧɢ ɡɦɿɧɧɢɯ ɦɚє ɦɿɫɰɟ 

ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɿ єɞɢɧɿɫɬɶ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɭɦɨɜɢ 

ɬɟɨɪɟɦɢ Ʉɨɲɿ. 

Фɭɧɤɰɿɹ  

                                          
1 2 ( , , , , )ny x C C C ,                                     (20) 

 

ɳɨ ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɨɛɥɚсɬɿ ɡɦɿɧɢ ɡɦɿɧɧɢɯ ɿ ɦɚє ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɱɚсɬɢɧɧɿ 

ɩɨɯɿɞɧɿ ɡɚ ɯ ɞɨ ɩɨɪɹɞɤɭ n ɜɤɥɸɱɧɨ, ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ɡɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17) ɜ ɨɛɥɚсɬɿ , ɹɤɳɨ : 

1) сɢсɬɟɦɭ ɪɿɜɧɹɧь 

 

                                          

1 2

1 2

( 1) ( 1)

1 2

( , , , , )

( , , , , )

                   ..

( , , , , )

n

n

n n
n

y x C C C

y x C C C

y x C C C




 

 
  


 

                             (21) 

ɜ ɨɛɥɚсɬɿ D  ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɜɿɞɧɨсɧɨ ɞɨɜɿɥьɧɢɯ сɬɚɥɢɯ ɬɚɤ, ɳɨ ɦɢ 

ɦɚєɦɨ  

                      

                                         ( 1)( , , , , , )n
i iC x y y y y    ,                            (22) 

 

2) ɮɭɧɤɰɿɹ (20) є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17) ɩɪɢ ɜсɿɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ 

ɞɨɜɿɥьɧɢɯ сɬɚɥɢɯ 
1 2, , , nC C C  , ɹɤɿ  ɡɚɞɚɸɬьсɹ ɮɨɪɦɭɥɚɦɢ (22), ɤɨɥɢ ɬɨɱɤɚ 

0 0 2( , )x y R

0 0( , )x y
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( 1)( , , , , , )nx y y y y D   .  

               

Зɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ (20) ɦɿɫɬɢɬɶ ɜ ɫɨɛɿ ɜɫɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17) ɡ 

ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɦɢ ɞɚɧɢɦɢ ɡ ɨɛɥɚɫɬɿ .  

Зɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ (20), ɡɚɩɢсɚɧɢɣ ɜ ɧɟɹɜɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ  

    

Ф ( ɯ, ɭ, С1 , С2, ... , Сn ) = 0, 

 

ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ɡɚɝɚɥьɧɢɦ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɰьɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (17) ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ɱɚсɬɢɧɧɢɦ, ɹɤɳɨ ɜ ɤɨɠɧɿɣ 

ɬɨɱɰɿ ɡɛɟɪɿɝɚєɬьсɹ єɞɢɧɿсɬь ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ. 

Ʉɨɠɟɧ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɳɨ ɨɞɟɪɠɭєɬɶɫɹ ɿɡ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ (17) ɩɪɢ 

ɞɨɩɭɫɬɢɦɢɯ ɱɢɫɥɨɜɢɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ ɞɨɜɿɥɶɧɢɯ ɫɬɚɥɢɯ, є ɱɚсɬɢɧɧɢɦ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ. 

12. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. ɋɟɪɟɞ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɜɢɳɢɯ ɩɨɪɹɞɤɿɜ ɜɚɠɥɢɜɟ ɦɿɫɰɟ ɡɚɣɦɚɸɬɶ ȾɊ 

ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɹɤɿ ɜ ɡɚɝɚɥɶɧɿɣ ɮɨɪɦɿ ɦɚɸɬɶ ɜɢɝɥɹɞ : 

 

                                                   ( , , , ) 0F x y y y   .                  (23) 

 

Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦɿɫɬ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɬɚ ɣɨɝɨ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ. 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ (23) ɡɚɜɠɞɢ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ : 

 

                

,                              (24) 0)))(1(
))(1(

,,,( 2/32

2/32



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 y
y

y
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ɞɟ   
3

2 2(1 ( ) )

y

y




 –  ɤɪɢɜɢɡɧɚ ɤɪɢɜɨʀ    y = y(x)  ɜ ɬɨɱɰɿ   (x, y). 

З ɪɿɜɧɹɧɧɹ (24) ɜɢɬɿɤɚє, ɳɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ ɜɢɪɚɠɚє ɡɚɥɟɠɧɿсɬь ɦɿɠ 

ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ ɬɨɱɤɢ, ɧɚɯɢɥɨɦ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɞɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥьɧɨʀ ɤɪɢɜɨʀ ɿ 

ɤɪɢɜɢɡɧɨɸ ɤɪɢɜɨʀ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ.  

 

13. Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɳɨ ɞɨɩɭɫɤɚɸɬь ɡɧɢɠɟɧɧɹ ɩɨɪɹɞɤɭ 

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ, ɳɨ ɞɨɩɭɫɤɚɸɬь 

ɡɧɢɠɟɧɧɹ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

Ɉɞɧɢɦ ɿɡ ɦɟɬɨɞɿɜ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧь ɞɪɭɝɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ є ɡɚɦɿɧɚ ɡɦɿɧɧɨʀ, ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɹɤɨʀ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɡɜɨɞɢɬьсɹ ɞɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

Ɍɚɤɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚєɬьсɹ ɡɧɢɠɟɧɧɹɦ 

ɩɨɪɹɞɤɭ. 

ȼɢɩɚɞɨɤ ȱ. Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɞɭ ( )y f x  , ɹɤɟ ɧɟ ɦɿсɬɢɬь ɜ ɹɜɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ y  ɬɚ ʀʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ y , ɲɥɹɯɨɦ ɡɚɦɿɧɢ ( )y z x  , ɩɪɢ ɰьɨɦɭ 

( )y z x  , ɩɟɪɟɬɜɨɪɸєɬьсɹ ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ( ) ( )z x f x   ɡ 

ɲɭɤɚɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ( )z x . ɉɪɨɿɧɬɟɝɪɭɜɚɜɲɢ ɣɨɝɨ, ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ : 

1( ) ( )z x f x dx C  . Ɉɫɤɿɥɶɤɢ  ( )z x y , ɬɨ   1( )y f x dx C   . 

Зɜɿɞɫɢ 1 2( ( ) )y f x dx dx C x C    ,  ɞɟ  С1, С2 – ɞɨɜɿɥɶɧɿ ɫɬɚɥɿ. 

ȼɢɩɚɞɨɤ ȱȱ.      ( , , ) 0F x y y     ( ( , )y f x y   ) .  

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɧɟ ɦɿсɬɢɬь ɜ ɹɜɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ y . Зɧɢɠɟɧɧɹ 

ɩɨɪɹɞɤɭ ɞɨсɹɝɚєɬьсɹ ɲɥɹɯɨɦ ɡɚɦɿɧɢ ɡɦɿɧɧɨʀ, ɹɤ ɿ ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ І, ɬɨɛɬɨ 

( )z x y . Ɍɨɞɿ z y   ɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɜɿɞɧɨɫɧɨ ( )z x :  ( , , ) 0F x z z   ( ( , )z f x z   ). Ɋɨɡɜ’ɹɡɭɸɱɢ ɣɨɝɨ, ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ:  
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1( , )z x C . ɉɨɜɟɪɬɚɸɱɢɫɶ ɞɨ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ ( )z x y , ɨɞɟɪɠɢɦɨ: 

),( 1Cxy  . ɉɪɨɿɧɬɟɝɪɭɜɚɜɲɢ ɹɤɟ, ɦɚєɦɨ ɲɭɤɚɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ : 

 

                 21),( CdxCxy  , 

ɞɟ  С1, С2 – ɞɨɜɿɥɶɧɿ ɫɬɚɥɿ. 

ȼɢɩɚɞɨɤ ȱȱȱ. ( , , ) 0F y y y   , ( ( , ))y f y y  . Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɧɟ ɦɿсɬɢɬь ɜ 

ɹɜɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɧɟɡɚɥɟɠɧɭ ɡɦɿɧɧɭ. Зɧɢɠɟɧɧɹ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜ ɰɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ 

ɞɨɫɹɝɚєɬɶɫɹ ɲɥɹɯɨɦ ɡɚɦɿɧɢ   z(y) =y  .  

ɋɥɿɞ ɡɜɟɪɧɭɬɢ ɭɜɚɝɭ, ɳɨ ɧɨɜɚ ɧɟɜɿɞɨɦɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  z  є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɫɬɚɪɨʀ 

ɧɟɜɿɞɨɦɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  y . Ɍɨɦɭ   

 

               

dy dz dz dy
y z z

dx dx dy dx


       . 

ɉɿɞɫɬɚɜɥɹɸɱɢ ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɪɚɡɢ ɞɥɹ  y  ɿ  y , ɦɚєɦɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 1-ɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ ɜɿɞɧɨɫɧɨ z , ɹɤ ɮɭɧɤɰɿʀ   y: 

 

                  ( , , ) 0F y z z z    ( ( , )z z f y z   ). 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɭɸɱɢ ɣɨɝɨ, ɨɞɟɪɠɢɦɨ  
1( , )z y C . Ɉɫɤɿɥɶɤɢ z dy dx , ɬɨ 

1( , )dy dx y C . ɐɟ ȾɊ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. ȼɿɞɨɤɪɟɦɥɸɸɱɢ 

ɡɦɿɧɧɿ, ɦɚєɦɨ 
1( , )dy y C dx  . 

Зɜɿɞɫɢ  

        
2

1( , )

dy
x C

y C
  , 

ɞɟ С1  ɿ С2  - ɞɨɜɿɥɶɧɿ ɫɬɚɥɿ.  

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɳɢɯ  ɩɨɪɹɞɤɿɜ, ɳɨ ɞɨɩɭɫɤɚɸɬь 

ɡɧɢɠɟɧɧɹ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɉɨɤɚɠɟɦɨ, ɳɨ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ ɩɨɩɟɪɟɞɧɶɨɝɨ ɩɭɧɤɬɭ ɦɨɠɧɚ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ  

ɞɨ ɪɿɜɧɹɧɶ, ɩɨɪɹɞɨɤ ɹɤɢɯ n >2 .  
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1.  Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɬɢɩɭ  

                                                      ,                                                (25) 

ɞɟ f(x) - ɮɭɧɤɰɿɹ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɜ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ (a,b), ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬьсɹ ɩɨсɥɿɞɨɜɧɢɦ 

ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹɦ, ɨсɤɿɥьɤɢ ɤɨɠɧɟ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɡɧɢɠɭє ɩɨɪɹɞɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚ 

ɨɞɢɧɢɰɸ. Ⱦɿɣɫɧɨ, ɨɫɤɿɥɶɤɢ  , ɬɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (25) ɦɨɠɧɚ 

ɩɟɪɟɩɢɫɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ     

                                                         .                                        (26) 

Зɜɿɞɫɢ     

                                                  
 .                                    (27) 

ȼɱɢɧɢɦɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ (27) ɬɚɤ ɫɚɦɨ, ɹɤ ɡ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ (26), ɛɭɞɟɦɨ ɦɚɬɢ 

 

.
 

ɉɨɬɿɦ ɡɧɚɣɞɟɦɨ 

 

, 

                                         .  .  .               .  .  .                  .  .  .   

. 

 

ɇɚɪɟɲɬɿ, ɨɞɟɪɠɢɦɨ 

 

. 

 

ɐɟ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (25) ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D:   

< < , < ,  < ,  . . .  ,   < . 

 

( ) ( )ny f x

( ) ( 1)( )n ny y  

( 1)( ) ( )ny f x  

( 1)

1( )ny f x dx C  

( 2)

1 2( )ny f x dxdx C x C   

( 3) 2

1 2 3( ) 2ny f x dxdxdx C x C x C     

2 3

1 2 1... ( ) ... ( 2)! ( 3)! ...n n
ny f x dxdx dx C x n C x n C 
        

1 2

1 2 1... ( ) ... ( 1)! ( 2)! ...n n
n ny f x dxdx dx C x n C x n C x C 
        

a x b y  y  ( 1)ny  
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2. Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ  

 

                                                                                              (28) 

 

ɡɜɨɞɢɬьсɹ ɞɨ  ȾɊ 1-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

 

                                                      ,                                                (29) 

 

ɹɤɳɨ ɡɪɨɛɢɬɢ ɡɚɦɿɧɭ   ). 

ɚ) ɉɪɢɩɭɫɬɢɦɨ, ɳɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (29) ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬɶɫɹ ɜɿɞɧɨɫɧɨ z, ɬɨɞɿ 

ɦɚɬɢɦɟɦɨ ( )
dz

z
dx

 , ɡɜɿɞɫɢ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ 

 

                                                      
1

( )

dz
x C

z
    ,                                         (30) 

 

ɿ ɹɤɳɨ ɡ (30) ɡɧɚɣɞɟɦɨ z, ɬɨ ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ    

                       ɚɛɨ    , 

ɬɨɛɬɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɢɩɭ 1. 

əɤɳɨ (30) ɧɟ ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬɶɫɹ ɜɿɞɧɨɫɧɨ  z, ɬɨ ɪɨɡɝɥɹɞɚєɦɨ z ɹɤ ɩɚɪɚɦɟɬɪ.  

Ɍɨɞɿ   

( 2) ( 1)

( )

n n zdz
dy y dx zdx

z
    . 

Зɜɿɞɫɢ    

( 2)

2 2( )
( )

n zdz
y C z C

z



    

. 

 

Ɍɟɩɟɪ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨ  ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ  ) 
 ɿ   ɬ. ɞ. 

( 1) ( )( , ) 0n nF y y 

( , ) 0F z z 

( 1)nz y 

1( , )z x C ( 1)

1( , )ny x C 

( 3)ny 
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ɛ) əɤɳɨ (29) ɪɨɡɜ’ɹɡɭєɬɶɫɹ ɜ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɹɯ ɜɿɞɧɨɫɧɨ  z, 

ɬɨɛɬɨ  , ɬɨ  ɩɨɤɥɚɞɟɦɨ    ɿ  ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ . З ɨɞɧɿєʀ 

ɫɬɨɪɨɧɢ dz dx , ɚ ɡ ɿɧɲɨʀ  ( )dz d   , ɡɜɿɞɫɢ    

 

                                ( )
dx d

  



       ,   
1

( )
C x d

  



                            (31) 

 

əɤɳɨ ɦɨɠɥɢɜɨ, ɬɨ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ) ɿ . 

Зɧɨɜɭ ɩɪɢɯɨɞɢɦɨ ɞɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɢɩɭ 1. 

əɤɳɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (31) ɧɟ ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ  , ɬɨ ɞɿɫɬɚєɦɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ:  

 

( 2) ( 1) ( )
( ) ( )n n d

dy y dx z d
      
 

  
   . 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ, ɹɤɿ  ɧɟ  ɦɿсɬɹɬь ɜ ɹɜɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɧɟɡɚɥɟɠɧɭ ɡɦɿɧɧɭ, ɬɨɛɬɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ , ɞɨɩɭсɤɚɸɬь ɡɧɢɠɟɧɧɹ ɩɨɪɹɞɤɭ ɧɚ 

ɨɞɢɧɢɰɸ, ɹɤɳɨ ɡɚ ɧɟɡɚɥɟɠɧɭ ɡɦɿɧɧɭ ɜɡɹɬɢ  ɮɭɧɤɰɿɸ  y, ɚ ɡɚ ɧɨɜɭ ɲɭɤɚɧɭ 

ɮɭɧɤɰɿɸ ɜɡɹɬɢ   .  

Ⱦɿɣɫɧɨ, ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɢɥɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ ɫɤɥɚɞɟɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ,  

ɨɞɟɪɠɢɦɨ:   

dy dz dz dy dz
y z

dx dx dy dx dy


      ,  

22

2

dy d dz d dz dy d z dz
y z z z z

dx dx dy dy dy dx dy dy

                         
 ɿ   ɬ. ɞ. 

ɇɚɪɟɲɬɿ ɨɞɟɪɠɢɦɨ 

 

1
( )

1
, ,...,

n
n

n

dz d z
y z

dy dy






 
  

 
  . 

( )z z  z   ( )z  

1( , )x C  1 1( ) ( , )z x C   

( )( , ,..., ) 0nF y y y 

( ) ( )z y y x
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Ɍɨɛɬɨ, ɤɨɠɧɚ ɩɨɯɿɞɧɚ ɜɿɞ  y  ɡɚ  x  ɩɨɪɹɞɤɭ  m  (1 m  n)  ɜɢɪɚɠɚєɬɶɫɹ 

ɱɟɪɟɡ ɩɨɯɿɞɧɿ ɜɿɞ  z  ɡɚ  y  ɩɨɪɹɞɤɭ ɧɟ ɜɢɳɟ . ɉɿɞɫɬɚɜɥɹɸɱɢ ʀɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 

ɜ ɞɚɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɧɨɜɨʀ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  z  ȾɊ ɩɨɪɹɞɤɭ  

:        

  

. 

 

əɤɳɨ ɰɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɿɧɬɟɝɪɭɜɚɬɢ  ɿ   – 

ɫɭɤɭɩɧɿɫɬɶ ɣɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ, ɬɨ ɞɥɹ  ɨɞɟɪɠɚɧɧɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɞɚɧɨɝɨ ȾɊ 

ɡɚɥɢɲɚєɬɶɫɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ȾɊ  1-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ . 

 

14. Ʌɿɧɿɣɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ n-ɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

Ɂɚɝɚɥьɧɿ ɩɨɧɹɬɬɹ. əɤɳɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ  

ɥɿɧɿɣɧɨ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  ɬɚ ʀʀ ɩɨɯɿɞɧɢɯ , ɬɨ 

ɜɨɧɨ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ. 

Ɉɬɠɟ, ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ 

 

 

 

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

ȼɜɚɠɚєɬɶɫɹ, ɳɨ . 

Ɏɭɧɤɰɿʀ  ɧɚɡɢɜɚɸɬɶɫɹ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 

Ⱦɥɹ ɬɢɯ , ɞɟ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ ɟɤɜɿɜɚɥɟɧɬɧɨɝɨ 

ɲɥɹɯɨɦ ɞɿɥɟɧɧɹ ɧɚ ɚ0(ɯ), ɬɨɞɿ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 

 

                        .                 (32) 

1m

1n 

( 1) ( 1)

1( , , ,..., ) 0n nF y z dz dy d z dy  

1 2 1( , , , ,... ) 0ny z C C C  

1 2 1( , , , ,... ) 0ny y C C C  

( )( , , ,... ) 0nF x y y y 

( )y x ( ), ,... ny y y 

( ) ( 1)

0 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )n n
n na x y a x y a x y a x y b x
     

0( ) 0a x 

0 1( ), ( ),..., ( )na x a x a x

x
0( ) 0a x 

( ) ( 1)

1 1( ) ... ( ) ( ) ( )n n
n ny P x y P x y P x y g x
     
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ȼɜɚɠɚєɦɨ, ɳɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ , ɚ ɬɚɤɨɠ ɩɪɚɜɚ 

ɱɚɫɬɢɧɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ (a, b). Ɍɨɞɿ ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ  

< < , < < , < < …, < <  

ɪɿɜɧɹɧɧɹ (32) ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɭɦɨɜɢ  ɬɟɨɪɟɦɢ Ʉɨɲɿ. Ⱦɿɣɫɧɨ, ɪɿɜɧɹɧɧɹ (32) 

ɩɟɪɟɩɢɲɟɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

 

. 

 

ɉɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ – ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ, ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ: 

 

,  , …,  

 

ɬɟɠ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɉɬɠɟ, ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɸɬɶɫɹ ɭɦɨɜɢ ɬɟɨɪɟɦɢ Ʉɨɲɿ ɿ ɜ 

ɬɨɱɤɚɯ ɯ ɿɧɬɟɪɜɚɥɭ < <  ɿɫɧɭє єɞɢɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ, ɹɤɢɣ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє 

ɩɨɱɚɬɤɨɜɿ ɭɦɨɜɢ 

 

, , …, . 

 

əɤɳɨ ɩɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (32) , ɬɨ ɜɨɧɨ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ 

ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ (ɚɛɨ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɡ ɩɪɚɜɨɸ 

ɱɚɫɬɢɧɨɸ). 

əɤɳɨ , ɬɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (32) ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ (ɚɛɨ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɛɟɡ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ). 

əɤ ɜɠɟ ɜɿɞɦɿɱɚɥɨɫɶ, ɥɿɧɿɣɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɨɠɭɬɶ ɛɭɬɢ 

ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɦɢ ɦɨɞɟɥɹɦɢ ɪɿɡɧɢɯ ɡɚ ɩɪɢɪɨɞɨɸ ɹɜɢɳ ɿ ɩɪɨɰɟɫɿɜ ɦɟɯɚɧɿɤɢ, 

1 2( ), ( ),..., ( )nP x P x P x

( )g x

a x b  y   y   ( 1)ny   

( ) ( 1)

1 1( ) ( ) ... ( ) ( )n n
n ny g x P x y P x y P x y
     

)(xP
dy

df
n )(1 xP

yd

df
n


)(1)1(
xP

dy

df
n




a x b

0 0( )y x y 0 0( )y x y   ( 1) ( 1)

0 0( )n ny x y 

( ) 0g x 

( ) 0g x 
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ɟɥɟɤɬɪɨɬɟɯɧɿɤɢ, ɛɿɨɥɨɝɿʀ ɿ ɬ. ɩ. Ɉɬɠɟ, ɩɨɫɬɿɣɧɢɣ ɿɧɬɟɪɟɫ ɩɪɚɤɬɢɤɢ ɡ ɨɞɧɿєʀ 

ɫɬɨɪɨɧɢ, ɨɫɨɛɥɢɜɨɫɬɿ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ, ɹɤɿ ɞɨɡɜɨɥɹɸɬɶ ɡɚɝɥɢɛɢɬɢɫɶ ɜ 

ɬɟɨɪɿɸ, ɡ ɿɧɲɨʀ, ɫɩɨɧɭɤɚɥɢ ɪɨɡɜɢɬɨɤ ɬɟɨɪɿʀ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ 

ɪɿɜɧɹɧɶ, ɿ ɜɨɧɢ є ɧɚɣɛɿɥɶɲ ɪɨɡɪɨɛɥɟɧɢɦ ɬɢɩɨɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

Ʌɿɧɿɣɧɿ ɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɥɿɧɿɣɧɟ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

 

                        .                         (33) 

 

ɇɟɯɚɣ ɣɨɝɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ – ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɪɢ < < . 

ȼɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 

Ⱦɥɹ ɡɪɭɱɧɨɫɬɿ ɪɨɡɝɥɹɞɭ ɬɟɨɪɿʀ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɥɿɜɭ 

ɱɚɫɬɢɧɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (33) ɩɨɡɧɚɱɢɦɨ ɱɟɪɟɡ L(y), ɬɨɛɬɨ 

 

                           .                 (34) 

 

Ɉɬɠɟ, L(y) – ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɞɨ ɮɭɧɤɰɿʀ y(ɯ) ɫɭɤɭɩɧɨɫɬɿ 

ɨɩɟɪɚɰɿɣ, ɹɤɿ ɡɞɿɣɫɧɸɸɬɶɫɹ ɜ ɥɿɜɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (33), ɚ ɫɚɦɟ, 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ, ɦɧɨɠɟɧɧɹ ɧɚ ɮɭɧɤɰɿʀ P1(x),…,Pn(x), ɞɨɞɚɜɚɧɧɹ. 

ȼɢɪɚɡ L(y) ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɦ ɨɩɟɪɚɬɨɪɨɦ ɜɿɞ 

ɮɭɧɤɰɿʀ в(ɯ). 

ɋɬɪɭɤɬɭɪɚ ɡɚɝɚɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɪɢɧɰɢɩɨɜɟ ɩɢɬɚɧɧɹ ɬɟɨɪɿʀ ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɯ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ – ɩɨɛɭɞɨɜɭ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. 

Ɇɚє ɦɿɫɰɟ ɨɫɧɨɜɧɚ ɬɟɨɪɟɦɚ ɩɪɨ ɫɬɪɭɤɬɭɪɭ ɡɚɝɚɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ 

ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ Ч-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

( ) ( 1)

1 1( ) ... ( ) ( ) 0n n
n ny P x y P x y P x y
     

a x b

( ) ( 1)

1 1( ) ( ) ... ( ) ( )n n
n nL y y P x y P x y P x y
     
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Ɍɟɨɪɟɦɚ.  əɤɳɨ    ɫɢɫɬɟɦɚ  ɥɿɧɿɣɧɨ ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɯ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (2), ɬɨ ʀɯ ɥɿɧɿɣɧɚ ɤɨɦɛɿɧɚɰɿɹ 

 

                                              ,                          (35) 

 

ɞɟ  – ɞɨɜɿɥɶɧɿ ɫɬɚɥɿ, є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɚɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ. 

Ⱦɨɜɟɞɟɧɧɹ ɛɚɡɭєɬɶɫɹ ɧɚ ɩɨɧɹɬɬɿ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. Ɍɨɛɬɨ, ɬɪɟɛɚ 

ɞɨɜɟɫɬɢ, ɳɨ (35) ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɪɿɜɧɹɧɧɹ (33) ɩɪɢ ɞɨɜɿɥɶɧɢɯ  ɿ 

ɳɨ ɡɚɞɚɧɢɦ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɦ ɭɦɨɜɚɦ ɡɚɜɠɞɢ ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 

ɫɬɚɥɢɯ , ɬɨɛɬɨ (35) ɦɨɠɟ ɨɩɢɫɚɬɢ ɞɨɜɿɥɶɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ. 

ɉɨɤɚɠɟɦɨ, ɳɨ ɡɚ ɞɨɜɿɥɶɧɨ ɡɚɞɚɧɢɦɢ ɩɨɱɚɬɤɨɜɢɦɢ ɭɦɨɜɚɦɢ  

 

,   ,    , 

 

ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ єɞɢɧɭ ɦɧɨɠɢɧɭ ɫɬɚɥɢɯ . 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚєɦɨ ɩɟɪɲɭ ɩɨɱɚɬɤɨɜɭ ɭɦɨɜɭ  

 

. 

 

ɉɪɨɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸєɦɨ (35) ɿ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹєɦɨ ɞɪɭɝɭ ɩɨɱɚɬɤɨɜɭ ɭɦɨɜɭ 

 

, 

ɿ ɬɚɤ ɞɚɥɿ, ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹєɦɨ  ɭɦɨɜɭ  

 

. 

 

1 2,  , ,  ny y y n

1 1 2 2    n ny C y C y C y  

1 2,  , , nC C C

1 2,  , , nC C C

1 2,  , , nC C C

 0 0  y x y  0 01  y x y     ( 1)

0 02 0 0, 1  , ,    n
ny x y y x y
   

1 2,  , , nC C C

     1 1 0 2 2 0 0 0      n nC y x C y x C y x y  

     1 1 0 2 2 0 0 01      n nC y x C y x C y x y  

 1n 

     ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 0 2 2 0 0 0, 1      n n n
n n nC y x C y x C y x y  

  
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Ɉɞɟɪɠɢɦɨ ɫɢɫɬɟɦɭ  ɥɿɧɿɣɧɢɯ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ,  

   . 

     1 1 0 2 2 0 0 01      n nC y x C y x C y x y     , 

   

. 

 

Ⱦɟɬɟɪɦɿɧɚɧɬ ɰɿєʀ ɫɢɫɬɟɦɢ (ɜɪɨɧɫɤɿɚɧ) ɧɟ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɟɜɿ, ɬɨɦɭ ɳɨ   

 ɥɿɧɿɣɧɨ ɧɟɡɚɥɟɠɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ⱥ ɬɚɤɚ ɫɢɫɬɟɦɚ ɦɚє єɞɢɧɢɣ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɜɿɞɧɨɫɧɨ . Ɉɬɠɟ, ɜɢɪɚɡ (35) є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ (33). 

Ʌɿɧɿɣɧɿ ɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡɿ ɫɬɚɥɢɦɢ 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ 

əɤɳɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ଵܲሺݔሻ, ଶܲሺݔሻ, … , �ܲሺݔሻ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ (33) ɫɬɚɥɿ, ɬɨ ɜɨɧɨ 

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɥɿɧɿɣɧɢɦ ɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ ɡɿ ɫɬɚɥɢɦɢ 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ. Ƀɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɬɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ 

 

                             ,                 (36) 

ɞɟ �ଵ, �ଶ, … , �� – ɫɬɚɥɿ. 

Іɡ ɫɬɪɭɤɬɭɪɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (36) ɜɢɬɿɤɚє, ɳɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ 

ɮɭɧɤɰɿɹ, ɩɨɯɿɞɧɿ ɹɤɨʀ є ɩɨɞɿɛɧɢɦɢ (ɜ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɨɦɭ ɪɨɡɭɦɿɧɧɿ) ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ. 

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, , . 

Ɉɬɠɟ, ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (36) ɲɭɤɚєɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ . 

Зɧɚɯɨɞɢɦɨ ɩɨɯɿɞɧɿ , …
( )n n rxy r e . Зɪɨɛɢɦɨ 

ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɭ ɭ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (36). 

  . 

ȼɢɧɨɫɢɦɨ  ɡɚ ɞɭɠɤɢ 

n
1C 2, , nC C

     1 1 0 2 2 0 0 0      n nC y x C y x C y x y  



     ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 0 2 2 0 0 0, 1      n n n
n n nC y x C y x C y x y  

  

1 2,  , ,   ny y y

1 2,  , , nC C C

( ) ( 1) ( 1)

1 2 1 '   0n n n
n ny a y a y a y a y 
    

  bxy ae   y asinbx

  rxy e

  rxy re  2  rxy r e 

1

1 1    0n rx n rx rx rx
n nr e a r e a re a e
   
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           ݁�௫ሺ�� + �ଵ��−ଵ + ⋯ + ��−ଵ� + ��ሻ = Ͳ. 
Ɉɫɤɿɥɶɤɢ 0rxe  , ɬɨ 

                                    .                               (37) 

 

Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ ɛɭɞɟ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (36) ɜ ɬɨɦɭ 

ɜɢɩɚɞɤɭ, ɤɨɥɢ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ r ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɪɿɜɧɹɧɧɹ (36). 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ (37) ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (36). 

ɇɟɯɚɣ ɤɨɪɟɧɿ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɿɣɫɧɿ ɪɿɡɧɿ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɢɩɚɞɨɤ ɪɿɜɧɹɧɶ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ  

 

. 

 

Ƀɨɦɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

. 

əɤɳɨ ɣɨɝɨ ɤɨɪɟɧɿ  ɿ  ɞɿɣɫɧɿ ɪɿɡɧɿ, ɬɨ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɞɜɚ ɪɿɡɧɿ 

ɪɨɡɜ'ɹɡɤɢ   ɿ . Ⱦɨɜɟɞɟɦɨ, ɳɨ ɜɨɧɢ ɭɬɜɨɪɸɸɬɶ 

ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɭ ɫɢɫɬɟɦɭ. 

  = ሺ�ଶ − �ଵሻ݁ሺ�మ+�భሻ௫ ≠ Ͳ. 
 

Ɉɬɠɟ, ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɚɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 

 

                                        .                                  (38) 

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɢɩɚɞɨɤ, ɤɨɥɢ ɫɟɪɟɞ ɤɨɪɟɧɿɜ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ є ɤɪɚɬɧɿ ɤɨɪɟɧɿ. 
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Зɧɨɜɭ ɪɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɿ ɧɟɯɚɣ 

. Ɍɨɞɿ ɨɞɟɪɠɭєɦɨ ɨɞɢɧ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ . Зɧɚɣɞɟɦɨ 

ɞɪɭɝɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ. 

ɉɪɢ , . 

Ɍɨɞɿ, 

,   
. 

 

Ɋɨɡɞɿɥɢɦɨ ɥɿɜɭ ɿ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɢ ɧɚ , , ɞɟ ܥ = �ሺݔ଴ሻ. Ɍɨɞɿ ɜ ɥɿɜɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ ɞɪɨɛɭ . 

Зɿɧɬɟɝɪɭɜɚɜɲɢ ɰɟɣ ɜɢɪɚɡ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ . ȼɢɛɢɪɚєɦɨ 

ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɣ ɜɢɩɚɞɨɤ  , . Ɉɬɠɟ, . 

Ɏɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɚ ɫɢɫɬɟɦɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɤɪɚɬɧɢɯ ɤɨɪɟɧɿɜ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 

     . 

Ɍɨɞɿ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

              

ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ, ɤɨɥɢ , ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 

 

                                                .                           (39) 

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɢɩɚɞɨɤ, ɤɨɥɢ ɫɟɪɟɞ ɤɨɪɟɧɿɜ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ є ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ. ɋɩɨɱɚɬɤɭ ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɥɹ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. Ʉɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ �ଵ ɿ �ଶ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

 ɞɿɣɫɧɿ ɱɢɫɥɚ. 
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ȼ ɤɭɪɫɿ ɜɢɳɨʀ ɚɥɝɟɛɪɢ ɞɨɜɨɞɢɬɶɫɹ, ɳɨ ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɿ ɡ ɞɿɣɫɧɢɦɢ ɤɨɟɮɿɰɿ-

єɧɬɚɦɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɤɨɪɟɧɿ ɡɚɜɠɞɢ ɫɩɪɹɠɟɧɿ, ɬɨɛɬɨ, ɤɨɥɢ  –  ɤɨɪɿɧɶ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɬɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ  ɬɟɠ є ɤɨɪɟɧɟɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɿєʀ ɠ 

ɤɪɚɬɧɨɫɬɿ, ɳɨ ɿ  . 

Ɉɬɠɟ, ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɤɨɪɟɧɹɦɢ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɛɭɞɭɬɶ ɱɢɫɥɚ  

, . 

Ɍɨɞɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɚɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  

ɛɭɞɭɬɶ ɮɭɧɤɰɿʀ , . ɋɤɨɪɢɫɬɚɜɲɢɫɶ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 

ȿɣɥɟɪɚ , ɮɭɧɤɰɿʀ  ɿ  ɩɨɞɚɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ: 

 

,   . 

 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɨɡɧɚɱɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ  ɿ  ɞɿɣɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɯ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ 

ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɫɭɦɢ ɞɿɣɫɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ  ɬɚ ɭɹɜɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ  
  
  

 + . 

Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿʀ 

,  ,  ,  

 

 

є ɱɚɫɬɢɧɧɢɦɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɚɦɢ ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɪɭɝɨɝɨ 

ɩɨɪɹɞɤɭ. 

ɋɟɪɟɞ ɰɢɯ ɱɨɬɢɪɶɨɯ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɥɿɧɿɣɧɨ ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɦɢ є ɬɚɤɿ ɩɚɪɢ:  

ɿ ,  ɿ ,  ɿ . Ⱦɨɜɟɞɟɦɨ ɥɿɧɿɣɧɭ ɧɟɡɚɥɟɠɧɿɫɬɶ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, 

ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ  ɿ . 

 

i 

i 

i 

1r i   2r i  

1 2'' '    0y a y a y  

xiey
)(

1
~  xiey

)(

2
~ 

 sincos ie i  1
~y 2

~y

 xixey x  sincos~
1   xixey x  sincos~

2 

1
~y 2

~y

 U x  V x

 U x  iV x

xey x  cos~
11  xey x  sin~

12  xey x  cos~
21 

xey x  sin~
22 

11
~y

12
~y 21

~y 22
~y 11

~y 22
~y

11
~y 12

~y



56 

 

        , 

 

ɬɨɦɭ ɳɨ . 

Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɨɸ ɫɢɫɬɟɦɨɸ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

 ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɤɨɪɟɧɿɜ є ɮɭɧɤɰɿʀ 

 

,   . 

 

Ɍɨɞɿ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɚɬɢɦɟ ɜɢɝɥɹɞ 

 

                             .                         (40) 

 

15. Ʌɿɧɿɣɧɿ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (ɅɇȾɊ) 

ɋɬɪɭɤɬɭɪɚ ɡɚɝɚɥьɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ. əɤ ɭɠɟ ɜɿɞɦɿɱɚɥɨɫɶ, ɥɿɧɿɣɧɢɦ  

ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦ ȾɊ –ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɥɹɞɭ: 

 

   .        (41) 

 

əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ , ɹɤɚ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɜɿɥɶɧɢɦ ɱɥɟɧɨɦ, ɜɿɞɦɿɧɧɚ ɜɿɞ 

ɬɨɬɨɠɧɨɝɨ ɧɭɥɹ ɜ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ . 

əɤɳɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɬɿ, ɳɨ ɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ , 

ɬɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɦ ɞɚɧɨɦɭ 

ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɦɭ ɪɿɜɧɹɧɧɸ. 

ɇɟɩɟɪɟɪɜɧɿɫɬɶ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɹɤɿ є ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (41) 

 ɿ ɜɿɥɶɧɨɝɨ ɱɥɟɧɚ  ɧɚ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ  ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє 

ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɬɚ єɞɢɧɿɫɬɶ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɡ ɞɨɜɿɥɶɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ 
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 ɩɪɢ  ɤɨɠɧɨɦɭ . 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɬɟɨɪɟɦɭ ɩɪɨ ɫɬɪɭɤɬɭɪɭ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɅɇȾɊ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ. əɤɳɨ  – ɰɟ ɹɤɢɣ-ɧɟɛɭɞɶ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

(41) ɿ ɹɤɳɨ 

 

є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ , ɬɨ 

ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ (41) ɞɨɪɿɜɧɸє ɫɭɦɿ ɱɚɫɬɢɧɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ 

ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɿ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ: 

                                                                                                          (42) 

ɚɛɨ 

. 

 

ɉɪɢɧɰɢɩ ɫɭɩɟɪɩɨɡɢɰɿʀ 

ɋɭɬɶ ɩɪɢɧɰɢɩɭ ɫɭɩɟɪɩɨɡɢɰɿʀ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɪɨɡɤɪɢɜɚє ɬɚɤɚ ɬɟɨɪɟɦɚ. 

Ɍɟɨɪɟɦɚ. əɤɳɨ  ɿ  – ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  

ɿ  ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ , ɬɨ  – ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

 ɜ ɬɿɣ ɠɟ ɨɛɥɚɫɬɿ. 

Ⱦɨɜɟɞɟɧɧɹ ɜɢɩɥɢɜɚє ɿɡ ɜɿɞɧɨɲɟɧɶ: ,  ɿ 

ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɚɞɢɬɢɜɧɨɫɬɿ ɨɩɟɪɚɬɨɪɚ : 

 

 . 

Ɇɟɬɨɞ ɜɚɪɿɚɰɿɣ ɞɨɜɿɥьɧɢɯ ɫɬɚɥɢɯ (ɦɟɬɨɞ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ) ɞɥɹ  ɅɇȾɊ 2-

ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

ɇɟɯɚɣ ɞɚɧɨ ɅɇȾɊ 2-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

                            ,                       (43) 
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ɞɟ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ,  ɿ ɩɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ   є ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ ɜɿɞ , 

ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɢɦɢ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ . 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɟ ɣɨɦɭ ɅɈȾɊ 

 

                                         ,                              (44) 

 

ɹɤɳɨ , – ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɚ ɫɢɫɬɟɦɚ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (44), ɬɨ, ɹɤ 

ɜɿɞɨɦɨ, ɣɨɝɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 

                                              ,                                                 (45) 

ɞɟ  ɿ  — ɞɨɜɿɥɶɧɿ ɫɬɚɥɿ. 

ɋɭɬɶ ɿɞɟʀ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɬɨɦɭ, ɳɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ (43) ɲɭɤɚєɦɨ 

ɜ ɬɨɦɭ ɠ ɜɢɝɥɹɞɿ, ɳɨ ɿ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɅɈȾɊ (44), ɬɨɛɬɨ 

ɭ ɮɨɪɦɿ 

                                    ,                                              (46) 

 

ɞɟ  ɿ — ɞɟɹɤɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɡɦɿɧɧɨʀ , ɹɤɿ 

ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɡɧɚɣɬɢ. 

ɉɨɤɚɠɟɦɨ, ɳɨ ɞɚɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɨɠɭɬɶ ɛɭɬɢ ɡɧɚɣɞɟɧɿ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 

ɤɜɚɞɪɚɬɭɪ. 

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹɦ ɨɛɨɯ ɱɚɫɬɢɧ  ɪɿɜɧɨɫɬɿ (46), ɹɤɚ  є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ (43), ɦɚєɦɨ: 

 

                           .                  (47) 

 

ɇɚɦ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɞɜɿ ɮɭɧɤɰɿʀ  ɿ , ɬɨɦɭ ɨɞɧɟ ɿɡ 

ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɶ ɦɿɠ ɧɢɦɢ ɦɨɠɧɚ ɜɡɹɬɢ ɞɨɜɿɥɶɧɢɦ. Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɩɪɢ 

)(xp )(xq )(xf x

);( ba

0)()(  zxqzxpz

1z 2z

2211 zCzCz 

1C 2C

2211 )()( zxCzxCy 

)(1 xC )(2 xC x

22112211 )()()()( zxCzxCzxCzxCy 

)(1 xС )(2 xС
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ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɿ  ɧɟ ɡ’ɹɜɢɥɢɫɹ ɩɨɯɿɞɧɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿɣ  ɿ 

, ɩɪɢɣɦɟɦɨ 

. 

Ɍɨɞɿ (47) ɦɚɬɢɦɟ ɜɢɝɥɹɞ 

.  

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɸɸɱɢ ɰɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ 

 

. 

 

ɉɿɞɫɬɚɜɥɹɸɱɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ   ɞɿɫɬɚɧɟɦɨ ɬɨɬɨɠɧɿɫɬɶ 

 

     

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

( )( ( ) ( ) ) ( )( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) ) ( )

C x z p x z q x z C x z p x z q x z

C x z C x z f x

        

       

 

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ  ɿ  є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɚɦɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (44), ɬɨ ɜɢɪɚɡɢ, ɳɨ ɫɬɨɹɬɶ ɭ 

ɩɟɪɲɢɯ ɞɜɨɯ ɩɚɪɚɯ ɞɭɠɨɤ ɭ ɥɿɜɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɰɿєʀ ɪɿɜɧɨɫɬɿ, ɬɨɬɨɠɧɨ 

ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ ɧɭɥɸ, ɡɜɿɞɫɢ 

    1 1 2 2( ) ( ) ( )C x z C x z f x   . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ ɞɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ  ɿ  ɦɢ 

ɨɞɟɪɠɚɥɢ ɫɢɫɬɟɦɭ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ (ɋȾɊ): 

 

                                 .

                               (48) 

 

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɜɢɡɧɚɱɧɢɤ ɰɿєʀ ɫɢɫɬɟɦɢ є ɜɪɨɧɫɤɿɚɧɨɦ 

ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɨʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɿɜ  ɿ , ɬɨ  

y  )(1 xC

)(2 xC

0)()( 211  xCzxC

2211 )()( zxCzxCy 

22112211 )()()()( zxCzxCzxCzxCy 

yyy ,,

1z 2z

)(1 xС )(2 xC




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2211
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xfzxCzxC

zxCzxС
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ɿ ɫɢɫɬɟɦɚ (48) ɦɚє єɞɢɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ 

                    

    ɿ      
,

                     (49) 

 

ɹɤɿ є ȾɊ ɡ ɜɿɞɨɤɪɟɦɥɸɜɚɧɢɦɢ ɡɦɿɧɧɢɦɢ. Зɿɧɬɟɝɪɭɜɚɜɲɢ ʀɯ, ɨɞɟɪɠɭєɦɨ 

ɲɭɤɚɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɤɜɚɞɪɚɬɭɪ. 

              

            

 ; .      (50) 

əɤɳɨ ɜ ɪɿɜɧɨɫɬɹɯ (50) ɜɡɹɬɢ , ɬɨ ɩɪɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯ 

ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ  ɿ  ɪɿɜɧɿɫɬɶ (46) ɞɚє ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

(43), ɚ ɩɪɢ ,  ɿ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɰɿ (50) ɜ (46) ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ 

ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ  ɪɿɜɧɹɧɧɹ (43).  

 

ɅɇȾɊ  ɡɿ  ɫɬɚɥɢɦɢ  ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ ɿ ɫɩɟɰɿɚɥьɧɨɸ ɩɪɚɜɨɸ 

ɱɚɫɬɢɧɨɸ. Ɇɟɬɨɞ ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ 

Ɇɟɬɨɞ ɜɚɪɿɚɰɿʀ ɞɨɜɿɥɶɧɢɯ ɫɬɚɥɢɯ ɩɨɬɪɟɛɭє ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɤɜɚɞɪɚɬɭɪ, 

ɳɨ ɱɚɫɬɨ ɩɪɢɡɜɨɞɢɬɶ ɞɨ ɫɤɥɚɞɧɢɯ ɨɛɱɢɫɥɟɧɶ. Ɍɨɦɭ ɜ ɬɢɯ ɜɢɩɚɞɤɚɯ, ɤɨɥɢ 

ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɞɚєɬɶɫɹ ɡɧɚɣɬɢ ɡɧɚɱɧɨ 

ɥɟɝɲɟ, ɰɟɣ ɦɟɬɨɞ ɧɟ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬɶ. Зɨɤɪɟɦɚ, ɞɥɹ ɅɇȾɊ ɡɿ ɫɬɚɥɢɦɢ 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ 

 

                            ( ) ( 1)

1 1( ) ... ( )n n
n nL y y a y a y a y f x
       ,          (51) 

 

ɞɟ  – ɞɿɣɫɧɿ ɱɢɫɥɚ, ɚ ɩɪɚɜɚ ɱɚɫɬɢɧɚ  ɦɚє ɫɩɟɰɿɚɥɶɧɢɣ 

ɜɢɝɥɹɞ 
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                           ,                 (52) 

 

ɬɭɬ  ɿ – ɡɚɞɚɧɿ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɫɬɟɩɟɧɹ ɿ , , 

ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɦɨɠɧɚ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɦ ɲɥɹɯɨɦ (ɦɟɬɨɞ 

ɧɟɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ). 

ɇɚɝɚɞɚєɦɨ, ɳɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ (ɡɨɤɪɟɦɚ ɿ ɞɥɹ (51)) 

ɞɨɪɿɜɧɸє ɫɭɦɿ ɞɨɜɿɥɶɧɨɝɨ ɱɚɫɬɢɧɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɰɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ( ) ɿ 

ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ( ), ɬɨɛɬɨ 

. 

ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɟ ɨɞɧɨɪɿɞɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɞɥɹ (51) ɡɚɩɢɫɭєɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

                        

                        .                          (53) 

 

ɋɬɪɭɤɬɭɪɚ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɅɈȾɊ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɤɨɪɟɧɿɜ  

ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

 

                             .                          (54) 

 

ȼɢɝɥɹɞ ɱɚɫɬɢɧɧɨɝɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ  ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɬɨɝɨ, ɱɢ є ɱɢɫɥɨ  

ɤɨɪɟɧɟɦ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (54) ɿ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ (52) ɧɚɛɭɜɚє 

ɜɢɝɥɹɞɭ 

 

                  ,               (55) 

 

ɞɟ , – ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɢ ɫɬɟɩɟɧɹ  ɡ ɧɟɜɢɡɧɚɱɢɧɢɦɢ 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ, ɹɤɿ ɜɢɡɧɚɱɚɸɬɶɫɹ ɿɡ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɿɜɧɹɧɶ, ɳɨ ɨɞɟɪɠɭɸɬɶɫɹ ɜ 
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ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ (55) ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (51), ɫɤɨɪɨɱɟɧɧɹɦ ɨɛɨɯ ɱɚɫɬɢɧ ɧɚ 

, ɩɪɢɪɿɜɧɸɜɚɧɧɹ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɿɜ ɩɪɢ  ɿ , ɿ ɩɿɫɥɹ ɰɶɨɝɨ ɤɨɟ-

ɮɿɰɿєɧɬɿɜ ɩɪɢ ɡ ɨɞɧɚɤɨɜɢɦɢ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ;  – ɱɢɫɥɨ ɤɨɪɟɧɿɜ 

ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (54), ɹɤɿ ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ . 

Зɚɭɜɚɠɢɦɨ, ɳɨ ɜɢɩɚɞɨɤ, ɤɨɥɢ ɤɨɪɿɧɶ  є ɤɨɪɟɧɟɦ 

ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɧɨɫɢɬɶ ɧɚɡɜɭ "ɪɟɡɨɧɚɧɫɭ", ɹɤɳɨ  ɧɟ є 

ɤɨɪɟɧɟɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (54), ɧɨɫɢɬɶ ɧɚɡɜɭ "ɧɟɪɟɡɨɧɚɧɫɭ". 
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Ɍɟɫɬɨɜɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡ ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɢ «ȼɢɳɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ» 

Теɦɚ: «Дɢɮереɧɰɿɚɥьɧɿ рɿɜɧяɧɧя»  

 

1. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  
5

3





y

x
y    ɚɛɨ  

3

5





x

y
y    є ɮɭɧɤɰɿɹ 

35xy   ?  

A. 
5

3





y

x
y  .                                       

B. 
3

5





x

y
y  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

2. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 
2y

xtg
y     ɚɛɨ   xctgyy     є ɮɭɧɤɰɿɹ 

xy 2sin  ?  

A. 
2y

xtg
y   .                                        

B. xctgyy   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

3. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь xyy     ɚɛɨ   2xyy     є ɮɭɧɤɰɿɹ 22

5 xey  ?  

A. xyy   .                                            

B. 2xyy   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

 

 



64 

 

4. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 
2

2sin

y

x
y    ɚɛɨ  

y

x
y

sin
   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

 2cos2 xy   ?  

A. 
2

2sin

y

x
y   .                                      

B. 
y

x
y

sin
  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

5. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  
y

xtg
y     ɚɛɨ   

xy

x
y

sin
   є ɮɭɧɤɰɿɹ  

xxy sin  ?  

A. 
y

xtg
y   .                                         

B. 
xy

x
y

sin
  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

6. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь   
x

y
y

sin
   ɚɛɨ  

x

y
y

cos

2

   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

 2xtgy   ?  

A. 
x

y
y

sin
  .                                       

B. 
x

y
y

cos

2

  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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7. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь   
2

2

x

y
y     ɚɛɨ  

3

2

x

y
y     є ɮɭɧɤɰɿɹ 

1


x

x
y  ?  

A. 
3

2

x

y
y   .                                          

B. 
2

2

x

y
y   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

8. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  
2

24

x

yyx
y


   ɚɛɨ  

3

24

x

yxy
y


   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

x

x
y

ln4
  ?  

A. 
2

24

x

yyx
y


  .                            

B. 
3

24

x

yxy
y


  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

9. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 
xy

xy
y

22 
   ɚɛɨ  

xy

xyy
y




2

  є ɮɭɧɤɰɿɹ 

xxy ln2  ?  

A. 
xy

xy
y

22 
  .                              

B. 
xy

xyy
y




2

 .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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10. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  
xy

xy
y

22 3
   ɚɛɨ  

2

33

xy

xy
y


   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

xxy ln6  ?  

A. 
2

33

xy

xy
y


  .                             

B. 
xy

xy
y

22 3
  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

11. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 
x

yyx
y

22
   ɚɛɨ  

yx

xyx
y

2

23 
   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

x

x
y

ln
  ?  

A. 
x

yyx
y

22
  .                           

B. 
yx

xyx
y

2

23 
  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

12. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 2x
x

y
y     ɚɛɨ   x

x

y
y     є ɮɭɧɤɰɿɹ 

2xy   ?  

A. 2x
x

y
y   .                               

B. x
x

y
y   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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13. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 1 xtgyy   ɚɛɨ  2xxtgyy    є ɮɭɧɤɰɿɹ 

xtgy   ?  

A. 1 xtgyy  .                           

B. 2xxtgyy   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

14. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 1 xtgcyy  ɚɛɨ xxyy  cos   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

xxy cos  ?  

A. 1 xtgcyy  .                        

B. xxyy  cos  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

15. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  22
y

y x
x

     ɚɛɨ  22
5

x
x

y
y    є ɮɭɧɤɰɿɹ 

3xy   ?  

A. 22
y

y x
x

    .                            

B. 22
5

x
x

y
y   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

16. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 
x

xctgyy
sin

1
    ɚɛɨ   

x

x
xctgyy

sin
  є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xy cos  ?  

A. 
x

xctgyy
sin

1
  .                
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B. 
x

x
xctgyy

sin
  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

17. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  xxctgyy cos  ɚɛɨ xxctgyy sin   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xy 2cos  ?  

A. xxctgyy cos  .                

B. xxctgyy sin  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

18. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  
y

xtg
xctgyy   ɚɛɨ 

2

cos

y

x
xyctgy    є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xctgy   ?  

A. 
y

xtg
xctgyy   .                  

B. 
2

cos

y

x
xyctgy   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

19. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 
y

xtg
ctgxyy

3

   ɚɛɨ 
2y

xtg
ctgxyy     є 

ɮɭɧɤɰɿɹ tgxy   ?  

A. 
y

xtg
ctgxyy

3

 .                  

B. 
2y

xtg
ctgxyy  .   

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  
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D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

20. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  3
y

y x
x

     ɚɛɨ 
y

x

x

y
y

3

   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

2xy   ?   

A. 3
y

y x
x

    .                            

B. 
y

x

x

y
y

3

  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

21. Ɏɭɧɤɰɿɹ xctgy   є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь   
2

4

y

xctg
xtgyy     ɚɛɨ   

2y

xctg
xtgyy   ?  

A. 
2

4

y

xctg
xtgyy  .              

B. 
2y

xctg
xtgyy  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

22. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  
2

72

y

x

x

y
y    ɚɛɨ  

2

852

y

x

x

y
y    є ɮɭɧɤɰɿɹ 

3xy   ?  

A. 
2

72

y

x

x

y
y   .                        

B. 
2

852

y

x

x

y
y   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

23. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  xyxtgyy 2sin   ɚɛɨ  
y

x
xtgyy

2cos
   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xctgy 2  ?  

A. xyxtgyy 2sin  .          

B. 
y

x
xtgyy

2cos
  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

24. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь   yyy  2    ɚɛɨ   yyy  2    є ɮɭɧɤɰɿɹ 

xtgy   ?  

A. yyy  2  .                             

B. yyy  2  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

25. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь     0
2  yyy   ɚɛɨ  0 yyy   є ɮɭɧɤɰɿɹ 

xy   ?  

A.   0
2  yyy  .                    

B. 0 yyy  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

  

26. əɤɢɦ є ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ           

  )4(
2 yyy  ?  

A. xeCy xC  1
2 .   
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B. xeCy xC 41
2  .  

C. 1

2

C xy C e x  .  

D. 41
2  xCeCy .  

 

27. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  
x

y
y


   ɚɛɨ  

2

2

x

y
y


   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ 2
2

1 CxCy  ?  

A. 
x

y
y


  .                                

B. 
2

2

x

y
y


  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

 

28. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь  xtgyy   ɚɛɨ xctgyy   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xCCy cos12   ?  

A. xtgyy   .      

B. xctgyy   .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

29. əɤɢɦ є ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ    

xy 2sin3  ?  

A. 212sin
4

3
CxCxy  .    

B. xCxCxy 2
2

12sin
4

3
 .  

C. 212sin
4

3
CxCxy  .  
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D. 2

1 2

3
sin 2

4
y x C x C x   . 

 

30. əɤɢɦ є ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ     

  yyy 2  ?  

A. xCeCy 1
2 .    

B. 
2

1
2

xCeCy  .    

C. 
2

21
xx eCeCy  .  

D. 1

2

C xy C e x  . 

 

31. əɤɢɦ є ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  320xy  ?  

A. 21
5 CxCxy  .                   

B. 2
2

1
5 CxCxy  .  

C. xCxCxy 2
3

1
5  .               

D. 5 3 2

1 2y x C x C x   . 

 

 

32. əɤɢɦ є ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

32  xyy  ?   

A. 21
3 CxCxy   .               

B. 2
2

1
2 23 CxCxy   .  

C. 21
2 2 CxCxy   .            

D. 3

1 22y x C x C   . 

 

33. əɤɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɢɦ ɞɥɹ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ 

ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 0 qyypy  ɡɿ ɫɬɚɥɢɦɢ 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ?  
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A. 0123  qkpkk .                 

B. 02  qpkk .  

C. 02  qpkk .                         

D. 2 1 0k pk   . 

     

34. əɤ ɮɨɪɦɭєɬьɫɹ ɡɚɝɚɥьɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  (ɅɇȾɊ) ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ?  

A. Зɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ ɞɨɪɿɜɧɸє *yyy  , ɞɟ 2211 yCyCy   – 

ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ;  *y  – ɞɨɜɿɥɶɧɢɣ 

ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ.  

B. Зɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɿɡ ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 2211 yCyCyy  .  

C. Зɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɿɡ ɞɟɹɤɢɦ ɱɚɫɬɢɧɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ 

ɰɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  *yy  .  

D. Зɚɝɚɥɶɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɅɇȾɊ ɞɨɪɿɜɧɸє *y y y   

 

35. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 0127  yyy  ɚɛɨ 

0158  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx eCeCy 5
2

3
1   ?  

A. 0127  yyy  .                   

B. 0158  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

36. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 076  yyy  ɚɛɨ 

044  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx eCeCy 2
21   ?  

A. 076  yyy  .                     

B. 044  yyy  .  
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C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

37. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 087  yyy  ɚɛɨ 

02110  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx eCeCy 7
2

3
1   ?  

A. 087  yyy  .                   

B. 02110  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

38. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 067  yyy  ɚɛɨ 

0127  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx eCeCy 4
2

3
1   ?  

A. 067  yyy  .                   

B. 0127  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

39. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 0128  yyy  ɚɛɨ 

0168  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx eCeCy 6
2

2
1   ?  

A. 0128  yyy  .                 

ȼ. 0168  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

40. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 044  yyy  ɚɛɨ 

034  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx xeCeCy 2
2

2
1   ?  

A. 044  yyy  .                 
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ȼ. 034  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

41. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 096  yyy  ɚɛɨ 

0124  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx eCeCy 4
2

2
1

  ?  

A. 096  yyy  .                    

B. 0124  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

42. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 02  yyy  ɚɛɨ 

096  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx xeCeCy 3
2

3
1   ?  

A. 02  yyy  .                      

B. 096  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

43. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 034  yyy  ɚɛɨ

02510  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx xeCeCy 2
2

2
1

   ?  

A. 034  yyy  .                     

B. 02510  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

44. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 0102  yyy  ɚɛɨ 

0168  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx xeCeCy 4
2

4
1   ?  
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A. 0102  yyy  .                 

B. 0168  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

45. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 052  yyy  ɚɛɨ 04  yy  є 

ɮɭɧɤɰɿɹ  xCxCey x 2sin2cos 21    ?  

A. 052  yyy  .                  

B. 04  yy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

46. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 04  yy  ɚɛɨ 044  yyy  є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xCxCy 2sin2cos 21   ?  

A. 044  yyy  .                  

B. 04  yy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

47. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 02  yy  ɚɛɨ 022  yyy  є 

ɮɭɧɤɰɿɹ  xCxCey x sincos 21   ?  

A. 022  yyy  .               

B. 02  yy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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48. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 045  yyy  ɚɛɨ 

065  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx eCeCy 4
21

   ?  

A. 045  yyy  .               

B. 065  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

49. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 096  yyy  ɚɛɨ 09  yy  є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xCxCy 3sin3cos 21   ?  

A. 096  yyy  .                 

B. 09  yy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

50. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 0 yy  ɚɛɨ 098  yyy  є 

ɮɭɧɤɰɿɹ xCxCy sincos 21   ?  

A. 0 yy  .                          

B. 098  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

51. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 065  yyy  ɚɛɨ 

044  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ xx xeCeCy 2
2

2
1

   ?  

A. 065  yyy  .               

B. 044  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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52. Ɂɚɝɚɥьɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь 032  yyy  ɚɛɨ 

022  yyy  є ɮɭɧɤɰɿɹ  xCxCey x sincos 21   ?  

A. 032  yyy  .               

ȼ. 022  yyy  .  

C. ɇɟ є ɡɚɝɚɥɶɧɢɦ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

53. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь xyyy 545   ɚɛɨ xyyy  45   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ 1654 xey x  ?  

A. xyyy  45  .             

B. xyyy 545   .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

54. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь xyyy  67  ɚɛɨ xyyy  76   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ 3676 xey x  ?  

A. xyyy  67  .             

B. xyyy  76  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

55. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь xyyy  82  ɚɛɨ xyyy  910   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ 
6

5

6

14  xey x  ?  

A. xyyy  67  .               

B. xyyy  76  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 
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56. Ɋɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɹɤɨɝɨ ɡ ɪɿɜɧɹɧь xyyy  2  ɚɛɨ xyyy  45   є 

ɮɭɧɤɰɿɹ 
16

5

4

14  xey x  ?  

A. xyyy  2  .                 

B. xyyy  45  .  

C. ɇɟ є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɠɨɞɧɨɝɨ ɡ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ.  

D. Є ɪɨɡɜ’ɹɡɤɨɦ ɞɜɨɯ ɭɤɚɡɚɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ. 

 

57. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  xeyyy 523   ?  

A. 2 xy Ax e  .      

B. xAey * .      

C. xAey 3
*  .  

D. xAxey * . 

 

58. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  xeyyy 3465   ?  

A. xAey 3
*  .      

B. xAxey 3
*  .      

C. xAey 2
*  .  

D. 2

*

xy Ax e . 

 

59. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  xeyyy 782110   ?  
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A. xAey 7
*  .      

B. xAxey 3
*  .      

C. xAxey 7
*  .    

D. xAey 2
*  . 

 

60. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  xeyyy 53158   ?  

A. xAey 3
*

 .      

B. xAey 5
*

 .     

C. xAxey 5
*

 .   

D. xAey 3
*  . 

 

61. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  xyyy 22510   ?  

A. BAxy * .      

B. xAxey 5
*  .      

C. )(* BAxxy  .   

D. CBxAxy  2
* . 

 

62. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  12 2  xyy  ?  

A. CBxAxy  2
* .                   

B. xeAxy 22
*  .  

C.  CBxAxxy  2
* .               
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D. BAxy * . 

 

 

63. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  xyy 2cos34   ?  

A. xBxAy 2sin2cos*  .             

B. xAxy 2cos*  .  

C.  xBxAxy 2sin2cos*  .         

D. 
* sin 2y A x . 

 

64. ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɭ, ɜ ɹɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɲɭɤɚɬɢ 

ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɣ ɱɚɫɬɢɧɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ *y  ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ 

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥьɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ  xyy 4sin29   ?  

A.  xBxAxy 4sin4cos*  .       

B. * sin 4y A x .  

C. xAxy 4sin*  .           

D. xBxAy 4sin4cos*  . 
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ȼȱȾɉɈȼȱȾȱ 

ɧɚ ɬɟɫɬɨɜɿ ɡɚɜɞɚɧɧɹ ɡ ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɢ «ȼɢɳɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ» 

Теɦɚ: «Дɢɮереɧɰɿɚɥьɧɿ рɿɜɧяɧɧя» 

 

№ ɬɟɫɬ. 
ɡɚɜɞɚɧɧɹ 

ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɿ № ɬɟɫɬ. 
ɡɚɜɞɚɧɧɹ 

ȼɚɪɿɚɧɬɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɿ 

 A B C D  A B C D 

1  +   21 +    

2   +  22  +   

3 +    23   +  

4  +   24 +    

5   +  25 +    

6 +    26    + 

7  +   27 +    

8 +    28  +   

9 +    29   +  

10  +   30 +    

11   +  31 +    

12  +   32   +  

13 +    33  +   

14   +  34 +    

15    + 35  +   

16 +    36   +  

17   +  37  +   

18   +  38  +   

19 +    39 +    

20    + 40 +    

41   +  53 +    

42  +   54 +    

43   +  55   +  

44  +   56  +   

45 +    57    + 

46  +   58  +   

47 +    59   +  

48 +    60   +  

49   +  61 +    

50 +    62   +  

51  +   63   +  

52  +   64    + 
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ɇɚɜɱɚɥьɧɟ ɜɢɞɚɧɧɹ 

Ʉɥɨɱɤɨ ȼɿɬɚɥɿɣ ȱɜɚɧɨɜɢɱ 

Ȼɨɧɞɚɪɟɧɤɨ Ɂɥɚɬɚ ȼɚɫɢɥɿɜɧɚ 

Ʉɢɪɢɥɚɳɭɤ ɋɜɿɬɥɚɧɚ Ⱥɧɚɬɨɥɿʀɜɧɚ 

 

ȼɂɓȺ ɆȺɌȿɆȺɌɂɄȺ. 
ɎɍɇɄɐȱȲ ȻȺȽȺɌЬɈɏ ɁɆȱɇɇɂɏ. 
ȾɂɎȿɊȿɇɐȱȺɅЬɇȱ Ɋȱȼɇəɇɇə. 

ɌȿɋɌɈȼȱ ɁȺȼȾȺɇɇə 

 

ɇɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɩɨɫɿɛɧɢɤ 

 

 

Ɋɟɞɚɤɬɨɪ Ɍ. ɋɬɚɪɿɱɟɤ 

Ɉɪɢɝɿɧɚɥ-ɦɚɤɟɬ ɩɿɞɝɨɬɨɜɥɟɧɨ ɋ. Ʉɢɪɢɥɚɳɭɤ 
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Ɏɨɪɦɚɬ 29,7 × 42¼ . ɉɚɩɿɪ ɨɮɫɟɬɧɢɣ. 
Ƚɚɪɧɿɬɭɪɚ TТЦОs NОа RoЦКЧ. 
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ȼɿɧɧɢɰɶɤɢɣ ɧɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɣ ɬɟɯɧɿɱɧɢɣ ɭɧɿɜɟɪɫɢɬɟɬ, 
ɧɚɜɱɚɥɶɧɨ-ɦɟɬɨɞɢɱɧɢɣ ɜɿɞɞɿɥ ȼɇɌɍ. 
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ɫɟɪɿɹ ȾɄ № 3516 ɜɿɞ 01.07.2009 ɪ. 
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ɜ ɤɨɦɩ'ɸɬɟɪɧɨɦɭ ɿɧɮɨɪɦɚɰɿɣɧɨ-ɜɢɞɚɜɧɢɱɨɦɭ ɰɟɧɬɪɿ. 
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