
1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ʉɥɨɱɤɨ ȼ. ȱ., Ʉɢɪɢɥɚɳɭɤ ɋ. Ⱥ. 
 

 

 

 

 

 

 

 

ȼɂɓȺ ɆȺɌȿɆȺɌɂɄȺ Ɂ 

ɄɈɆɉ’ɘɌȿɊɇɈɘ ɉȱȾɌɊɂɆɄɈɘ.  

 ɌȿɈɊȱə ɎɍɇɄɐȱɃ ɄɈɆɉɅȿɄɋɇɈȲ 

ɁɆȱɇɇɈȲ 

 

 

ɇɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɩɨɫɿɛɧɢɤ 
 

 

 

 

 

 

 



2 

 

 

 

 

Ɇɿɧɿɫɬɟɪɫɬɜɨ ɨɫɜɿɬɢ ɿ ɧɚɭɤɢ ɍɤɪɚʀɧɢ 

ȼɿɧɧɢɰɶɤɢɣ ɧɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɣ ɬɟɯɧɿɱɧɢɣ ɭɧɿɜɟɪɫɢɬɟɬ 

 

 

 

 

 

Ʉɥɨɱɤɨ ȼ. ȱ., Ʉɢɪɢɥɚɳɭɤ ɋ. Ⱥ. 
 

 

 

 

 

 

 

 

ȼɂɓȺ ɆȺɌȿɆȺɌɂɄȺ Ɂ ɄɈɆɉ’ɘɌȿɊɇɈɘ 

ɉȱȾɌɊɂɆɄɈɘ.  

 ɌȿɈɊȱə ɎɍɇɄɐȱɃ ɄɈɆɉɅȿɄɋɇɈȲ ɁɆȱɇɇɈȲ 

 

 

ɇɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɩɨɫɿɛɧɢɤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

 

 

ȼɿɧɧɢɰɹ - 2010 

 

 

Ɋɟɰɟɧɡɟɧɬɢ: 
Аɛɪаɦɱɭɤ В. С. –  ɤ.ɮ-ɦ. ɧ., ɩɪоɮесоɪ, ɩɪоɮесоɪ ɤаɮеɞɪи ɦаɬеɦаɬиɤи 

ɬа іɧɮоɪɦаɬиɤи Віɧɧиɰьɤоɝо ɞеɪɠаɜɧоɝо ɩеɞаɝоɝіɱɧоɝо ɭɧіɜеɪсиɬеɬɭ іɦеɧі 
Миɯаɣɥа Коɰɸɛиɧсьɤоɝо. 

ɉеɬɭɯ А. М. –  ɞ. ɬ. ɧ., ɩɪоɮесоɪ,ɡаɜіɞɭɜаɱ ɤаɮеɞɪи ɩɪоɝɪаɦɧоʀ 
іɧɠеɧеɪіʀ Віɧɧиɰьɤоɝо ɧаɰіоɧаɥьɧоɝо ɬеɯɧіɱɧоɝо ɭɧіɜеɪсиɬеɬɭ 

 

 

Ʉɥɨɱɤɨ ȼ. ȱ., Ʉɢɪɢɥɚɳɭɤ ɋ. Ⱥ. 
ȼɢɳɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɚ ɡ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨɸ ɩɿɞɬɪɢɦɤɨɸ. Ɍɟɨɪɿɹ  ɮɭɧɤɰɿɣ 

ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ: ɇɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɩɨɫɿɛɧɢɤ. –  ȼɿɧɧɢɰɹ: ɉɉ «Ɍɨɪɝɨɜɢɣ ɞɿɦ 
ȿɞɟɥɶɜɟɣɫ ɿ Ʉ», 2010. – 128 ɫ. 

 

 

 

ɇɚɜɱɚɥɶɧɢɣ ɩɨɫɿɛɧɢɤ ɦɿɫɬɢɬɶ ɦɟɬɨɞɢɱɧɿ ɜɤɚɡɿɜɤɢ, ɧɚɛɿɪ ɡɚɞɚɱ ɬɚ 
ɩɪɢɤɥɚɞɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɬɢɩɨɜɢɯ ɡɚɜɞɚɧɶ ɡ ɬɟɨɪɿʀ ɮɭɧɤɰɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. 
Ɍɚɤɨɠ ɪɨɡɝɥɹɧɭɬɨ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɩɿɞ ɱɚɫ 
ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɡɚɜɞɚɧɶ. ɉɨɫɿɛɧɢɤ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɤɨɪɢɫɧɢɦ ɫɬɭɞɟɧɬɚɦ 
ɬɟɯɧɿɱɧɢɯ ɭɧɿɜɟɪɫɢɬɟɬɿɜ, ɹɤɿ ɫɩɟɰɿɚɥɿɡɭɸɬɶɫɹ ɡɚ ɧɚɩɪɹɦɤɨɦ ɩɿɞɝɨɬɨɜɤɢ 
«ȱɧɠɟɧɟɪɿɹ» ɬɚ ɜɢɤɥɚɞɚɱɚɦ.  

 

 

 

 

Ɂɚɬɜɟɪɞɠɟɧɨ ɿ ɪɟɤɨɦɟɧɞɨɜɚɧɨ ɞɨ ɞɪɭɤɭ ɪɿɲɟɧɧɹɦ ɤɚɮɟɞɪɢ ɜɢɳɨʀ 
ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ȼɿɧɧɢɰɶɤɨɝɨ ɧɚɰɿɨɧɚɥɶɧɨɝɨ ɬɟɯɧɿɱɧɨɝɨ ɭɧɿɜɟɪɫɢɬɟɬɭ (ɩɪɨɬɨɤɨɥ 
№12 ɜɿɞ 23 ɥɸɬɨɝɨ 2010 ɪɨɤɭ). 

 

 

 

ISBN 978-966-2462-18-0 

 

 

 Ʉɥɨɱɤɨ ȼ.ȱ., Ʉɢɪɢɥɚɳɭɤ ɋ.Ⱥ., 2010        



4 

 

ɁɆȱɋɌ 

 

 

ȼɫɬɭɩ………………………………………………………………………………4 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 1.  Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɿ ɞɿʀ ɧɚɞ ɧɢɦɢ. ɋɬɟɪɟɨɝɪɚɮɿɱɧɚ ɩɪɨɟɤɰɿɹ………..7 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 2. Ɏɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. ɉɨɧɹɬɬɹ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. ɍɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-
Ɋɿɦɚɧɚ ………….…………………………………………………….28 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 3. Ⱥɧɚɥɿɬɢɱɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ. Ⱥɧɚɥɿɬɢɱɧɿɫɬɶ ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. Ɂɜ’ɹɡɨɤ  
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɡ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɢɦɢ. ……………………………35 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 4. Гɟɨɦɟɬɪɢɱɧɟ ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ ɬɚ ɦɨɞɭɥɹ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. ɉɨɧɹɬɬɹ 
ɩɪɨ ɤɨɧɮɨɪɦɧɟ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ɋɿɦɚɧɚ…………………...39 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 5. ȱɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɨɧɬɭɪɧɢɯ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ…………………………...…………..…..54 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 6. Ɋɹɞɢ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɿ Ʌɨɪɚɧɚ. Ʉɥɚɫɢɮɿɤɚɰɿɹ ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɢɯ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ……………...…………………………..……...67 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 7.ɉɨɧɹɬɬɹ ɩɪɨ ɥɢɲɤɢ, ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɥɢɲɤɿɜ…………...……………………………………...93 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 8. Ⱦɟɹɤɿ ɩɢɬɚɧɧɹ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɌɎɄɁ ɞɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɧɧɹ ɿɧɠɟɧɟɪɧɢɯ    
ɡɚɞɚɱ…...…………………………………………………………....107 

 

Ɋɨɡɞɿɥ 9.  Ɍɟɫɬɢ………………………………………………………………....113 

 

Ʌɿɬɟɪɚɬɭɪɚ ……………………………………………………………………..124 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 

 

ȼɋɌɍɉ 

 

ɉɨɧɹɬɬɹ ɱɢɫɥɚ, ɹɤɟ є ɨɞɧɢɦ ɿɡ ɨɫɧɨɜɧɢɯ ɫɟɪɟɞ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɩɨɧɹɬɶ, ɦɚє 
ɫɜɨɸ ɛɚɝɚɬɨɜɿɤɨɜɭ ɿɫɬɨɪɿɸ. ɑɢɫɥɨ, ɹɤ ɿ ɜɫɿ ɧɚɭɤɨɜɿ ɩɨɧɹɬɬɹ, ɜɢɧɢɤɥɨ ɧɟ ɹɤ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɜɿɥɶɧɨʀ ɬɜɨɪɱɨʀ ɥɸɞɫɶɤɨʀ ɞɭɦɤɢ, ɚ ɛɭɥɨ ɫɬɜɨɪɟɧɨ ɞɥɹ ɡɚɞɨɜɨɥɟɧɧɹ 
ɩɪɚɤɬɢɱɧɢɯ ɩɨɬɪɟɛ ɥɸɞɟɣ. Ɍɚɤ ɹɤ ɿɡ ɱɚɫɨɦ ɩɪɚɤɬɢɱɧɚ ɞɿɹɥɶɧɿɫɬɶ ɥɸɞɢɧɢ 
ɪɨɡɜɢɜɚɥɚɫɶ, ɬɨ ɿ ɩɨɧɹɬɬɹ ɱɢɫɥɚ ɬɟɠ ɡɦɿɧɸɜɚɥɨɫɶ ɬɚ ɜɞɨɫɤɨɧɚɥɸɜɚɥɨɫɶ. 

ɉɨɧɹɬɬɹ ɩɪɨ ɱɢɫɥɨ ɜɢɧɢɤɥɨ ɜ ɭ ɡɜ’ɹɡɤɭ ɡ ɧɟɨɛɯɿɞɧɿɫɬɸ ɪɚɯɭɧɤɭ 
ɪɿɡɧɨɦɚɧɿɬɧɢɯ ɩɪɟɞɦɟɬɿɜ, ɬɜɚɪɢɧ, ɪɨɫɥɢɧ ɬɚ ɿɧɲɟ. Ɍɨɦɭ ɩɟɪɲɨɩɨɱɚɬɤɨɜɨ 
ɪɨɡɝɥɹɞɚɥɢ ɥɢɲɟ ɰɿɥɿ ɬɚ ɞɨɞɚɬɧɿ ɱɢɫɥɚ, ɹɤɿ ɧɢɧɿ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɧɚɬɭɪɚɥɶɧɢɦɢ 
ɱɢɫɥɚɦɢ. Ʌɢɲɟ ɩɿɫɥɹ ɛɚɝɚɬɶɨɯ ɪɨɤɿɜ ɩɨɬɨɦɭ ɜɢɧɢɤɥɢ ɞɪɨɛɨɜɿ ɱɢɫɥɚ ɹɤ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɞɿɥɟɧɧɹ ɨɛ’єɤɬɿɜ, ɞɥɹ ɹɤɢɯ ɦɚє ɡɦɿɫɬ ɩɨɞɿɥ ɨɞɢɧɢɰɿ ɧɚ ɪɿɜɧɿ ɞɨɥɿ. 

ɇɟ ɞɢɜɥɹɱɢɫɶ ɧɚ ɬɟ, ɳɨ ɞɪɨɛɨɜɿ ɱɢɫɥɚ ɡɝɚɞɭɸɬɶɫɹ ɭ ɫɚɦɢɯ ɞɚɜɧɿɯ ɿɡ 
ɜɿɞɨɦɢɯ ɪɭɤɨɩɢɫɚɯ, ɩɨɧɹɬɬɹ ″ɞɪɿɛ″ ɹɤ ɱɢɫɥɨ ɩɪɨɧɢɤɚɥɨ ɭ ɧɚɭɤɭ ɡ ɜɟɥɢɤɢɦɢ 

ɬɪɭɞɧɨɳɚɦɢ ɿ ɨɬɪɢɦɚɥɨ ɜɢɡɧɚɧɧɹ ɥɢɲɟ ɭ ɏVI – ɏVII ɫɬɨɥɿɬɬɿ ɩɿɫɥɹ ɜɢɧɚɯɨɞɭ 
ɞɟɫɹɬɤɨɜɢɯ ɞɪɨɛɿɜ ɬɚ ɥɨɝɚɪɢɮɦɿɜ. Ɉɫɨɛɥɢɜɨ ɜɟɥɢɤɿ ɥɨɝɿɱɧɿ ɬɪɭɞɧɨɳɿ 
ɜɢɤɥɢɤɚɥɨ ɬɟ, ɳɨ ɩɪɢ ɦɧɨɠɟɧɧɿ ɧɚ ɩɪɚɜɢɥɶɧɢɣ ɞɪɿɛ ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɛɭɜ 
ɧɟ ɛɿɥɶɲɢɣ, ɚ ɦɟɧɲɢɣ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɱɢɫɥɚ. ɐɿɥɿ ɬɚ ɞɪɨɛɨɜɿ ɞɨɞɚɬɧɿ ɱɢɫɥɚ 
ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɧɚɡɜɭ ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ. 

Ɂɚɞɚɱɿ ɜɢɦɿɪɭ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɢɯ ɜɟɥɢɱɢɧ, ɬɨɛɬɨ ɜɢɪɚɠɟɧɧɹ ɜɫɹɤɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɬɚɤɨʀ ɜɟɥɢɱɢɧɢ ɱɢɫɥɨɦ, ɩɪɢɜɟɥɢ ɞɨ ɜɜɟɞɟɧɧɹ ɱɢɫɟɥ ɿɪɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ. 
ȱɫɬɨɪɢɱɧɢɣ ɩɟɪɟɤɚɡ ɩɪɢɩɢɫɭє ɜɿɞɤɪɢɬɬɹ ɿɪɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɉɿɮɚɝɨɪɭ, ɹɤɢɣ 
ɜɢɹɜɢɜ, ɳɨ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɞɨɜɠɢɧɢ ɞɿɚɝɨɧɚɥɿ ɤɜɚɞɪɚɬɚ ɞɨ ɞɨɜɠɢɧɢ ɣɨɝɨ ɫɬɨɪɨɧɢ 
ɧɟ ɦɨɠɟ ɜɢɪɚɠɚɬɢɫɶ ɧɿɹɤɢɦ ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɦ ɱɢɫɥɨɦ, ɬɿɥɶɤɢ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɢɦ 
ɞɪɨɛɨɦ. 

Ɂɧɚɱɧɨ ɩɿɡɧɿɲɟ ɩɨɱɚɥɢ ɡ’ɹɜɥɹɬɢɫɶ ɬɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢɫɶ ɜɿɞ’єɦɧɿ ɱɢɫɥɚ. ȱ 
ɥɢɲɟ ɭ ɏVI ɫɬɨɥɿɬɬɿ Ⱦɟɤɚɪɬ, ɪɨɡɪɨɛɥɹɸɱɢ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɭ ɝɟɨɦɟɬɪɿɸ, ɜɢɡɧɚɱɢɜ 
ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦɿɫɬ ɜɿɞ’єɦɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɹɤ ɧɚɩɪɹɦɥɟɧɢɯ ɜɿɞɪɿɡɤɿɜ, ɹɤɢɣ ɡ ɬɢɯ 
ɱɚɫɿɜ ɿ ɫɬɚɜ ɡɚɝɚɥɶɧɨɩɪɢɣɧɹɬɢɦ. 

ɍ ɏVIȱI ɫɬɨɥɿɬɬɿ ɱɢɫɥɚ ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɿ ɬɚ ɿɪɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɿ, ɞɨɞɚɬɧɿ ɬɚ ɜɿɞ’єɦɧɿ 
ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɡɚɝɚɥɶɧɭ ɧɚɡɜɭ ɞɿɣɫɧɢɯ, ɚɛɨ ɪɟɱɨɜɢɯ ɱɢɫɟɥ. 

Ɉɞɧɚɤ ɧɟ ɜɫɬɢɝɥɨ ɳɟ ɡɚɤɪɿɩɢɬɢɫɶ ɧɨɜɟ ɪɨɡɲɢɪɟɧɟ ɩɨɧɹɬɬɹ ɱɢɫɥɚ, ɹɤ ɭ 
ɩɪɨɰɟɫɿ ɩɨɞɚɥɶɲɨɝɨ ɪɨɡɜɢɬɤɭ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɜɢɹɜɢɥɨɫɶ, ɳɨ ɿ ɧɨɜɟ ɩɨɧɹɬɬɹ ɧɟ є 
ɡɚɞɨɜɿɥɶɧɢɦ. Ɂɨɤɪɟɦɚ, ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɤɜɚɞɪɚɬɧɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɧɚ ɫɚɦɿɣ ɩɨɱɚɬɤɨɜɿɣ 
ɫɯɨɞɢɧɰɿ ɪɨɡɜɢɬɤɭ ɚɥɝɟɛɪɢ ɩɪɢɜɟɥɨ ɞɨ ɧɟɦɨɠɥɢɜɨʀ ɭ ɦɟɠɚɯ ɨɛɥɚɫɬɿ ɞɿɣɫɧɢɯ 
ɱɢɫɟɥ ɨɩɟɪɚɰɿʀ, ɚ ɫɚɦɟ ɞɨɛɭɜɚɧɧɹ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɝɨ ɤɨɪɟɧɹ ɡ ɜɿɞ’єɦɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ. 
Ɍɨɛɬɨ, ɤɨɪɿɧɶ ɤɜɚɞɪɚɬɧɢɣ ɿɡ ɜɿɞ’єɦɧɨʀ ɜɟɥɢɱɢɧɢ 2

b  ɧɟ ɦɨɠɟ ɜɢɪɚɠɚɬɢɫɶ 
ɧɿɹɤɢɦ ɞɿɣɫɧɢɦ ɱɢɫɥɨɦ. ɑɢ ɦɨɠɟ ɰɟ ɨɡɧɚɱɚɬɢ, ɳɨ ɜɟɥɢɱɢɧɚ 2

b  є ″ɭɹɜɧɨɸ″, 
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″ɧɟɦɨɠɥɢɜɨɸ″? Ɂɜɢɱɚɣɧɨ, ɧɿ. ȼɟɥɢɱɢɧɚ 2
b  є ɬɚɤɨɸ, ɳɨ ɪɟɚɥɶɧɨ ɿɫɧɭє, ɚɥɟ 

ɹɤɚ ɧɟ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɜɢɪɚɠɟɧɚ ɜ ɦɟɠɚɯ ɩɨɧɹɬɬɹ ɞɿɣɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ. 
Ɉɬɠɟ, ɤɪɿɦ ɜɿɞɨɦɨʀ ″ɞɿɣɫɧɨʀ″ ɨɞɢɧɢɰɿ, ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɹɤɨʀ ɜɢɪɚɠɚɸɬɶɫɹ 

ɜɫɿ ɞɿɣɫɧɿ ɱɢɫɥɚ, ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɜɟɫɬɢ ɳɟ ɨɞɧɭ, ɧɨɜɭ ɨɞɢɧɢɰɸ, ɹɤɭ ɛɭɞɟɦɨ 
ɩɨɡɧɚɱɚɬɢ ɥɿɬɟɪɨɸ i , ɬɚ ɪɨɡɭɦɿɬɢ ɩɿɞ ɰɢɦ ɩɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɜɟɥɢɱɢɧɭ 

1i    ɚɛɨ    12 i . 

Ɍɨɞɿ                          
   ibbbb  222 11 . 

Ɂɚ ɿɫɬɨɪɢɱɧɨɸ ɬɪɚɞɢɰɿєɸ ɱɢɫɥɨ i  ɧɚɡɜɚɥɢ ɭɹɜɧɨɸ ɨɞɢɧɢɰɟɸ. Ⱥ ɱɢɫɥɨ 
ɜɢɞɭ bia   ɨɬɪɢɦɚɥɨ ɧɚɡɜɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ, ɭ ɹɤɨɦɭ ɪɨɡɪɿɡɧɹɸɬɶ ɞɿɣɫɧɭ 
ɱɚɫɬɢɧɭ (а) ɬɚ ɭɹɜɧɭ ɱɚɫɬɢɧɭ (b). 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɩɨɱɚɥɢ ɡ’ɹɜɥɹɬɢɫɶ ɭ ɩɪɚɰɹɯ ɨɤɪɟɦɢɯ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɿɜ 
ɩɨɱɢɧɚɸɱɢ ɡ ɏVI ɫɬɨɥɿɬɬɹ. Ⱥɥɟ ɲɢɪɨɤɟ ɜɢɡɧɚɧɧɹ ɬɚ ɪɨɡɩɨɜɫɸɞɠɟɧɧɹ ɜɨɧɢ 
ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɥɢɲɟ ɭ ɏȱɏ ɫɬɨɥɿɬɬɿ, ɩɿɫɥɹ ɬɨɝɨ ɹɤ ɧɚ ɦɟɠɿ ɏVIȱI – ɏȱɏ ɫɬɨɥɿɬɶ 
ɨɞɧɨɱɚɫɧɨ ɬɚ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨ ɨɞɢɧ ɜɿɞ ɨɞɧɨɝɨ Ʉ. Гɚɭɫɨɦ (ɭ 1797 – 1799 ɪɪ.),         
Ʉ. ȼɟɫɫɟɥɟɦ (ɭ 1798 – 1800 ɪɪ.) ɬɚ ɀ. Ⱥɪɝɚɧɨɦ (ɭ 1806 ɪ.) ɛɭɥɨ ɞɚɧɨ 

ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɟ ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɹɤ ɬɨɱɨɤ ɱɢɫɥɨɜɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ, ɿ 
ɩɿɫɥɹ ɬɨɝɨ, ɹɤ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɜɞɚɥɨɫɹ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɪɹɞ 
ɩɪɚɤɬɢɱɧɢɯ ɜɚɠɥɢɜɢɯ ɡɚɞɚɱ, ɹɤɿ ɧɟɦɨɠɥɢɜɨ ɛɭɥɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ ɞɿɣɫɧɢɯ 
ɱɢɫɟɥ. 

Ⱦɨ ɬɨɝɨ ɱɚɫɭ ɞɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɜɿɞɧɨɫɢɥɢɫɶ ɡ ɜɟɥɢɤɨɸ ɧɟɞɨɜɿɪɨɸ ɿ 
ɧɟ ɪɨɡɭɦɿɥɢ ʀɯ ɫɭɬɿ ɧɚɜɿɬɶ ɞɟɹɤɿ ɜɢɞɚɬɧɿ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ. Ⱦɟɤɚɪɬ ɛɭɜ ɫɟɪɟɞ ɬɢɯ, 
ɯɬɨ ɧɟ ɫɩɪɢɣɦɚɜ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɤɨɪɟɧɿ. ɋɚɦɟ ɜɿɧ ɡɚɩɪɨɩɨɧɭɜɚɜ ɬɟɪɦɿɧ ″ɭɹɜɧɟ 
ɱɢɫɥɨ″. ɍ ɫɜɨʀɣ ″Гɟɨɦɟɬɪɿʀ″ Ⱦɟɤɚɪɬ ɫɬɜɟɪɞɠɭɜɚɜ: ″ɇɿ ɿɫɬɢɧɧɿ, ɧɿ ɯɢɛɧɿ 
(ɜɿɞ’єɦɧɿ) ɤɨɪɟɧɿ ɧɟ ɛɭɜɚɸɬɶ ɡɚɜɠɞɢ ɞɿɣɫɧɢɦɢ, ɿɧɨɞɿ ɜɨɧɢ ɫɬɚɸɬɶ ɭɹɜɧɢɦɢ″. 
Ⱦɟɤɚɪɬ ɜɜɚɠɚɜ, ɳɨ ɜɿɞ’єɦɧɿ ɤɨɪɟɧɿ ɦɨɠɥɢɜɨ ɡɪɨɛɢɬɢ ″ɞɿɣɫɧɢɦɢ″, 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɸɸɱɢ ɩɨɱɚɬɤɨɜɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɡ ɞɨɞɚɬɧɢɦɢ ɤɨɪɟɧɹɦɢ, ɬɨɞɿ ɹɤ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɤɨɪɟɧɿ ɩɟɪɟɬɜɨɪɢɬɢ ɭ ɞɿɣɫɧɿ ɧɟ ɦɨɠɥɢɜɨ. Ɉɬɠɟ, є ɩɿɞɫɬɚɜɢ ɳɨɛ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɤɨɪɟɧɿ ɜɜɚɠɚɬɢ ɧɟ ɫɩɪɚɜɠɧɿɦɢ, ɚ ɭɹɜɧɢɦɢ. 

ɇɶɸɬɨɧ ɧɟ ɩɪɢɞɿɥɹɜ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɭɜɚɝɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦ ɤɨɪɟɧɹɦ, ɫɤɨɪɿɲɟ 
ɜɫɶɨɝɨ ɬɨɦɭ, ɳɨ ɧɚ ɬɿ ɱɚɫɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɤɨɪɟɧɿ ɧɟ ɦɚɥɢ ɮɿɡɢɱɧɨɝɨ ɡɦɿɫɬɭ. Ɍɚɤ, 
ɭ ″ȼɫɟɡɚɝɚɥɶɧɿɣ ɚɪɢɮɦɟɬɢɰɿ″ (1728 ɪ.) ɇɶɸɬɨɧ ɝɨɜɨɪɢɬɶ: ″Ʉɨɪɟɧɿ ɪɿɜɧɹɧɶ 
ɦɚɸɬɶ ɛɭɬɢ ɧɟɦɨɠɥɢɜɢɦɢ (ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ) ɬɨɦɭ, ɳɨ ɜɨɧɢ ɿɫɧɭɸɬɶ ɞɥɹ 
ɜɢɪɚɠɟɧɧɹ ɧɟɦɨɠɥɢɜɢɯ ɜɢɩɚɞɤɿɜ ɭ ɡɚɞɚɱɿ ɬɚɤ, ɹɤ ɛɢ ɬɿ ɛɭɥɢ ɦɨɠɥɢɜɿ″. Ɍɨɛɬɨ, 
ɡɚɞɚɱɿ, ɹɤɿ ɧɟ ɦɚɸɬɶ ɪɨɡɜ’ɹɡɤɭ ɹɤɢɣ ɦɚє ɮɿɡɢɱɧɢɣ ɚɛɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦɿɫɬ, 
ɦɚɸɬɶ ɦɚɬɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɤɨɪɟɧɿ. 

ȼɿɞɫɭɬɧɿɫɬɶ ɱɿɬɤɨɫɬɿ ɭ ɩɢɬɚɧɧɹɯ, ɩɨɜ’ɹɡɚɧɢɯ ɿɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ, 
ɱɚɫɬɨ ɞɟɦɨɧɫɬɪɭɸɬɶ ɧɚ ɩɪɢɤɥɚɞɿ ɜɿɞɨɦɨɝɨ ɜɢɫɥɨɜɭ Ʌɟɣɛɧɿɰɚ: ″Ⱦɭɯ ɛɨɠɢɣ 
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ɧɚɲёɥ ɬɨɧɱɚɣɲɭɸ ɨɬɞɭɲɢɧɭ ɜ ɷɬɨɦ ɱɭɞɟ ɚɧɚɥɢɡɚ, ɭɪɨɞɟ ɢɡ ɦɢɪɚ ɢɞɟɣ, 
ɞɜɨɣɫɬɜɟɧɧɨɣ ɫɭɳɧɨɫɬɢ, ɧɚɯɨɞɹɳɟɣɫɹ ɦɟɠɞɭ ɛɵɬɢɟɦ ɢ ɧɟɛɵɬɢɟɦ, ɤɨɬɨɪɭɸ 
ɦɵ ɧɚɡɵɜɚɟɦ ɦɧɢɦɵɦ ɤɨɪɧɟɦ ɢɡ  ɨɬɪɢɰɚɬɟɥɶɧɨɣ ɟɞɢɧɢɰɵ″. ɏɨɱ Ʌɟɣɛɧɿɰ 
ɮɨɪɦɚɥɶɧɨ ɿ ɜɢɤɨɧɭɜɚɜ ɞɿʀ ɧɚɞ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ, ɜɿɧ ɧɟ ɪɨɡɭɦɿɜ ʀɯ 
ɿɫɬɢɧɧɨɝɨ ɩɪɢɡɧɚɱɟɧɧɹ. Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɹɤɨɫɶ ɨɛґɪɭɧɬɭɜɚɬɢ ɬɿ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ, 
ɹɤɿ ɜɿɧ ɫɚɦ ɬɚ ȱɨɝɚɧɧ Ȼɟɪɧɭɥɿ ɡɧɚɣɲɥɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦ ɱɢɫɥɚɦ ɭ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɦɭ 
ɚɧɚɥɿɡɿ, Ʌɟɣɛɧɿɰ ɜɢɫɥɨɜɢɜ ɧɚɞɿɸ, ɩɪɨ ɬɟ, ɳɨ ɲɤɨɞɢ ɜɿɞ ɰɶɨɝɨ ɧɟ ɛɭɞɟ. 

ȼ ɨɛɥɚɫɬɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɡɚɜɠɞɢ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɜɫɿ ɱɨɬɢɪɢ ɞɿʀ 
ɚɪɢɮɦɟɬɢɤɢ ɬɚ ɞɨɛɭɜɚɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ ɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ. ȼ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɰɢɯ ɞɿɣ ɧɚɞ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ ɡɧɨɜɭ ɨɬɪɢɦɭєɦɨ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ. 

Ⱦɥɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɡɚɥɢɲɚɸɬɶɫɹ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɿ ɜɫɿ ɨɫɧɨɜɧɿ ɡɚɤɨɧɢ 
ɚɪɢɮɦɟɬɢɤɢ ɬɚ ɚɥɝɟɛɪɢ, ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɿɞ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ є 
ɡɧɨɜɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦ ɱɢɫɥɨɦ.  

Ʉɪɿɦ ɬɨɝɨ, ɰɿɥɚ ɧɢɡɤɚ ɩɢɬɚɧɶ, ɹɤɿ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ ɞɿɣɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɧɟ ɦɨɝɥɢ ɛɭɬɢ 
ɜɢɪɿɲɟɧɿ ɿ ɱɚɫɬɨ ɪɨɡɝɥɹɞɚɥɢɫɶ ɹɤ ɩɚɪɚɞɨɤɫɢ, ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɩɨɹɫɧɟɧɧɹ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɟ 

ɪɿɜɧɹɧɧɹ n -ɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ ɡɚɜɠɞɢ ɦɚє ɬɨɱɧɨ n  ɤɨɪɟɧɿɜ, ɜ ɬɨɣ ɱɚɫ ɹɤ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ 
ɞɿɣɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɜɨɧɨ ɦɨɠɟ ɦɚɬɢ ɿ ɦɟɧɲɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɤɨɪɟɧɿɜ ɿ ɧɚɜɿɬɶ ɠɨɞɧɨɝɨ. ȼ 
ɨɛɥɚɫɬɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɿɫɧɭє ɥɨɝɚɪɢɮɦ ɜɿɞ ɜɿɞ’єɦɧɢɯ ɱɢɫɟɥ, ɮɭɧɤɰɿʀ 
ɫɢɧɭɫ ɬɚ ɤɨɫɢɧɭɫ ɦɨɠɭɬɶ ɩɪɢɣɦɚɬɢ ɛɭɞɶ-ɹɤɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɚ ɧɟ ɬɿɥɶɤɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, 
ɹɤɿ ɧɟ ɩɟɪɟɜɢɳɭɸɬɶ ɨɞɢɧɢɰɸ ɿ ɬ.ɞ. 
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ɊɈɁȾȱɅ 1   

ɄɈɆɉɅȿɄɋɇȱ ɑɂɋɅȺ ȱ ȾȱȲ ɇȺȾ ɇɂɆɂ. ɋɌȿɊȿɈȽɊȺɎȱɑɇȺ 
ɉɊɈȿɄɐȱə 

 

ɉɨɧɹɬɬɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ ɦɨɠɧɚ ɡɚɞɚɬɢ, ɹɤɳɨ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɱɢɫɥɨ, ɹɤɟ 
ɡɚɞɚєɬɶɫɹ ɞɜɨɦɚ ɞɿɣɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ.  

Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ: Коɦɩɥеɤсɧиɦ ɱисɥоɦ z  – ɧаɡиɜаєɬься ɭɩоɪяɞɤоɜаɧа ɩаɪа 
ɞіɣсɧиɯ ɱисеɥ  ba; , ɞɥя яɤиɯ ɜиɡɧаɱаєɬься ɞія ɞоɞаɜаɧɧя і ɦɧоɠеɧɧя ɡɝіɞɧо 
ɩɪаɜиɥ: 

     21212211 ,,, bbaababa   

                                  .,,, 212121212211 abbabbaababa                              (1.1) 

                                                                  

əɤɳɨ 0b , ɬɨ   aa 0, , ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ   00,0  ,   10,1  . Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, 

ɦɧɨɠɢɧɚ ɞɿɣɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ є ɩɿɞɦɧɨɠɢɧɨɸ ɦɧɨɠɢɧɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. 
Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ  111 ,baz   ɿ  222 ,baz   ɜɜɚɠɚɸɬɶɫɹ ɪɿɜɧɢɦɢ, ɹɤɳɨ 11 ba  , 

22 ba  . 

ɉɨɧɹɬɬɹ ″ɛɿɥɶɲɟ″ ɱɢ ″ɦɟɧɲɟ″ ɞɥɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɧɟ ɿɫɧɭє. 
Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɦɨɠɧɚ ɡɨɛɪɚɡɢɬɢ ɝɪɚɮɿɱɧɨ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ Ⱦɟɤɚɪɬɨɜɭ 

ɫɢɫɬɟɦɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ. Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ z  ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ 
ɹɤ ɩɚɪɚ ɞɿɣɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ, ɬɨ ɣɨɝɨ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ є ɬɨɱɤɨɸ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ ɡ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ ax  , by   (ɪɢɫ. 1.1). ȱ ɧɚɜɩɚɤɢ, ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɩɥɨɳɢɧɢ ɡ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ ax  , by   ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɨɞɧɟ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ  baz , . 

Ɋɨɡɝɥɹɧɭɬɚ ɜɢɳɟ ɩɥɨɳɢɧɚ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɸ ɩɥɨɳɢɧɨɸ.  

 
Ɋɢɫ. 1.1 

 

Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ: Доɛɭɬоɤ n ɤоɦɩɥеɤсɧиɯ ɱисеɥ ɧаɡиɜаєɬься n -иɦ сɬеɩеɧеɦ 

ɤоɦɩɥеɤсɧоɝо ɱисɥа z і ɩоɡɧаɱаєɬься n
z , 

 

zzzz
n  ...  n – ɪаɡ. 
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Ʉɨɪɢɫɬɭɸɱɢɫɶ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ, ɦɨɠɧɚ ɩɨɤɚɡɚɬɢ, ɳɨ ɞɿʀ ɧɚɞ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ 
ɱɢɫɥɚɦɢ ɦɚɸɬɶ ɚɫɨɰɿɚɬɢɜɧɭ, ɤɨɦɭɬɚɬɢɜɧɭ ɿ ɞɢɫɬɪɢɛɭɬɢɜɧɭ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ. 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ  1,0  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɭɹɜɧɨɸ ɨɞɢɧɢɰɟɸ, ɩɨɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ 
ɫɢɦɜɨɥɨɦ i :  .1,0i   

Заɭɜаɠеɧɧя: ȼ ɟɥɟɤɬɪɨɬɟɯɧɿɱɧɢɯ ɞɢɫɰɢɩɥɿɧɚɯ ɡɚɦɿɫɬɶ ɥɿɬɟɪɢ і, ɹɤɚ 
ɜɢɡɧɚɱɚє ɫɢɥɭ ɫɬɪɭɦɭ, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬɶɫɹ ɥɿɬɟɪɚ j.  

 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ 2

i : 

1)0;1()10)1(0;1100()1;0)(1;0(2 i . 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ );0( b ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɭɹɜɧɢɦ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦ ɱɢɫɥɨɦ. 

Ɉɱɟɜɢɞɧɿ ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ:  
zbabababaz  );()10;0()0;1)(;(1 , 

ɬɨɞɿ 

.)0;)(1;0()100;010(

)100;010()0;1)(;0();0(

ibbbb

bbbb




 

ɨɫɤɿɥɶɤɢ                      .0,,1,0 bbi   

ȼɢɯɨɞɹɱɢ ɡ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɭɦɢ, ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ );( baz   ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ 
ɭ ɬɚɤɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ: );0()0;();( baba   ɚɛɨ biaba );( . 

Ɏɨɪɦɚ ɡɚɩɢɫɭ bia  ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ z  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɨɸ. Ⱦɟ 
a  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɞɿɣɫɧɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ, ɩɨɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ Za Re , 

b  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɨɦ ɭɹɜɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ ib   ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ z  ɬɚ 

ɩɨɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ Zb Im (ɜɿɞ ɥɚɬɢɧɫɶɤɢɯ ɫɥɿɜ rОКХis – ɞɿɣɫɧɢɣ ɬɚ iЦКРiЧКriЮs - 

ɭɹɜɧɢɣ). ɑɢɫɥɨ iba   ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ ɫɩɪɹɠɟɧɢɦ ɞɨ ɱɢɫɥɚ iba  . 

əɤɳɨ ibaz  , ɬɨ ɱɢɫɥɨ iba   ɩɨɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ z  (ɪɢɫ. 1.2). 

                                                

Z1

Z2

Z

 
 

Ɋɢɫ. 1.2 
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əɤɳɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɡɚɞɚɧɨ ɜ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ, ɬɨ ɞɿʀ ɧɚɞ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ ɧɚɫɬɭɩɧɢɦ ɱɢɧɨɦ. 

Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ: ɋɭɦɨɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ 111 iyxz   ɬа 

222 iyxz  ɧаɡиɜаєɬься ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо 

   .,ImImIm,ReReRe 2121212121 yyixxzzzzzzzzz   

 

Ⱦɥɹ ɞɿʀ ɞɨɞɚɜɚɧɧɹ ɫɩɪɚɜɞɠɭɸɬɶɫɹ ɡɚɤɨɧɢ: 
ɚ) ɤɨɦɭɬɚɬɢɜɧɨɫɬɿ     

1221 ZZZZ   

ɛ) ɚɫɨɰɿɚɬɢɜɧɨɫɬɿ      
321321 )()( ZZZZZZ   . 

 

Оɩеɪаɰія ɜɿɞɧɿɦɚɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɜиɤоɧɭєɬься ɬаɤиɦ ɱиɧоɦ:   
  

                                   212121 yyixxzz  ,                                   (1.2) 

ɬоɛɬо 

    21212121 ImImIm,ReReRe zzzzzzzz  . 

 

Гɪɚɮɿɱɧɨ ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɧɚ ɞɿɹ ɜɿɞɧɿɦɚɧɧɹ ɡɨɛɪɚɠɟɧɚ ɧɚ ɪɢɫ.1.3. 

 

 

                

 

 

 

 

 

Ɋɢɫ. 1.3 

 

ȼɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɦɨɞɭɥɹ ɫɭɦɢ ɬɚ ɪɿɡɧɢɰɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ: 

 

., 21212121 ZZZZZZZZ   

 

Ⱦɚɦɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɟ ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɹ ɞɿʀ ɞɨɞɚɜɚɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. ɇɟɯɚɣ 
ɡɚɞɚɧɨ ɱɢɫɥɚ 1z  ɬɚ 2z , ɹɤɿ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨ ɡɨɛɪɚɠɭɸɬɶɫɹ ɪɚɞɿɭɫɚɦɢ-ɜɟɤɬɨɪɚɦɢ. 

Ɍɨɞɿ ɤɨɠɟɧ ɪɚɞɿɭɫ-ɜɟɤɬɨɪ 21 zz  , ɡɨɛɪɚɠɚɸɱɢ ɫɭɦɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ 1z  

ɬɚ 2z , ɛɭɞɟ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɭ 4-ɣ ɜɟɪɲɢɧɿ 21 zz   ɩɚɪɚɥɟɥɨɝɪɚɦɚ ɡ ɬɪɶɨɦɚ 

ɿɧɲɢɦɢ ɜɟɪɲɢɧɚɦɢ 21,, zzO  (ɪɢɫ. 1.4) . 

 

Z
1

Z
2

Z
2

Z
1
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Ɋɢɫ. 1.4 

 

 

Ⱦɨɛɭɬɨɤ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ 1z ɬа 2z  ɜиɡɧаɱаєɬься ɡа ɩɪаɜиɥоɦ 

                                 .1221212121 yxyxiyyxxzz                              (1.3) 

 

Ɍɚɤɨɠ ɦɚɸɬɶ ɦɿɫɰɟ ɡɚɤɨɧɢ: 
  ɚ) ɤɨɦɭɧɿɤɚɬɢɜɧɢɣ 1221 zzzz  ; 

  ɛ) ɚɫɨɰɿɚɬɢɜɧɢɣ 321321 )()( zzzzzz  ; 

  ɜ) ɪɨɡɩɨɞɿɥɶɧɢɣ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɞɿʀ ɞɨɞɚɜɚɧɧɹ 3231321 )( zzzzzzz  . 

Ɂɨɤɪɟɦɚ,  
222

zbazz  . 

Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ:  Діɥеɧɧяɦ ɤоɦɩɥеɤсɧоɝо ɱисɥа 1z  ɧа 2z  ɧаɡиɜаєɬься 
ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо z , яɤе ɡаɞоɜоɥьɧяє ɪіɜɧісɬь 12 zzz   ɬа ɩоɡɧаɱаєɬься 

.
2

1

z

z
z   

 

ɑɚɫɬɤɚ ɜɿɞ ɞɿɥɟɧɧɹ ɱɢɫɟɥ 1z ɬɚ 2z  ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ ɡɚ ɩɪɚɜɢɥɨɦ  

                                    i
bа

bаbа
bа

bbаa

z

z
2

2

2

2

2112

2

2

2

2

2121

2

1








                                     (1.4)   

   

ɐɟ ɩɪɚɜɢɥɨ ɨɬɪɢɦɚɧɨ ɲɥɹɯɨɦ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ-ɫɩɪɹɠɟɧɨɝɨ 
ɱɢɫɥɚ: ɱɢɫɟɥɶɧɢɤ ɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɞɨɦɧɨɠɚєɬɶɫɹ ɧɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ 2z  – 

ɫɩɪɹɠɟɧɟ ɞɨ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ:    
 

2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121

2222

2211

22

21

2

1

))((

))((

ba

baab
i

ba

bbaa

ibaiba

ibaiba

zz

zz

z

z













 . 
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ɉɪɢɤɥɚɞ. 
  
  

.
25

2

25

11

25

211

169

823

169

823

4343

4321

43

21
2

2

i
ii

i

ii

ii

ii

i

i






















 

 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ z  ɦɨɠɧɚ ɡɨɛɪɚɡɢɬɢ ɧɟ ɬɿɥɶɤɢ ɬɨɱɤɨɸ, ɚɥɟ ɣ ɪɚɞɿɭɫɨɦ- 

ɜɟɤɬɨɪɚ (ɪɢɫ. 1.5), ɩɪɨɟɤɰɿɹɦɢ ɹɤɨɝɨ ɧɚ ɜɿɫɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ є а  ɬɚ b . Ɂɧɚɤɢ ɱɢɫɟɥ 
а  ɬɚ b  ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ ɧɚɩɪɹɦɨɦ ɩɪɨɟɤɰɿɣ ɜɟɤɬɨɪɚ ɧɚ ɜɿɫɿ.    

  

 
Ɋɢɫ. 1.5 

 

ȼɟɤɬɨɪ biaz   ɦɨɠɧɚ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɧɟ ɬɿɥɶɤɢ ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɢɦɢ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ а  ɬɚ b , ɣɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɩɨɥɹɪɧɢɦɢ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ r  ɬɚ  . ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɡɜ’ɹɡɨɤ ɦɿɠ ɞɟɤɚɪɬɨɜɢɦɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ 

);( bа ɬɚ ɩɨɥɹɪɧɢɦɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦɢ );( r  ɬɨɱɤɢ z , ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ: 
 

cosrа  , sinrb  . 

 

Оɬɪиɦаєɦо ɧоɜɭ ɮоɪɦɭ ɡаɩисɭ ɤоɦɩɥеɤсɧоɝо ɱисɥа  baz , , яɤа 
ɧаɡиɜаєɬься ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɨɸ:  

 

  sincos irz  .      

 

ɑɢɫɥɨ r  – ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɦɨɞɭɥɟɦ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ z , ɤɭɬ   – 

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɣɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɨɦ, ɬɚ ɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶɫɹ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ  
 

zr  , Argz . 

Ⱦɥɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ biaz    

22
bаz  , 
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a

b
tg  ,  

ɬɚɤɢɣ, ɳɨ 

22
sin

ba

b


  ; 

22
cos

ba

a


 . 

 

Ⱦɥɹ ɞɨɜɿɥɶɧɨɝɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ, ɦɨɞɭɥɶ ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨ, ɚ 
ɚɪɝɭɦɟɧɬ   (ɞɥɹ 0z  ) ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɨ, ɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɞɨ 2 . Ɍɨɦɭ ɪɨɡɝɥɹɞɚɸɬɶ ɬɚɤ 
ɡɜɚɧɟ ɝɨɥɨɜɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ z  ( zarg ), ɹɤɟ 
ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɭ ɦɟɠɚɯ  

  zarg  (ɚɛɨ 2arg0  z ) 

ɿ ɬɨɞɿ  
kzArgz 2arg    ,...2,1,0 k  . 

 

Ɍɨɦɭ ɧɚɞɚɥɿ ɞɨɰɿɥɶɧɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɜɚɬɢ ɮɨɪɦɭɥɢ 

 

         arg z=





























.0,0,
2

,0,0,
2

,0,0,

,0,0,

,,

yxяɤщо

yxяɤщо

yxяɤщо
x

y
arctg

yxяɤщо
x

y
arctg

oxяɤщо
x

y
arctg









 

 

əɤɳɨ ɞɜɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɥɚ ɡɚɞɚɧɢɯ ɭ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ ɪɿɜɧɿ, 
ɬɨ ɦɨɞɭɥɿ ʀɯ ɪɿɜɧɿ ɦɿɠ ɫɨɛɨɸ, ɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬɢ ɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬɶɫɹ ɞɨɞɚɧɤɚɦɢ ɤɪɚɬɧɢɦɢ  

2 . Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɦɧɨɠɟɧɧɹ, ɞɿɥɟɧɧɹ, ɩɿɞɧɟɫɟɧɧɹ ɞɨ ɫɬɟɩɟɧɹ ɿ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ 
ɤɨɪɟɧɹ ɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ, ɡɚɞɚɧɨɝɨ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɨɸ ɮɨɪɦɨɸ. 

ɇɟɯɚɣ  
      )sin(cos 1111  irz    

ɬɚ  
     )sin(cos 2222  irz  . 

ɉɨɦɧɨɠɢɦɨ 1z  ɧɚ 2z : 

)]sin()[cos(

)sin(cos)sin(cos

212121

22211121







irr

irirzz
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Ɂɜɿɞɫɢ ɫɥɿɞɭє, ɳɨ ɩɪɢ ɦɧɨɠɟɧɧɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɡɚɞɚɧɢɯ ɭ 

ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ, ɦɨɞɭɥɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɩɟɪɟɦɧɨɠɭɸɬɶɫɹ, ɚ 
ɚɪɝɭɦɟɧɬɢ ɞɨɞɚɸɬɶɫɹ. Ɍɨɛɬɨ 

2121 zzzz  , 

  2121 ArgzArgzzzArg  . 

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɫɬɟɩɿɧь ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ z . 

 ,sincos...  inrzzzz
nn   

ɬɨɛɬɨ 
nnn

zrz  ,  nArgznArgz
n    . 

 

Ɋоɡɝɥяɧеɦо ɞɿɥɟɧɧɹ 1z  ɧɚ 2z : 

 
 

  
  

    .sincos

sincossincos

sincossincos

sincos

sincos

2121

2

1

22222

22111

222

111

2

1





















i
r

r

iir

iir

ir

ir

z

z

 

Ɂ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ ɞɿɸ ɩɿɞɧɟɫɟɧɧɹ ɞɨ n -ɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ ɞɨɰɿɥɶɧɨ 
ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢ, ɡɚɩɢɫɚɜɲɢ ʀɯ ɭ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ. ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ, ɹɤ 
ɛɭɥɨ ɜɢɳɟ ɡɚɡɧɚɱɟɧɨ, ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ:  

 

   )sin(cossincos  ninrir
nn   ɞɟ 1,...,2,1,0  nk . 

 

Ⱦɚɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɦɚє ɧɚɡɜɭ ɮɨɪɦɭɥɢ Ɇɭɚɜɪɚ. 
Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɩɪɢ ɞɿɥɟɧɧɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɡɚɞɚɧɢɯ ɭ 

ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ, ɦɨɞɭɥɶ ɞɿɥɟɧɨɝɨ ɞɿɥɢɬɶɫɹ ɧɚ ɦɨɞɭɥɶ ɞɿɥɶɧɢɤɚ, ɚ 
ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɞɿɥɟɧɨɝɨ ɜɿɞɧɿɦɚєɬɶɫɹ ɜɿɞ ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɞɿɥɶɧɢɤɚ. 

 

                                  
2

1

2

1

z

z

z

z
  

                          21

2

1 ArgzArgz
z

z
Arg                 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɨɩɟɪɚɰɿɸ ɞɨɛɭɜɚɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ n -ɝɨ ɫɬɟɩɟɧɹ, ɞɟ ЧN. 

Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ: Коɪеɧеɦ n -ɝо сɬеɩеɧя n z  ɡ ɤоɦɩɥеɤсɧоɝо ɱисɥа 
z ɧаɡиɜаєɬься ɬаɤе ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо 1z , n -а сɬеɩіɧь яɤоɝо ɞоɪіɜɧɸє 
ɩіɞɤоɪеɧеɜоɦɭ ɱисɥɭ: zz

n  . 

 

ɇɟɯɚɣ  
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)sin(cos  izz  , ɚ )sin(cos 1111  irz  .  

 

Ɍɨɞɿ ɡɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ:  

)sin(cossin(cos 111  irirn   

ɚɛɨ 

)sin(cos)sin(cos 111  ninrir
n  . 

  

ȱɡ ɪɿɜɧɨɫɬɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɫɥɿɞɭє, ɳɨ  
n

rr 1 ,  

ɚ                                kn 21  ,    ,...2,1,0 k . 

 

Ɂɜɿɞɤɢ                      n rr 1 , 
n

k 2
1


  . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɦɚєɦɨ ɮɨɪɦɭɥɭ: 
 

  





 





n

k
i

n

k
rirz nnn  2

sin
2

cossincos .        

                                                

ɍ ɨɬɪɢɦɚɧɿɣ ɮɨɪɦɭɥɿ k  ɦɨɠɟ ɩɪɢɣɦɚɬɢ ɞɨɜɿɥɶɧɟ ɰɿɥɟ ɱɢɫɥɨ, ɩɪɨɬɟ 
ɪɿɡɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧɶ n z  ɛɭɞɟ ɥɢɲɟ n , ɜɨɧɢ ɛɭɞɭɬɶ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ 

)1(,...,2,1,0  nk , ɪɟɲɬɚ ɛɭɞɭɬɶ ɩɨɜɬɨɪɸɜɚɬɢɫɶ. Ɍɚɤ,  
ɹɤɳɨ nk  , ɬɨ  

 2
2

.,1 



nn

n
n   

ɬɚ                             0,1,1 coscoscos  
n

n   ,      0,1,1 sinsinsin  
n

n  , 

(ɹɤ 2 -ɩɟɪɿɨɞɢɱɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ). Ɍɨɱɤɢ n
kz  є ɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ɩɪɚɜɢɥɶɧɨɝɨ n - 

ɤɭɬɧɢɤɚ (ɪɢɫ. 1.6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ɋɢɫ. 1.6 
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ɉɪɢɤɥɚɞ.  

Ɂɧɚɣɬɢ  3 1 .     

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ.     

110
3  , i

2

3

2

1
11

3  , i
2

3

2

1
12

3   . 

 

 

Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ: Дія ɩіɞɧесеɧɧя ɱисɥа e ɜ сɬеɩіɧь iyxz  ɜиɡɧаɱаєɬься   
ɪіɜɧісɬɸ  yiyee

xiyx sincos  .                                                                                               

ɐɟ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɨ:  
1) ɩɪɢ 0y ;  

2) ɡɛɟɪɿɝɚє ɡɜɢɱɚɣɧɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ:  

2121 zzzz
eee

 ,         
21

2

1

zz

z

z

e
e

e  . 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɫɬɟɩɟɧɿ ɦɚɸɬɶ ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ, ɳɨ ɜɿɞɫɭɬɧɹ ɞɥɹ ɞɿɣɫɧɢɯ 
ɫɬɟɩɟɧɿɜ:  

12 ik
e

 , ,...2,1,0  kk  

Ɂɜɿɞɫɢ  
zikz

ee  2
. 

ɇɟɯɚɣ  yx ,0    

 sincos ie
i   -   ɮɨɪɦɭɥɚ ȿɣɥɟɪɚ.         

  

ɉɨɤɚɡɧɢɤɨɜɚ ɮɨɪɦɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ 

 

)sin(cos  irz   

  
i

rez  . 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 

1. Ⱦɨɜɟɫɬɢ: 
ɚ) 2121 zzzz  ; 

ɛ)  2121 zzzz  ; 

ɜ)    n
n

zz  . 

 

Ⱦɨɜɟɞɟɧɧɹ. 
ɚ) Ɂɚ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɫɩɪɹɠɟɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ: 

     
  .,

,,,

2122

112121212121

zzyx

yxyyxxyyxxzz



  
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ɛ) Ɇɚєɦɨ:  

   
   .,,

,,

212211

122121211221212121

zzyxyx

yxyxyyxxyxyxyyxxzz



  

 

ɜ) Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ z  ɭ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ 
  sin,cos rrz  , 

ɬɨɞɿ 
           sin,cos rrz . 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɮɨɪɦɭɥɭ Ɇɭɚɜɪɚ, ɦɚєɦɨ: 
        
   .sin,cos

sin,cossin,cos

nnn

nnnn
n

znrnr

nrnrnrnrz








 

 

2. ȼɢɤɨɧɚɬɢ ɞɿʀ: 
ɚ)      72322

2  iii ; 

ɛ)  4
1 i ; 

ɜ) 
6

22

3










i
. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

ɚ)        
         .71421422222

242272322
22

iiiii

iiiiii




 

 

ɛ) Ɂɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ ɛɿɧɨɦɚ ɇɶɸɬɨɧɚ ɦɚєɦɨ: 
  41464146411 4324  iiiiiii . 

 

ɜ) 1
64

1

64

36

64

45

64

360

64

135

64

354

64

27

22

3
6









 iii

i
. 

 

3. Ɂɧɚɣɬɢ ɱɚɫɬɤɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ: 

ɚ) 
i

1
;               ɛ) 

i1

1
;              ɜ) 

2

3

2

1

2

3

2

1

i

i




. 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ɏɨɪɦɭɥɭ ɞɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɱɚɫɬɤɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ 1z  ɬɚ 2z  

ɡɚɩɢɲɟɦɨ ɭ ɧɚɫɬɭɩɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ: 
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2

2

21

22

21

2

1

z

zz

zz

zz

z

z 





 . 

Ɂɚ ɞɚɧɨɸ ɮɨɪɦɭɥɨɸ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ: 

ɚ) i
i

i

i





2

1
; 

 

ɛ) 
22

1

2

1

1

1

1

1
2

ii

i

i

i











; 

 

ɜ) 
2

3

2

1

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2

3

2

1

2
i

i

i

ii

i

i































. 

 

4. Ɂɚɩɢɫɚɬɢ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɭ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ: 
ɚ)  3 ;       ɛ)  i ;       ɜ)  i1 ;     ɝ)  31 i . 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
ɚ)   sincos33,,33 i ; 

 

ɛ) 














2
sin

2
cos,

2
,1

 iii ; 

 

ɜ) 
4

sin
4

cos(21,
4

,21
 iii  ; 

 

ɝ) )
3

2
sin

3

2
(cos231,

3

2
,231

 iii  . 

 

5. Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɬɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 016 z . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ɇɚєɦɨ   6 1z . 

.5,0,
6

2
sin

6

2
cos16 





 k

k
i

k
zk


 

Ɉɬɠɟ, 

22

3

6
sin

6
cos0

i
iz 
















, 
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22

3

6
sin

6
cos1

i
iz 


, 

iiz 
2

sin
2

cos2


, 

22

3

6

5
sin

6

5
cos3

i
iz 


, 

22

3

6

7
sin

6

7
cos4

i
iz 


, 

iiz 
6

9
sin

6

9
cos5


. 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 Ⱦɨɜɟɫɬɢ, ɳɨ 

ɚ) 2121 zzzz  ;              ɛ) 
2

1

2

1

z

z

z

z









; 

 

 ɜ)    zPzP  , ɞɟ  zPz   – ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɢɣ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ ɿɡ ɞɿɣɫɧɢɦɢ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚɦɢ. 

 

 ȼɢɤɨɧɚɬɢ ɞɿʀ: 

ɚ)  631 i ;            ɛ) 
53

42

i

i




;               ɜ) 
iyx

iyx




     022  yx . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɞɿɣɫɧɭ ɬɚ ɭɹɜɧɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ: 

ɚ) 









2

3

2

1
i ;               ɛ) 

2

15

5

1

2











i

i
;           ɜ)  

 3
5

1

1

i

i




. 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɦɨɞɭɥɶ ɬɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ: 

ɚ)  334 i ;        ɛ)     68
311


 ii ;    ɜ) 

7
sin

7
cos1


i . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɜɫɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɤɨɪɟɧɿɜ: 
ɚ) 3 i ;        ɛ) 3 1 i ;        ɜ) 6 64 ;         ɝ) 6 64 . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɤɨɪɟɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ: 
ɚ)     ,015252  iziz  

ɛ)   ,02212  iziz  

ɜ)     0 nn
iziz . 
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 Ⱦɨɜɟɫɬɢ, ɳɨ ɦɨɞɭɥɶ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ z  ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɭɦɨɜɚɦ: 
ɚ)  000  zzz ; 

ɛ) Czzzzzz  212121 , , ɞɟ C  – ɦɧɨɠɢɧɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ; 

ɜ) ., 212121 Czzzzzz   

 

 Ⱦɨɜɟɫɬɢ, ɳɨ ɦɨɞɭɥɶ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ 

.2121 zzzz   

 

Ɂɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɧɚ ɫɮɟɪɿ Ɋɿɦɚɧɚ 

 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɭ ɩɥɨɳɢɧɭ Z , ɞɨɩɨɜɧɟɧɭ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɜɢɥɭɱɟɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ, 
ɬɨɛɬɨ ɬɨɱɤɨɸ, ɳɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɦɭ ɱɢɫɥɭ, ɦɨɞɭɥɶ ɹɤɨɝɨ ɞɨɪɿɜɧɸє 
ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ ( z ) ɬɚ ɭɦɨɜɧɨ ɩɨɡɧɚɱɭɜɚɧɨʀ ɫɢɦɜɨɥɨɦ z , ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 
ɪɨɡɲɢɪɟɧɨɸ (ɡɚɦɤɧɭɬɨɸ) ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɸ ɩɥɨɳɢɧɨɸ. 

Ⱦɚɦɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɟ ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ z . Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ 
ɩɨɛɭɞɭєɦɨ ɫɮɟɪɭ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ Оɯɭ ɬɚ ɦɚє ɬɨɱɤɭ ɞɨɬɢɤɭ ɜ ɩɨɱɚɬɤɭ 
ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ (ɪɢɫ. 1.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                       

Ɋɢɫ. 1.7 

 

Ʉɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ Z  ɩɥɨɳɢɧɢ Оɯɭ ɩɨɫɬɚɜɢɦɨ ɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɶ ɬɨɱɤɭ  zM , ɳɨ 
є ɩɟɪɟɬɢɧɨɦ ɫɮɟɪɢ ɡ ɩɪɹɦɨɸ, ɹɤɚ ɡ’єɞɧɭє ɬɨɱɤɢ P  ɬɚ z . Ɂɚɡɧɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɦɿɠ 
ɜɫɿɦɚ ɬɨɱɤɚɦɢ ɫɮɟɪɢ, ɤɪɿɦ ɬɨɱɤɢ P , ɜɫɬɚɧɨɜɥɸєɬɶɫɹ ɜɡɚєɦɧɨ-ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɶ ɡ ɬɨɱɤɚɦɢ ɩɥɨɳɢɧɢ Оɯɭ. ɇɟɜɚɠɤɨ ɩɨɦɿɬɢɬɢ, ɳɨ, ɤɨɥɢ z , 

ɬɨɱɤɚ  zM  ɩɪɹɦɭє ɞɨ ɬɨɱɤɢ P , ɨɬɠɟ, ɬɨɱɰɿ P  ɫɮɟɪɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ 
ɜɿɞɞɚɥɟɧɚ ɬɨɱɤɚ ɪɨɡɲɢɪɟɧɨʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ Z . Ɋɨɡɲɢɪɟɧɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɭ 
ɩɥɨɳɢɧɭ ɿɧɨɞɿ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɸ ɫɮɟɪɨɸ ɚɛɨ ɫɮɟɪɨɸ Ɋɿɦɚɧɚ. 
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ɇɚ ɜɿɞɦɿɧɭ ɜɿɞ ɡɚɦɤɧɟɧɨʀ, ɩɥɨɳɢɧɚ ɡ ɜɢɤɥɸɱɟɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ z  

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɜɿɞɤɪɢɬɨɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɸ ɩɥɨɳɢɧɨɸ. 

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 

Ɋɿɡɧɿ ɮɨɪɦɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ. Гɟɨɦɟɬɪɢɱɧɚ 

ɿɧɬɟɪɩɪɟɬɚɰɿɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. 
Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɞɟɤɿɥɶɤɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɭ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɿɣ, 

ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɬɚ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɜɿɣ ɮɨɪɦɚɯ. Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɞɨ ɧɢɯ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ 
ɫɩɪɹɠɟɧɿ. Ɂɨɛɪɚɡɢɦɨ  ɱɢɫɥɚ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ. 
Ɋоɡɜ’яɡоɤ  ɩɪиɤɥаɞа ɭ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ Mathcad 

 

Ɋɿɡɧɿ ɮɨɪɦɢ  ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. ɋɩɨɫɨɛɢ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ 

 Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɜ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ. ɉɟɪɲɢɣ ɫɩɨɫɿɛ: 

   Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜɜесɬи ɭяɜɧɭ оɞиɧиɰɸ i, 

ɧаɛеɪіɬь ɧа ɤɥаɜіаɬɭɪі 1i ɬа ɤɥаɰɧіɬь 
ɦиɲɤоɸ ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ ɪаɦɤоɸ 

   

   

  

 

 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜіɞоɛɪаɡиɬи ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо ɜ 
ɪоɛоɱоɦɭ ɞоɤɭɦеɧɬі ɜ аɥɝеɛɪаʀɱɧіɣ ɮоɪɦі, ɤɥаɰɧіɬь ɭ 

ɩаɧеɥі Symbolic ɧа ɤɥɸɱоɜоɦɭ сɥоɜі coЦpХОб ɬа 

ɜɜеɞіɬь ɭ ɩоɦіɱеɧіɣ ɩоɡиɰіʀ іɦ’я ɤоɦɩɥеɤсɧоʀ ɡɦіɧɧоʀ 
ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɦиɲɤоɸ ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоʀ ɪаɦɤоɸ  

 
Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɜ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ. 
Ⱦɪɭɝɢɣ ɫɩɨɫɿɛ:  

  

  

  

 
Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɜ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ. Ɍɪɟɬɿɣ 
ɫɩɨɫɿɛ:  

  

  

  

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme1/mathcad/ex1/ex_1_1.html
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 Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɜ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ.  

  

 
Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɜ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɜɿɣ 
ɮɨɪɦɿ.  

  

 Ⱦɿɣɫɧɚ ɬɚ ɭɹɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ  

    

 
   

 
  

 

 Ɇɨɞɭɥɶ ɬɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ  

 

  

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɧаɣɬи ɦоɞɭɥь ɤоɦɩɥеɤсɧоɝо 
ɱисɥа, ɤɥаɰɧіɬь ɭ ɩаɧеɥі CaХcuХator ɧа сиɦɜоɥі 
ɦоɞɭɥя ɬа ɜɜеɞіɬь ɭ ɩоɦіɱеɧіɣ ɩоɡиɰіʀ іɦ’я 

ɱисɥа  

 
 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɧаɣɬи аɪɝɭɦеɧɬ ɤоɦɩɥеɤсɧоɝо 
ɱисɥа, ɜɜеɞіɬь іɦ’я ɮɭɧɤɰіʀ arg ɬа ɜɤаɠіɬь ɭ 
ɞɭɠɤаɯ ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо (аɛо ɣоɝо іɦ’я) 
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 Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ ɫɩɪɹɠɟɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ  

 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜиɡɧаɱиɬи ɤоɦɩɥеɤсɧо сɩɪяɠеɧе ɞо 

ɱисɥа г, ɜɜеɞіɬь іɡ ɤɥаɜіаɬɭɪи г, а ɩоɬіɦ сиɦɜоɥ " 
(ɥаɩɤи) 

 
 

 

  
 

 Ɂɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ ɧɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ  

Коɦɩɥеɤсɧі ɱисɥа a, b ɬа  d ɜиɡɧаɱеɧі ɜище: 

   

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜіɞоɛɪаɡиɬи 

ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо ɧа ɤоɦɩɥеɤсɧіɣ 
ɩɥощиɧі,ɤɥаɰɧіɬь ɭ ɩаɧеɥі Graph ɧа 

сиɦɜоɥі ɞеɤаɪɬоɜа ɝɪаɮіɤа, ɭ ɜіɤɧі 
ɝɪаɮіɤіɜ (яɤе ɜіɞɤɪиɥось) ɜɜеɞіɬь ɭ 
ɩоɦіɱеɧіɣ ɩоɡиɰіʀ ɛіɥя ɜісі аɛсɰис, 

ɜіɞоɤɪеɦɥɸɸɱи ɤоɦоɸ,ɧаɡɜɭ 
ɞіɣсɧиɯ ɱасɬиɧ ɤоɦɩɥеɤсɧиɯ ɱисеɥ, 
а ɜ ɩоɡиɰіʀ ɛіɥя ɜісі оɪɞиɧаɬ – ɧаɡɜɭ 
ɭяɜɧиɯ ɱасɬиɧ, ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɩоɡа 
ɩоɥеɦ ɝɪаɮіɤіɜ. 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜсɬаɧоɜиɬи сɬиɥь 
ɡоɛɪаɠеɧɧя, ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɝɪаɮіɤɭ 
ɞɜіɱі ɬа ɩоɞиɜіɬься ɩоɡɧаɱɤи ɧа 

ɩоɥяɯ ɜɜоɞɭ,щоɛ ɡɪоɡɭɦіɬи, яɤ 

ɜиɡɧаɱеɧиɣ сɬиɥь ɡоɛɪаɠеɧɧя ɞɥя 
ɧаɜеɞеɧоɝо ɝɪаɮіɤа. 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɩɪɢɤɥɚɞɚ ɭ ɫɟɪɟɞɨɜɢɳɿ ɩɚɤɟɬɭ Mathematica 

Ɋɿɡɧɿ ɮɨɪɦɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. Ⱥɪɢɮɦɟɬɢɱɧɿ ɞɿʀ ɧɚɞ  

ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ. 
Ɂɚɩɢɫɚɬɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɜ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɿɣ, ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɬɚ 

ɟɤɫɩɨɧɟɧɰɿɚɥɶɧɿɣ ɮɨɪɦɚɯ. Ɂɚɩɢɫɚɬɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ ɫɩɪɹɠɟɧɿ ɱɢɫɥɚ. Ɂɨɛɪɚɡɢɬɢ 

ɱɢɫɥɚ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ. 
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Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɚ ɨɞɢɧɢɰɹ ɡɚɩɢɫɭєɬɶɫɹ ɹɤ ȱ 

 

 
Ɇɨɠɧɚ ɬɚɤɨɠ ɜɜɟɫɬɢ ɿɡ ɩɚɥɿɬɪɢ ɫɢɦɜɨɥ  

 

 
ɑɢɫɥɨ, ɡɚɩɢɫɚɧɟ ɜ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ: 

 

 
ɑɢɫɥɨ, ɡɚɩɢɫɚɧɟ ɜ ɟɤɫɩɨɧɟɧɰɿɚɥɶɧɿɣ ɮɨɪɦɿ: 

 

 
ɓɨɛ ɩɟɪɟɬɜɨɪɢɬɢ ɰɟ ɱɢɫɥɨ ɜ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɭ ɮɨɪɦɭ, ɦɨɠɧɚ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɬɢ 

ɮɭɧɤɰɿɸ  

 

 
Ɏɭɧɤɰɿɹ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶ ɞɿɣɫɧɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɱɢɫɥɚ 

 

 
Ɏɭɧɤɰɿɹ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶ ɭɹɜɧɭ ɱɚɫɬɢɧɭ ɱɢɫɥɚ 

 

 
Ɏɭɧɤɰɿɹ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶ ɦɨɞɭɥɶ ɱɢɫɥɚ 

 

 
Ɏɭɧɤɰɿɹ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶ ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ 
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Ɏɭɧɤɰɿɹ ɜɢɞɚє ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ ɫɩɪɹɠɟɧɟ ɱɢɫɥɨ 

 

 
Ɂɨɛɪɚɡɢɬɢ ɧɚ ɝɪɚɮɿɤɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ ɦɨɠɧɚ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 
ɝɪɚɮɿɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  

 

 

 

 
 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɧɢɯ ɞɿɣ ɧɚɞ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɫɭɦɭ, ɞɨɛɭɬɨɤ ɬɚ ɱɚɫɬɤɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. 
 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɭ сеɪеɞоɜищі  ɩаɤеɬɭ Mathcad 

 

Ⱥɪɢɮɦɟɬɢɱɧɿ ɞɿʀ ɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ 

 Ⱦɨɞɚɜɚɧɧɹ ɬɚ ɣɨɝɨ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ 

  

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜɜесɬи 
ɭяɜɧɭ оɞиɧиɰɸ Т, ɧаɛеɪіɬь 
ɧа ɤɥаɜіаɬɭɪі  1i ɬа 
ɤɥаɰɧіɬь ɦиɲɤоɸ ɩоɡа 
ɜиɞіɥеɧоɸ  ɪаɦɤоɸ 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme1/mathcad/ex1/ex_1_1.html
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 Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜиɡɧаɱиɬи ɤоɦɩɥеɤсɧо сɩɪяɠеɧе ɞо ɱисɥа 

a, ɜɜеɞіɬь іɡ ɤɥаɜіаɬɭɪи a ɬа ɩоɬіɦ сиɦɜоɥ " (ɥаɩɤи) 
 

 

 
Ɇɧɨɠɟɧɧɹ ɬɚ ɣɨɝɨ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ 

  

    

  

    

   

  

    

   

 
Ⱦɿɥɟɧɧɹ ɬɚ ɣɨɝɨ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ 
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Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ Mathematica 

 

Ɋɿɡɧɿ ɮɨɪɦɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. Ⱥɪɢɮɦɟɬɢɱɧɿ ɞɿʀ ɧɚɞ 

ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɫɭɦɭ, ɞɨɛɭɬɨɤ ɬɚ ɱɚɫɬɤɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɱɢɫɟɥ. 

 

Ⱦɨɞɚɜɚɧɧɹ:  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

Ɇɧɨɠɟɧɧɹ 
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Ⱦɿɥɟɧɧɹ 
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ɊɈɁȾȱɅ 2  
ɎɍɇɄɐȱȲ ɄɈɆɉɅȿɄɋɇɈȲ ɁɆȱɇɇɈȲ.   

ɉɈɇəɌɌə ɉɈɏȱȾɇɈȲ. ɍɆɈȼɂ ɄɈɒȱ-ɊȱɆȺɇȺ  
 

Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɿɣɫɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ  
 

Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ: ɇɚ ɩɪɨɦɿɠɤɭ 21 ttt  ɡɚɞɚɧɨ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɞɿɣɫɧɨɝɨ 
ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ, ɹɤɳɨ  21,ttt  ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɨ ɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɶ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ 

 tfz  . ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, 22 )( itz  , 
ti

Aez
)(  . 

Ɂɚɞɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ ɟɤɜɿɜɚɥɟɧɬɧɨ ɞɜɨɦ ɡɚɞɚɧɢɦ 
ɞɿɣɫɧɢɦ ɮɭɧɤɰɿɹɦ )(tx  ɬɚ )(ty , ɬɨɛɬɨ )()( tiytxz  . 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
 titittitz 2112)( 2222  . 

 

ȼɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ:  
       1. ɇɟɯɚɣ 111 ivuf  , 222 ivuf  , ɬɨɞɿ )( 212121 vviuuff  ,  ɬɨɛɬɨ 

2121 ReRe)Re( ffff  ,   2121 ImImIm ffff   

2.  ɇɟɯɚɣ   ɞɿɣɫɧɟ ɱɢɫɥɨ, ɬɨɞɿ v(t)iu(t))(  tf . 

3. ɇɟɯɚɣ )(tx , )(ty  ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɿ, ɬɨɞɿ, ɹɤɳɨ )()()( tiytxtz  , ɬɨ 

dt

dy
i

dt

dx

dt

dz
 . 

 

Ɂɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɞɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤɢ ɤɨɥɢɜɚɧь 

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɿ ɤɨɥɢɜɚɧɧɹ, ɹɤɿ ɨɩɢɫɚɧɨ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɢɦɢ 
ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ  

)cos(0  tA     ɬɚ     )sin(0  tA . 

Ɂɚɦɿɫɬɶ ɞɜɨɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɪɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɨɞɧɭ  
  titi

AeeAtitAtA
   )(

00 )sin()cos()(   

АA 0 ,   – ɱɚɫɬɨɬɚ,   – ɮɚɡɚ. 
 

ɐɟ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɚ ɮɨɪɦɚ ɡɚɩɢɫɭ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɢɯ ɤɨɥɢɜɚɧь. Ɍɨɞɿ 
  ti

AetA
 Imsin0  . 

  ti
AetA

 Recos0  . 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɫɤɥɚɞɧɿ ɝɚɪɦɨɧɿɤɢ.  
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)sin()( 1101   tAtf  

)sin()( 2202   tAtf  

   tititititi
eАAeAeAeAeAff
 )(ImImImIm 21212121   , 

ɬɨɛɬɨ 213 ААА  . 

ɉɪɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɿ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ʀɯ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ 
ɦɧɨɠɢɬɶɫɹ ɧɚ i . 

ɇɟɯɚɣ,  
ti

AetY
Im)(  ,  tititi

eAie
dt

d
AAe

dt

d

dt

dY  ImImIm   ,  

АТА 1 . 

 

Ɏɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 
 

Ⱦɚɦɨ ɨɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. əɤɳɨ ɤɨɠɧɨɦɭ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɦɭ ɱɢɫɥɭ z , ɳɨ ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɦɧɨɠɢɧɿ E , ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɨ ɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɶ 
ɰɿɥɤɨɦ ɜɢɡɧɚɱɟɧɟ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ W , ɳɨ ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɦɧɨɠɢɧɿ K , ɬɨ 
ɝɨɜɨɪɹɬɶ, ɳɨ ɡɚɞɚɧɚ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  zfW  , ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɧɚ ɦɧɨɠɢɧɿ E .   

Ɏɭɧɤɰɿɹ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɨɸ, ɤɨɥɢ ɨɞɧɨɦɭ Ez  ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɨ ɭ 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɶ ɞɟɤɿɥɶɤɚ ɡɧɚɱɟɧɶ ɡɦɿɧɧɨʀ W . Ɍɨɱɤɭ W  ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɨɛɪɚɡɨɦ ɬɨɱɤɢ 
z . Ɇɧɨɠɢɧɨɸ E  ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɬɨɱɤɚ, ɥɿɧɿɹ, ɨɛɥɚɫɬɶ, ʀʀ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɦɧɨɠɢɧɨɸ 
ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɚ K  – ɦɧɨɠɢɧɨɸ ɡɦɿɧɸɜɚɧɧɹ (ɡɧɚɱɟɧь) ɮɭɧɤɰɿʀ.  

Ɂ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨʀ ɬɨɱɤɢ ɡɨɪɭ ɡɚɞɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zfW   ɨɡɧɚɱɚє, ɳɨ ɜɿɞɨɦɨ 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ, ɹɤɟ ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɞɟɹɤɭ ɦɧɨɠɢɧɭ E , ɳɨ ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɩɥɨɳɢɧɿ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ z , ɭ ɦɧɨɠɢɧɭ K  ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ W .  

ɋɥɿɞ ɜɿɞɡɧɚɱɢɬɢ, ɳɨ ɡɚɞɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɪɿɜɧɨɫɢɥɶɧɨ 
ɡɚɞɚɧɧɸ ɞɜɨɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɞɜɨɯ ɞɿɣɫɧɢɯ ɡɦɿɧɧɢɯ. əɤɳɨ iyxz  , a ivuW  , ɬɨ                

 

),(),()( yxiuyxuiyxfivu   

      )(Im),(),(Re),( zfyxvzfyxu             

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɮɭɧɤɰɿɸ 2
zW  . ɐɹ ɮɭɧɤɰɿɹ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ. 

ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɞɨ ɨɩɢɫɚɧɢɯ ɜɢɳɟ ɮɨɪɦɭɥ ɦɚєɦɨ:  

 

xyiyxiyxivu 2)( 222   

                            xyyxvyxyxu 2),(,),( 22   .   

Ⱦɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɦɨɠɧɚ ɡɜɨɞɢɬɢ ɞɨ ɪɨɡɝɥɹɞɭ 
ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ ɞɜɨɯ ɮɭɧɤɰɿɣ  yxu ,  ɬɚ  yxv , . ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿɫɬɶ 
ɮɭɧɤɰɿʀ  zfW   ɭ ɬɨɱɰɿ 0zz   ɨɡɧɚɱɚє, ɳɨ ɜɢɤɨɧɭєɬɶɫɹ ɭɦɨɜɚ  
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                                 ).()(lim 0
0

zfzf
zz




     

Ɂ ɿɧɲɨɝɨ ɛɨɤɭ, ɹɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxu ,  ɬɚ  yxv ,  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɜ ɬɨɱɰɿ  000 , yxM , ɬɨ 

ɮɭɧɤɰɿɹ    yxivyxuW ,,   ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɜ ɬɨɱɰɿ 000 iyxz  .  

ɉɨɯɿɞɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  zfW  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɝɪɚɧɢɰɹ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ ɩɪɢɪɨɫɬɭ 

ɮɭɧɤɰɿʀ viuW   ɞɨ ɩɪɢɪɨɫɬɭ ɧɟɡɚɥɟɠɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ yixzzz  1 , 

ɤɨɥɢ 0z , ɬɨɛɬɨ  

                     
z

zfzzf

z

w

dz

dw
zfw

zz 









)()(
limlim)(

00
                        (2.1) 

             

ɉɪɢ ɰɶɨɦɭ ɩɟɪɟɞɛɚɱɚєɬɶɫɹ, ɳɨ ɰɹ ɝɪɚɧɢɰɹ ɿɫɧɭє, ɤɨɥɢ ɬɨɱɤɚ zz 1  

(ɬɨɛɬɨ 0z ). Ɍɨɦɭ ɜɢɦɨɝɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɫɬɿ (ɬɨɛɬɨ, ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɝɪɚɧɢɰɿ) 
ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɡɧɚɱɧɨ "ɫɢɥɶɧɿɲɚ" ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨʀ ɜɢɦɨɝɢ ɞɥɹ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɿɣɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ.  

ɉɪɨɬɟ, ɡ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɩɟɪɲɨʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 
ɨɬɪɢɦɭєɦɨ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ʀʀ ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ.  

Ɂ ɨɝɥɹɞɭ ɧɚ ɬɟ, ɳɨ viuW  , ɦɨɠɟɦɨ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ  zf   ɭ ɬɚɤɢɣ ɫɩɨɫɿɛ  
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viu
zf

y
x 







0
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lim)(                           (2.2) 

ɬɨɛɬɨ ɩɿɞɿɣɬɢ ɞɨ ɩɢɬɚɧɧɹ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɩɨɯɿɞɧɨɸ ɡ ɩɨɝɥɹɞɭ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɶ ɮɭɧɤɰɿɣ 
 yxu ,  ɬɚ  yxv , .  

ɐɟ ɞɨɡɜɨɥɹє ɜɫɬɚɧɨɜɢɬɢ ɧɟɨɛɯɿɞɧɿ ɿ ɞɨɫɬɚɬɧɿ ɭɦɨɜɢ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɩɨɯɿɞɧɨʀ.   
Ɍɟɨɪɟɦɚ. Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ ɳɨɛ ɮɭɧɤɰɿɹ        yxivyxuiyxfzf ,,  , ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ 

ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ G, ɛɭɥɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɸ ɜ ɬɨɱɰɿ z  ɰɿєʀ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɿ 
ɞɨɫɬɚɬɧɶɨ, ɳɨɛ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxu ,  ɬɚ  yxv ,  ɛɭɥɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɿ ɜ ɬɨɱɰɿ  yx,  ɿ 
ɳɨɛ ɜɢɤɨɧɭɜɚɥɢɫɶ ɭɦɨɜɢ 
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                                          (2.3) 

   

ɐɿ ɭɦɨɜɢ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɭɦɨɜɚɦɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ.   

Ɉɬɠɟ, ɞɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɭɫɬɚɧɨɜɢɬɢ, ɱɢ ɦɚє ɮɭɧɤɰɿɹ ivuW   ɩɨɯɿɞɧɭ ɜ 
ɬɨɱɰɿ 000 iyxzz  , ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɩɟɪɟɜɿɪɢɬɢ ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɭɦɨɜ (2.3) ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿɣ 
u  ɬɚ v  ɭ ɬɨɱɰɿ  000 , yxM . ȱ, ɧɚɪɟɲɬɿ, ɦɨɠɧɚ ɨɞɟɪɠɚɬɢ, ɛɚɡɭɸɱɢɫɶ ɧɚ ɭɦɨɜɚɯ 

(2.1) ɬɚ (2.2), ɮɨɪɦɭɥɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ  
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  .                                (2.4)  

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɪɢɤɥɚɞɢ.   

1. Ɏɭɧɤɰɿɹ 2
zW   ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ ɭ ɜɫɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ z, 
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ɬɨɦɭ ɳɨ ɭɦɨɜɢ (2.3) ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɭ ɜɫɿɯ ɬɨɱɤɚɯ ɩɥɨɳɢɧɢ Z . ɉɨɯɿɞɧɚ ɜɿɞ ɰɿєʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɨɪɿɜɧɸє  

    z
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
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Ɉɬɪɢɦɚɧɿ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢ ɦɨɠɧɚ ɭɡɚɝɚɥɶɧɢɬɢ ɧɚ ɜɢɩɚɞɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ n
zW  , 

ɩɪɢɱɨɦɭ n
nzW  .  

 

2. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ zW Re , ɬɨɛɬɨ xWvxuxzivuW  ,0,,Re, . 

Ⱦɥɹ ɰɿєʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ ɧɿɞɟ ɧɟ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ:  

    0,0,0,1 
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Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ zW Re  ɧɿɞɟ ɧɟ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ.   

 

3. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ zzW Re . ɍ ɰɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ 2
xu  , ɚ xyv   . 
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,0,,2  

Ɍɨɛɬɨ ɭɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ ɞɥɹ ɰɿєʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɬɿɥɶɤɢ ɜ ɨɞɧɿɣ 
ɬɨɱɰɿ 0z   0 yx . Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ zzW Re  ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ ɬɿɥɶɤɢ ɜ ɨɞɧɿɣ 
ɬɨɱɰɿ 0z .  

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ.  
Ⱦɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. 

Ⱦɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ   z
ezf  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
        ȱɡ ɪɿɜɧɨɫɬɿ  yiyee

xz sincos   ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ  

  ,cos, yeyxu
x        .sin, yeyxv

x   

Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ ɱɚɫɬɢɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ: 
 

 
 

ɍɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ z , ɹɤɚ ɧɚɥɟɠɢɬɶ 

ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɬɚ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ. Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ z
e  

ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ. ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ 
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ɡɧɚɣɞɟɧɿ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ, ɡɚɩɢɲɟɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ:             

 
 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɭ сеɪеɞоɜищі  ɩаɤеɬɭ Mathcad 

 

Ⱦɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. 
Ⱦɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ   z

ezf  . 

Ⱦɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ 

 ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 

 
Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜɜесɬи ɭяɜɧɭ оɞиɧиɰɸ Т, ɧаɛеɪіɬь ɧа ɤɥаɜіаɬɭɪі 
1i ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɦиɲɤоɸ ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ ɪаɦɤоɸ 

 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜіɞоɛɪаɡиɬи ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо ɭ ɪоɛоɱоɦɭ 

ɞоɤɭɦеɧɬі ɜ аɥɝеɛɪаʀɱɧіɣ ɮоɪɦі, ɤɥаɰɧіɬь ɭ  ɩаɧеɥі Symbolic 

ɧа ɤɥɸɱоɜоɦɭ сɥоɜі  complex  ɬа ɜɜеɞіɬь ɭ ɡаɡɧаɱеɧіɣ ɩоɡиɰіʀ 
іɦ’я ɤоɦɩɥеɤсɧоʀ ɡɦіɧɧоʀ, ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɦиɲɤоɸ ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ 

ɪаɦɤоɸ 

 

 

 

 
Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ u(x, y) = Re f(z)  ɢ Я(б, в) 
= Im f(z)  

 
 

 
 

 

 ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ:  

  

 

  

 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme3/mathcad/ex3/ex_3_3.html
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ɉɟɪɟɜɿɪɹєɦɨ ɭɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-
Ɋɿɦɚɧɚ: D xu = D yv,  D yu = - D xv  

 

  

 

  
 

 

 

ɍɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɩɪɢ ɜɫɿɯ б, в, ɬɨɛɬɨ ɩɪɢ ɜɫɿɯ г. 
Ɏɭɧɤɰɿɹ ОбЩ(г) ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ ɧɚ ɜɫɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ, ɬ. ɹɤ ɱɚɫɬɢɧɿ 
ɩɨɯɿɞɧɿ Ю(б,в) ɬɚ v(x,y) ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɭ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ  ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ 
ɬɚ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɭɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ.  

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ exp' (z)  

 

 

 

 

 

 

 Ɍɨɛɬɨ, ɹɤ ɿ ɞɥɹ ɞɿɣɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ exp'(z) = exp(z) 

 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ Mathematica 

 

Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. 
Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ ɧɚ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɿɫɬɶ ɮɭɧɤɰɿɸ . 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ  
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Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ  

 

 
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ   

 

 
ɉɟɪɟɜɿɪɢɦɨ ɭɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ 

 

 

 

 
 

Ȼɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɭɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɧɚ ɜɫɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ. 
Ɍɚɤ ɹɤ ɱɚɫɬɢɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɬɚ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ, ɬɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ 
ɧɚ ɜɫɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ. 
 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ ɮɭɧɤɰɿʀ  
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ɊɈɁȾȱɅ 3 

ȺɇȺɅȱɌɂɑɇȱ ɎɍɇɄɐȱȲ. ȺɇȺɅȱɌɂɑɇȱɋɌЬ  
ȻȺȽȺɌɈɁɇȺɑɇɂɏ ɎɍɇɄɐȱɃ. Ɂȼ’əɁɈɄ ȺɇȺɅȱɌɂɑɇɂɏ  

ɎɍɇɄɐȱɃ Ɂ ȽȺɊɆɈɇȱɃɇɂɆɂ  
 

Ɏɭɧɤɰɿɹ  zfW   ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ (ɿɧɚɤɲɟ ɪɟɝɭɥɹɪɧɨɸ, 
ɝɨɥɨɦɨɪɮɧɨɸ) ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D , ɹɤɳɨ ɜɨɧɚ ɜ ɰɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ ɿ 
ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ. Ⱥɧɚɥɿɬɢɱɧɿɫɬɶ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɬɨɱɰɿ ɩɟɪɟɞɛɚɱɚє 
ɜɢɤɨɧɚɧɧɹ ɭɦɨɜ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ.  

Ɍɚɤ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɮɭɧɤɰɿɹ zzW Re , ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z , ɚɥɟ ɧɟ є 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ. ȱɧɲɢɦɢ ɫɥɨɜɚɦɢ, ɩɨɧɹɬɬɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ ɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɫɬɿ ɜ 
ɨɛɥɚɫɬɿ ɡɛɿɝɚɸɬɶɫɹ. ɍɦɨɜɢ ɠ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ ɜ ɬɨɱɰɿ є ɛɿɥɶɲ "ɠɨɪɫɬɤɢɦɢ", ɧɿɠ 
ɭɦɨɜɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɨɫɬɿ.  

əɤ ɬɥɭɦɚɱɢɬɢ ɩɨɧɹɬɬɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ? 
Ⱥɧɚɥɿɬɢɱɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɫɤɥɚɞɚɸɬɶ ɨɫɧɨɜɭ ɌɎɄɁ, ɫɬɨɫɨɜɧɨ ɧɢɯ ɨɬɪɢɦɚɧɨ ɜɚɠɥɢɜɿ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɢ. Ɍɨɦɭ є ɧɟɨɛɯɿɞɧɢɦ ɜɜɟɞɟɧɧɹɢ ɩɨɧɹɬɬɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ ɿ ɞɥɹ 
ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. əɤɳɨ ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɧɚ ɜ ɞɟɹɤɿɣ 
ɨɛɥɚɫɬɿ, ɬɨ ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɜɢɞɿɥɢɬɢ ɡ 
ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ʀʀ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɭ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɭ ɜɿɬɤɭ ɜ ɰɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ. Ⱦɥɹ 
ɡ’ɹɫɭɜɚɧɧɹ ɰɶɨɝɨ ɩɨɧɹɬɬɹ ɩɪɨɚɧɚɥɿɡɭєɦɨ ɤɨɧɤɪɟɬɧɭ ɡɚɞɚɱɭ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ 3 azW   ( a – ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɟ ɱɢɫɥɨ). əɤ ɜɿɞɨɦɨ, ɰɹ 
ɮɭɧɤɰɿɹ є ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɨɸ. Ʉɨɠɧɨɦɭ ɡɧɚɱɟɧɧɸ z  ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬɶ ɬɪɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
W . Ⱦɿɣɫɧɨ, ɹɤɳɨ ɩɪɢɣɧɹɬɢ  

i
reaz  , 

ɬɨ  

            )2,1,0(),
3

2
sin

3

2
(cos3 





 k

k
i

k
rw


                              (3.1 ) 

ɩɪɢɱɨɦɭ ɩɿɞ 3 r  ɪɨɡɭɦɿєɬɶɫɹ ɚɪɢɮɦɟɬɢɱɧɢɣ (ɞɨɞɚɬɧɢɣ) ɤɨɪɿɧɶ. ȼɢɛɟɪɟɦɨ ɡɿ 
ɡɧɚɱɟɧɶ k  ɞɨɜɿɥɶɧɟ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ 1k , ɨɬɪɢɦєɦɨ: 
 

   )
3

2
sin

3

2
(cos3

1

 






irw

k
                                  (3.2 ) 

 

əɤɳɨ ɬɨɱɤɚ z  ɨɛɯɨɞɢɬɶ ɬɨɱɤɭ a  ɩɨ ɞɟɹɤɿɣ ɡɚɦɤɧɟɧɿɣ ɤɪɢɜɿɣ l , ɳɨ ɨɬɨɱɭє 

ɬɨɱɤɭ a , ɭ ɞɨɞɚɬɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ, ɬɨ ɜɟɥɢɱɢɧɚ ɦɨɞɭɥɹ r  ɧɟ ɡɦɿɧɢɬɶɫɹ, ɚ   – 

ɡɛɿɥɶɲɢɬɶɫɹ ɧɚ 2 . Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ, ɨɛɭɦɨɜɥɟɧɟ ɮɨɪɦɭɥɨɸ 
(3.2), ɩɪɢɣɦɟ ɧɚɫɬɭɩɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɪɢ 2k :  
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        )
3

4
sin

3

4
(cos3

1

 






irw

k
                                   (3.3 ) 

 

əɤɛɢ ɬɨɱɤɚ z  ɨɛɯɨɞɢɥɚ ɬɨɱɤɭ a , ɭ ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ, ɬɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɤɨɪɟɧɹ 

1k
w  ɩɟɪɟɣɲɥɨ ɛ ɭ 

0k
w , ɨɫɤɿɥɶɤɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬ   ɡɦɟɧɲɢɜɫɹ ɛ ɧɚ 2 .  

Ɍɨɱɤɚ, ɩɪɢ ɨɛɯɨɞɿ ɤɨɬɪɨʀ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɨɛɪɚɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ ɭ ɧɨɜɟ, ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɬɨɱɤɨɸ ɪɨɡɝɚɥɭɠɟɧɧɹ ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ. Ɉɬɠɟ, ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ 3 azw   ɬɨɱɤɨɸ ɪɨɡɝɚɥɭɠɟɧɧɹ є ɬɨɱɤɚ z  a .  

əɤɳɨ ɬɨɱɤɚ z  ɨɛɯɨɞɢɬɶ ɡɚɦɤɧɭɬɢɣ ɤɨɧɬɭɪ 1l , ɳɨ ɧɟ ɜɤɥɸɱɚє ɜ ɫɟɛɟ 
ɬɨɱɤɭ ɪɨɡɝɚɥɭɠɟɧɧɹ z  a , ɬɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ ɧɟ ɡɦɿɧɸєɬɶɫɹ.  

Ɉɬɠɟ, ɳɨɛ ɡɚɮɿɤɫɭɜɚɬɢ ɧɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ z  ɹɤɟ-ɧɟɛɭɞɶ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 
ɤɨɪɟɧɹ 3 azw  , ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɜɢɤɥɸɱɢɬɢ ɦɨɠɥɢɜɿɫɬɶ ɨɛɯɨɞɭ ɬɨɱɤɨɸ z  ɬɨɱɤɢ 
ɪɨɡɝɚɥɭɠɟɧɧɹ z  a . ɐɶɨɝɨ ɦɨɠɧɚ ɞɨɫɹɝɬɢ ɲɥɹɯɨɦ ɜɜɟɞɟɧɧɹ ɪɨɡɪɿɡɭ, ɳɨ 
ɡ’єɞɧɭє ɬɨɱɤɭ z  a  ɡ ɬɨɱɤɨɸ z . Ɍɨɞɿ ɬɨɱɤɚ z  ɧɟ ɡɦɨɠɟ ɨɦɢɧɭɬɢ ɬɨɱɤɭ 
z  a  ɿ, ɨɬɠɟ, ɜɢɤɥɸɱɚєɬɶɫɹ ɦɨɠɥɢɜɿɫɬɶ ɩɟɪɟɯɨɞɭ ɜɿɞ ɨɞɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɤɨɪɟɧɹ 
ɞɨ ɿɧɲɨɝɨ. Ɍɨɞɿ ɝɨɜɨɪɹɬɶ, ɳɨ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ z  ɿɡ ɪɨɡɪɿɡɨɦ 
ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ z  a  ɞɨ ɬɨɱɤɢ z  ɜɢɞɿɥɟɧɚ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ ɜɿɬɤɚ ɛɚɝɚɬɨɡɧɚɱɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ 3 azw  . Ɍɨɱɤɚ z  a  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ 
ɪɨɡɝɚɥɭɠɟɧɧɹ.  

ȼɫɬɚɧɨɜɢɦɨ ɬɟɩɟɪ ɡɜ’ɹɡɨɤ ɦɿɠ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɦɢ ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ 
ɡɦɿɧɧɨʀ z  ɿ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɢɦɢ ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ ɞɜɨɯ ɞɿɣɫɧɢɯ ɡɦɿɧɧɢɯ.   

Ƚɚɪɦɨɧɿɣɧɨɸ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɮɭɧɤɰɿɸ  yx, , ɹɤɳɨ ɜɨɧɚ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ ɿ 
ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɪɿɜɧɹɧɧɸ Ʌɚɩɥɚɫɚ.  

 

                      0),(2  yx  ɚɛɨ 0
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
                            (3.4) 

 

əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ivuW   є ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ, ɬɨ ɮɭɧɤɰɿʀ u  ɿ v  є ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɢɦɢ. 
Ⱦɿɣɫɧɨ, ɡɚ ɭɦɨɜɚɦɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ, ɦɚєɦɨ: 
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Ⱦɨɞɚɦɨ ɩɨɱɥɟɧɧɨ ɞɜɚ ɨɫɬɚɧɧɿɯ ɜɢɪɚɡɢ, ɨɞɟɪɠɢɦɨ:  
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Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ ɦɨɠɧɚ ɩɨɤɚɡɚɬɢ, ɳɨ 02  v . ɍɦɨɜɢ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ ɞɥɹ 
ɮɭɧɤɰɿɣ u  ɿ v  є ɭɦɨɜɚɦɢ ɫɩɪɹɠɟɧɨɫɬɿ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. Ɉɬɠɟ, ɞɿɣɫɧɚ ɿ 
ɭɹɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɢ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ є ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɨ ɫɩɪɹɠɟɧɢɦɢ ɮɭɧɤɰɿɹɦɢ.  

ɐɟ ɨɡɧɚɱɚє, ɳɨ ɡɚ ɞɚɧɨɸ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ  yx, , ( 02    ) ɦɨɠɧɚ 
ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ  zf , ɞɥɹ ɹɤɨʀ  yx,  є ɞɿɣɫɧɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ, 
ɬɨɛɬɨ  

                                   ),(),()( yxiyxzf                                          (3.5 ) 

 

ɩɪɢɱɨɦɭ                                    

                    dy
x

dx
y

dy
y

dx
x

d
















 .                                 (3.6) 

 

Ɉɬɠɟ, ɞɥɹ ɩɨɛɭɞɨɜɢ  zf  ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ "ɜɿɞɧɨɜɢɬɢ" ɮɭɧɤɰɿɸ  yx,  ɡɚ ʀʀ 
ɩɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ (3.6). ɐɹ ɡɚɞɚɱɚ ɦɚє ɞɟɤɿɥɶɤɚ ɫɩɨɫɨɛɿɜ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɨɞɢɧ ɿɡ ɧɢɯ ɧɚ ɩɪɢɤɥɚɞɿ.  

 

ɉɪɢɤɥɚɞ. Ɂɧɚɣɬɢ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɹɤɚ ɦɚє ɭɹɜɧɭ ɱɚɫɬɢɧɭ  

yxyyev
x 52sin  . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
ɉɟɪɟɤɨɧɚєɦɨɫɶ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɜ ɬɨɦɭ, ɳɨ v  є ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ, 
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Ɂɚ ɭɦɨɜɨɸ Ʉɨɲɿ-Ɋɿɦɚɧɚ 
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ɰɶɨɦɭ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɸ ɦɚє ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɬɢ ɲɭɤɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  yxu , , ɨɞɟɪɠɢɦɨ 

 

       yCxxyeyCdxxyeyxu
xx   5cos52cos, 2 . 

 

Ɍɭɬ ɫɬɚɥɚ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ  yC  ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɡɦɿɧɧɨʀ y , ɬɨɦɭ ɳɨ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
ɡɞɿɣɫɧɸєɬɶɫɹ ɩɨ x . 
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Ɍɟɩɟɪ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ 
y

u


  ɿ ɡɧɚɣɞɟɧɢɣ ɜɢɪɚɡ ɩɪɢɪɿɜɧɸєɦɨ ɞɨ 

x

v


 . 

Ɉɞɟɪɠɢɦɨ 

  yyeyCye
x

y

x 2sinsin  . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, 
  yC   Cydy2 . 

Ɉɬɠɟ, 
  Cyxxyeyxu

x  22 5cos, . 

 

ɒɭɤɚɧɚ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ 

 

   yxyyeiCyxxyezf
xx 52sin)5cos( 22  . 

 

Ȳʀ ɡɜɟɞɟɦɨ ɞɨ ɜɢɝɥɹɞɭ 

  Czzezf
z  52 . 

        Czzeyixyxyixyieyezf
zxx  5552sincos 222 , 

С  – ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɚ ɞɨɜɿɥɶɧɚ ɫɬɚɥɚ.  
 

Ɉɬɠɟ, ɡɚ ɞɚɧɨɸ ɝɚɪɦɨɧɿɣɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɦɨɠɧɚ ɨɞɟɪɠɚɬɢ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɭ 
ɦɧɨɠɢɧɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɳɨ ɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬɶɫɹ ɧɚ ɫɬɚɥɭ.       
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ɊɈɁȾȱɅ 4 

ȽȿɈɆȿɌɊɂɑɇȿ ɌɅɍɆȺɑȿɇɇə ȺɊȽɍɆȿɇɌɍ ɌȺ ɆɈȾɍɅə 
ɉɈɏȱȾɇɈȲ. ɉɈɇəɌɌə ɉɊɈ ɄɈɇɎɈɊɆɇȿ ȼȱȾɈȻɊȺɀȿɇɇə. 

ɌȿɈɊȿɆȺ ɊȱɆȺɇȺ 

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɭ ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ G  ɮɭɧɤɰɿɸ  zfW  , ɳɨ 
ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɰɸ ɨɛɥɚɫɬɶ ɧɚ ɨɛɥɚɫɬɶ G . ɇɟɯɚɣ ɩɪɢ ɰɶɨɦɭ ɬɨɱɤɚ 0z  ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ 
ɭ ɬɨɱɤɭ 0W , ɚ ɤɪɢɜɿ 21 ,  – ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɜ ɤɪɢɜɿ 21, (ɪɢɫ. 4.1).  

 
Ɋɢɫ. 4.1 

ɉɪɢɩɭɫɬɢɦɨ, ɳɨ   00  zf . Ɍɨɞɿ ɿɡ ɪɿɜɧɨɫɬɿ 
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ȼɟɤɬɨɪɢ zW  , , ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɿ ɜɡɞɨɜɠ ɯɨɪɞ ɤɪɢɜɢɯ 1  ɿ 1 . Ɍɨɦɭ Warg  ɬɚ 

zarg  – ɤɭɬɢ, ɭɬɜɨɪɟɧɿ ɫɿɱɧɢɦɢ ɰɢɯ ɥɿɧɿɣ ɡ ɞɨɞɚɬɧɢɦɢ ɧɚɩɪɹɦɤɚɦɢ 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯ ɞɿɣɫɧɢɯ ɨɫɟɣ. Гɪɚɧɢɰɿ zW

zz



arglim,arglim

00
 ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ ɜɿɞ-

ɩɨɜɿɞɧɨ ɤɭɬɚɦ 11,  ɦɿɠ ɞɨɬɢɱɧɢɦɢ ɞɨ ɤɪɢɜɢɯ 1  ɿ 1  ɭ ɬɨɱɤɚɯ 0W  ɬɚ 0z , 

ɞɨɞɚɬɧɢɦɢ ɧɚɩɪɹɦɤɚɦɢ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯ ɞɿɣɫɧɢɯ ɨɫɟɣ. Ɉɬɠɟ,   110arg   zf . 

əɤɳɨ ɬɟɩɟɪ ɬɨɱɤɚ zz 0  ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɤɪɢɜɿɣ 2 , ɬɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɚ ʀɣ ɬɨɱɤɚ 
WW 0   ɛɭɞɟ ɧɚɥɟɠɚɬɢ 1 . əɤ ɿ ɜ ɩɨɩɟɪɟɞɧɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ, ɩɟɪɟɤɨɧɚєɦɨɫɹ, ɳɨ 
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  110arg   zf , ɞɟ 11,  – ɤɭɬɢ, ɭɬɜɨɪɟɧɿ ɞɨɬɢɱɧɢɦɢ ɞɨ ɥɿɧɿɣ 2  ɿ 2   ɭ 
ɬɨɱɤɚɯ 0W  ɿ 0z  ɡ ɞɨɞɚɬɧɢɦɢ ɧɚɩɪɹɦɚɦɢ ɨɫɟɣ Ou , Ox . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ,  
2211       ɬɚ     1221   . 

Ɂ ɨɝɥɹɞɭ ɧɚ ɬɟ, ɳɨ ɤɭɬ ɦɿɠ ɞɨɬɢɱɧɢɦɢ ɞɨ 1 , 2 ɭ ɬɨɱɰɿ 0z  ɞɨɪɿɜɧɸє 

12   , ɚ ɤɭɬ ɦɿɠ ɞɨɬɢɱɧɢɦɢ ɞɨ 1  ɿ 2  ɭ ɬɨɱɰɿ 0W  ɞɨɪɿɜɧɸє 21    , 

ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɜɢɫɧɨɜɨɤ: ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf  

ɦɚє ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ ɡɛɟɪɟɠɟɧɧɹ ɤɭɬɿɜ ɭ ɜɫɿɯ ɬɨɱɤɚɯ, ɞɟ ɩɨɯɿɞɧɚ  zf  ɧɟ ɞɨɪɿɜɧɸє 
ɧɭɥɸ. 

Ⱦɥɹ ɡ’ɹɫɭɜɚɧɧɹ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ ɡɦɿɫɬɭ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ ɩɨɯɿɞɧɨʀ  0zf   

ɫɩɿɜɫɬɚɜɢɦɨ ɩɥɨɳɢɧɢ z  ɿ W  ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɚ 0W ɡɛɿɝɥɚɫɹ ɡ ɬɨɱɤɨɸ 0z , ɚ ɜɿɫɶ Ou  

ɛɭɥɚ ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɨɸ ɞɨ ɨɫɿ ОX. Ɍɨɞɿ, ɫɤɨɪɢɫɬɚɜɲɢɫɶ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɪɿɜɧɿɫɬɸ 
  110arg   zf  ɪɨɛɢɦɨ ɜɢɫɧɨɜɨɤ ɩɪɨ ɬɟ, ɳɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɞɨɪɿɜɧɸє 

ɤɭɬɭ ɦɿɠ ɞɨɬɢɱɧɢɦɢ ɞɨ ɤɪɢɜɢɯ 1  ɿ 1 . Ɍɨɦɭ ɝɨɜɨɪɹɬɶ, ɳɨ ɜ ɬɨɱɰɿ, ɞɟ 
  00  zf , ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɞɨɪɿɜɧɸє ɤɭɬɭ ɩɨɜɨɪɨɬɭ ɞɨɬɢɱɧɨʀ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɬɟɩɟɪ ɪɿɜɧɿɫɬɶ 
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Ɉɫɤɿɥɶɤɢ W  – ɜɿɞɫɬɚɧɶ ɦɿɠ  0W   ɿ WW 0 , a  z  – ɜɿɞɫɬɚɧɶ ɦɿɠ 0z  ɿ  

0z z , ɬɨ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ 
z

W




 – ɜɤɚɡɭє ɧɚ ɬɟ, ɭ ɹɤɨɦɭ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɿ ɩɪɢ 

ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ  zf  ɡɦɿɧɸєɬɶɫɹ ɜɿɞɫɬɚɧɶ ɦɿɠ ɨɛɪɚɡɚɦɢ ɬɨɱɨɤ 0z  ɬɚ 0z z . ɇɚ 

ɩɿɞɫɬɚɜɿ ɰɶɨɝɨ 
z

W

z 


 0
lim  ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɨɦ ɪɨɡɬɹɝɭ (ɜɡɚɝɚɥɿ ɜɜɚɠɚɸɬɶ 

ɩɪɢ ɰɶɨɦɭ ɿ ɪɨɡɬɹɝ ɿ ɫɬɢɫɤ ɜ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɜɿɞ ɬɨɝɨ   10  zf ɱɢ   10  zf ) ɜ ɬɨɱɰɿ 

0z  ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf . Ɂɧɚɱɟɧɧɹ  zf   ɧɟ ɡɚɥɟɠɢɬɶ 
ɜɿɞ ɬɨɝɨ, ɡɚ ɹɤɢɦ ɡɚɤɨɧɨɦ 0z z  ɧɚɛɥɢɠɚєɬɶɫɹ ɞɨ ɬɨɱɤɢ 0z . Ɉɬɠɟ, ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ 
ɪɨɡɬɹɝɭ ɜ ɞɚɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɫɬɚɥɢɣ ɿ ɞɨɪɿɜɧɸє ɦɨɞɭɥɸ ɩɨɯɿɞɧɨʀ  zf  . ɐɟ ɨɡɧɚɱɚє, 
ɳɨ ɩɪɢ 1)( 0  zf  ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 0z  ɩɨɱɚɬɤɨɜɚ ɜɿɞɫɬɚɧɶ ɦɿɠ ɬɨɱɤɚɦɢ ɩɥɨɳɢɧɢ 
Z ɡɛɿɥɶɲɭєɬɶɫɹ ɞɥɹ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɢɯ ɬɨɱɨɤ  zfW  , ɬɨɛɬɨ W > z . 

ȼɿɞɛɭɜɚєɬɶɫɹ ɪɨɡɬɹɝ ɩɥɨɳɢɧɢ ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 0z . əɤɳɨ   10  zf , ɬɨ 
ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ  zfW   ɩɪɢɡɜɨɞɢɬɶ ɞɨ ɫɬɢɫɤɭ ɩɥɨɳɢɧɢ Z . 

ȱɧɨɞɿ ɳɟ ɝɨɜɨɪɹɬɶ, ɳɨ ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɜɫɿ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɦɚɥɿ ɞɭɝɢ, ɳɨ 
ɜɢɯɨɞɹɬɶ ɿɡ ɬɨɱɤɢ 0z , ɨɞɟɪɠɭɸɬɶ ɨɞɢɧ ɿ ɬɨɣ ɠɟ ɪɨɡɬɹɝ, ɪɿɜɧɢɣ   0zf  . 
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Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɹɤɳɨ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z  ɩɨɯɿɞɧɚ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɟ ɞɨɪɿɜɧɸє 
ɧɭɥɸ, ɬɨ ɜɫɿ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɦɚɥɿ ɞɭɝɢ, ɳɨ ɜɢɯɨɞɹɬɶ ɿɡ 0z , ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ 
ɩɨɜɟɪɬɚɸɬɶɫɹ ɧɚ ɨɞɢɧ ɿ ɬɨɣ ɫɚɦɢɣ ɤɭɬ, ɳɨ ɞɨɪɿɜɧɸє ɡɧɚɱɟɧɧɸ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ 
ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z , ɿ ɨɞɟɪɠɭɸɬɶ ɨɞɢɧ ɿ ɬɨɣ ɫɚɦɢɣ ɪɨɡɬɹɝ, ɳɨ ɞɨɪɿɜɧɸє 
ɦɨɞɭɥɸ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z . 

ȼɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɨɞɧɿєʀ ɨɛɥɚɫɬɿ G  ɧɚ ɿɧɲɭ ɨɛɥɚɫɬɶ G  ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 
ɤɨɧɮɨɪɦɧɢɦ ɭ ɬɨɱɰɿ 0z  ɨɛɥɚɫɬɿ G , ɹɤɳɨ ɜɨɧɨ ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɦɚє ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ 
ɫɬɚɥɨɫɬɿ ɤɭɬɿɜ ɿ ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ ɫɬɚɥɨɫɬɿ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɚ ɪɨɡɬɹɝɭ. ɍ ɜɢɩɚɞɤɭ, ɤɨɥɢ 

ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɤɨɧɮɨɪɦɧɟ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɨɛɥɚɫɬɿ G , ɣɨɝɨ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ 
ɤɨɧɮɨɪɦɧɢɦ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹɦ G  ɧɚ G . 

Ɉɬɠɟ, ɹɤɳɨ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ G  ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɦɚє ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ 
ɨɛɥɚɫɬɿ ɜɿɞɦɿɧɧɭ ɜɿɞ ɧɭɥɹ ɩɨɯɿɞɧɭ, ɬɨ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ, ɡɞɿɣɫɧɸɜɚɧɟ ɧɟɸ, ɛɭɞɟ 
ɤɨɧɮɨɪɦɧɢɦ, ɬɨɛɬɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭєɬɶɫɹ сɬаɥісɬɸ ɪоɡɬяɝіɜ і ɤоɧсеɪɜаɬиɡɦоɦ 
ɤɭɬіɜ. ɉɪɢ ɰɶɨɦɭ, ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɦɚɥɚ ɮɿɝɭɪɚ ɩɥɨɳɢɧɢ Z  ɩɪɢ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɦɭ 
ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɩɟɪɟɣɞɟ ɜ ɩɥɨɳɢɧɿ W  ɭ ɮɿɝɭɪɭ, ɳɨ ɿɡ ɬɨɱɧɿɫɬɸ ɞɨ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ 
ɦɚɥɢɯ ɛɿɥɶɲ ɜɢɫɨɤɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɩɨɞɿɛɧɚ ɜɢɯɿɞɧɿɣ.  

Ɉɬɠɟ, ɭ ɞɨɫɬɚɬɧɶɨ ɦɚɥɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɤɨɠɧɨʀ ɬɨɱɤɢ, ɞɟ   00  zf  ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɟ 
ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ є ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹɦ ɩɨɞɿɛɧɨɫɬɿ ɚɛɨ ɤɨɧɮɨɪɦɧɢɦ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹɦ.  

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɤɨɧɮɨɪɦɧɟ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɥɿɧɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ     
bazW   ( a , b  – ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ). ɐɸ ɮɭɧɤɰɿɸ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɹɤ 

ɫɭɩɟɪɩɨɡɢɰɿɸ ɬɪɶɨɯ ɮɭɧɤɰɿɣ  
1) i

keaakkzt  ,,  ,                                                                              (4.1) 

2)  ,,, Argatete
ii     (  – ɞɿɣɫɧɟ ɱɢɫɥɨ),                                        (4.2)  

3) bW   .                                                                                      (4.3) 

ɉɟɪɲɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹɦ ɪɨɡɬɹɝɭ. Ⱦɿɣɫɧɨ, ɡ 
(4.1), ɩɪɢɣɦɚɸɱɢ 

,i
rez   

ɨɞɟɪɠɢɦɨ                                              i
kret    

, 

ɬɨɛɬɨ                                          ArgzaArgtkrt ,   . 

 

Ɉɬɠɟ, ɦɨɞɭɥɶ ɡɦɿɧɢɜɫɹ ɜ k  ɪɚɡ, ɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɡɚɥɢɲɢɜɫɹ ɧɟɡɦɿɧɧɢɦ. Ɍɨɦɭ 
ɬɨɱɤɚ t  ɛɭɞɭєɬɶɫɹ ɲɥɹɯɨɦ ɩɟɪɟɦɿɳɟɧɧɹ ɬɨɱɤɢ z ɜɡɞɨɜɠ ɩɪɨɦɟɧɹ, ɹɤɢɣ 

ɡ’єɞɧɭє ʀʀ ɡ ɩɨɱɚɬɤɨɦ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɬɚɤ, ɳɨɛ ɜɿɞɫɬɚɧɶ ɜɿɞ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ 
ɡɦɿɧɢɥɚɫɶ ɭ k  ɪɚɡ.  

Ⱦɪɭɝɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹɦ ɨɛɟɪɬɚɧɧɹ.  

ɉɪɢɣɦɚɸɱɢ ɭ (4.2)                                           
 i

et  , 
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ɡɧɚɣɞɟɦɨ                                                i
e ,  

ɬɨɛɬɨ                                    t  ,      ArgtArg  . 

 

Ɉɬɠɟ, ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɿ ɜɿɞ t  ɞɨ   ɦɨɞɭɥɶ ɧɟ ɡɦɿɧɸєɬɶɫɹ, ɚ ɚɪɝɭɦɟɧɬ 
ɡɛɿɥɶɲɭєɬɶɫɹ ɧɚ ɤɭɬ   . 

Ɍɨɱɤɚ  ɭɬɜɨɪɸєɬɶɫɹ ɡ  t ɲɥɹɯɨɦ ɩɨɜɨɪɨɬɭ ɧɚɜɤɨɥɨ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɧɚ 
ɤɭɬ  . 

Ɍɪɟɬє ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹɦ ɩɟɪɟɧɨɫɭ. əɤɳɨ    
bW   , ɬɨ ɰɟ ɨɡɧɚɱɚє, ɳɨ W ɭɬɜɨɪɸєɬɶɫɹ ɿɡ   ɲɥɹɯɨɦ ɡɫɭɜɭ ɧɚ ɜɟɥɢɱɢɧɭ b .  

Ɉɬɠɟ, ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɥɿɧɿɣɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɜɿɞɛɭɞɟɬɶɫɹ ɪɨɡɬɹɝ, ɩɨɜɨɪɨɬ 
ɿ ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɟ ɩɟɪɟɧɟɫɟɧɧɹ ɮɿɝɭɪɢ, ɡɚɞɚɧɨʀ ɜ ɩɥɨɳɢɧɿ Z . Ɂɜɿɞɫɢ ɫɥɿɞɭє, ɳɨ ɩɪɢ 
ɬɚɤɨɦɭ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɩɪɹɦɿ ɩɥɨɳɢɧɢ Z  ɩɟɪɟɣɞɭɬɶ ɭ ɩɪɹɦɿ ɩɥɨɳɢɧɢ W , ɚ    
ɤɨɥɨ – ɜ ɤɨɥɨ.  

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɬɟɩɟɪ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ. ɐɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ 
ɜɢɝɥɹɞɭ ( a , b , c , d   – ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ)  

                        0, 



 bcad
dcz

baz
w .                            (4.4) 

əɤɳɨ 0bcad , ɬɨ ɜ ɰɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɜɫɹ ɩɥɨɳɢɧɚ Z  ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ ɜ ɨɞɧɭ 
ɬɨɱɤɭ ɩɥɨɳɢɧɢ W .  

 

k
d

b

c

a
  k

dcz

dkckz
w 




  

 

ɉɟɪɟɬɜɨɪɢɦɨ ɮɨɪɦɭɥɭ (4.4)   
 

cdzc

adbc

c

a

dczc

adbcdcza

dczc

adbcadacz

dczc

bcacz

dcz

baz
w

/

1

)(

)()(

)()( 2 



















  

 

Ɂɜɿɞɫɢ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ, ɳɨ ɞɪɨɛɨ-ɥɿɧɿɣɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ є ɫɭɩɟɪɩɨɡɢɰɿєɸ ɬɪɶɨɯ:  

1) 
c

d
zt                                                               (4.5)  

2) 
2

,
c

adbc
a

t

a 
                                                                            (4.6) 

3) 
c

a
W                                                          (4.7) 

ȼɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ (4.5) ɿ (4.7) є ɥɿɧɿɣɧɢɦɢ. ɉɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ (4.6) ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹɦ ɿɧɜɟɪɫɿʀ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɣɨɝɨ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦɿɫɬ.  

ɇɟɯɚɣ  
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z

R
W

2

 , 

 

ɬɨɞɿ ɩɪɢɣɧɹɜɲɢ                                     i
rez  ,  

ɨɬɪɢɦɚєɦɨ  

,
2

i
e

r

R
w

  ,
||

||
22

z

R

r

R
w   .argarg zw    

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɩɪɢ ɰɶɨɦɭ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɿ ɚɪɝɭɦɟɧɬ ɡɦɿɧɸє ɡɧɚɤ ɧɚ 
ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɢɣ, ɚ ɦɿɠ ɦɨɞɭɥɹɦɢ w  ɿ z  ɿɫɧɭє ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ 2

RzW  , ɳɨ ɭ 
ɝɟɨɦɟɬɪɿʀ ɨɡɧɚɱɚє ɫɢɦɟɬɪɿɸ ɬɨɱɨɤ w  ɿ z  ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɤɨɥɚ ɪɚɞɿɭɫɚ R . ɉɨɛɭɞɨɜɚ 
ɬɨɱɤɢ w , ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɬɨɱɰɿ z ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɤɨɥɚ Rz  , ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɿɧɜɟɪɫɿєɸ 
ɬɨɱɤɢ г.  

Ɉɬɠɟ, ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ 
z

R
W

2

  є ɿɧɜɟɪɫɿɹ ɬɨɱɤɢ ɜ ɤɨɥɿ Rz   ɿɡ ɧɚɫɬɭɩɧɢɦ 

ɞɡɟɪɤɚɥɶɧɢɦ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹɦ ɭ ɞɿɣɫɧɿɣ ɨɫɿ.  
ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɬɟɨɪɟɦɭ Ɋɿɦɚɧɚ, ɳɨ є ɨɫɧɨɜɸ ɬɟɨɪɿʀ ɤɨɧɮɨɪɦɧɢɯ ɜɿɞɨɛɪɚ-

ɠɟɧɶ.  

Ⱦɨɜɿɥɶɧɭ ɨɞɧɨɡɜ’ɹɡɧɭ ɨɛɥɚɫɬɶ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɭ ɪɨɡɲɢɪɟɧɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ 
ɩɥɨɳɢɧɿ  Z , ɝɪɚɧɢɰɹ ɹɤɨʀ ɫɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɛɿɥɶɲ ɧɿɠ ɡ ɨɞɧɿєʀ ɬɨɱɤɢ, ɦɨɠɧɚ 
ɤɨɧɮɨɪɦɧɨ ɜɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɧɚ ɤɪɭɝ 1W , ɩɪɢɱɨɦɭ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɸ ɤɿɥɶɤɿɫɬɸ 
ɪɿɡɧɢɯ ɫɩɨɫɨɛɿɜ.  

 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 
1. ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɦɨ ɜɟɪɯɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ 0Im z  ɧɚ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɫɬɶ ɨɞɢɧɢɱɧɨɝɨ 

ɤɪɭɝɚ 1W  ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɚ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɢ az   ɩɟɪɟɣɲɥɚ ɜ ɰɟɧɬɪ ɤɪɭɝɚ.  
ɋɤɨɪɢɫɬɚєɦɨɫɹ ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ ɫɢɦɟɬɪɿʀ  ɞɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ, 

ɡɝɿɞɧɨ ɡ ɹɤɢɦ ɬɨɱɤɢ, ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɿ ɞɨ ɤɨɥɚ (ɚɛɨ ɩɪɹɦɨʀ) ɩɥɨɳɢɧɢ Z  ɩɪɢ 
ɞɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɨɦɭ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɿ ɩɟɪɟɯɨɞɹɬɶ ɭ ɬɨɱɤɢ, ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɿ ɜɿɞɧɨɫɧɨ 
ɨɛɪɚɡɭ ɰɶɨɝɨ ɤɨɥɚ (ɚɛɨ ɩɪɹɦɨʀ) ɭ ɩɥɨɳɢɧɿ W .  

ɍ ɩɥɨɳɢɧɿ Z  ɬɨɱɤɢ a  ɿ a ɫɢɦɟɬɪɢɱɧɿ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɞɿɣɫɧɨʀ ɨɫɿ. Ɉɫɤɿɥɶɤɢ 

ɬɨɱɤɚ a  ɩɨɜɢɧɧɚ ɩɟɪɟɣɬɢ ɜ ɬɨɱɤɭ 0w , ɬɨ ɬɨɱɤɚ a  (ɡɚ ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ ɫɢɦɟɬɪɿʀ) –  

ɭ w .   

Ɉɬɠɟ, ɲɭɤɚɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  

az

az
kw




 , 

ɞɟ k – ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɣ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬ, ɨɛɭɦɨɜɥɟɧɢɣ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɸ ɝɪɚɧɢɰɶ.  
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2. Ɂɧɚɣɬɢ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ, ɳɨ ɩɟɪɟɜɨɞɹɬɶ ɬɨɱɤɢ 1z , 1 , 

ɭ ɬɨɱɤɢ 0w , 1, -1. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

1

1
:

1

1

11

01
:

1

0














z

z

w

w
  

  
1

1

1

2





 z

z

w

w
 

ɡɜɿɞɤɢ ɨɬɪɢɦɭєɦɨ                                   
3

1





z

z
w . 

 

3. ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɤɨɦɮɨɪɧɨ ɩɥɨɳɢɧɭ Z  ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɭ W ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɢ -1, і, 
1 ɩɟɪɟɣɲɥɢ ɭ ɬɨɱɤɢ -1, 0, 1.  

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

ɒɭɤɚɧɟ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ      
dcz

baz
w




  

ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ a , b , c , d .  Ɍɨɱɰɿ z 1  ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɬɨɱɤɚ w 1 . 

ɉɿɫɥɹ ɩɿɞɫɬɚɧɨɜɤɢ ɨɬɪɢɦɚɥɢ:     

dc

ba




1 . 

Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ ɬɨɱɰɿ  iz   ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє 0w .  

dcі
baі




0 . 

ɉɪɢ 1z , 1w  

dc

ba




1 . 

Ɂ ɰɿєʀ ɫɢɫɬɟɦɢ ɜɢɡɧɚɱɚєɦɨ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ 

.,, adiacaib   

 

aaі
aіaz

w



 i , 

ɨɬɠɟ,     

іz

іzіw



 . 

 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 ɉɨɞɚɬɢ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ 1)1(  zіw  ɱɟɪɟɡ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɿ. ȼɢɤɨɧɚɬɢ 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ, ɡɧɚɣɬɢ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ: 
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1) ɬɨɱɤɢ iz 1 ; 

2) ɜɿɞɪɿɡɤɚ, ɳɨ ɫɩɨɥɭɱɚє ɬɨɱɤɢ 1z  i1   ɬɚ    2z i ; 

3) ɤɨɥɚ   21  іz . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɭ ɮɨɪɦɭ ɰɿɥɨɝɨ ɥɿɧɿɣɧɨɝɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɬɚɤɨɝɨ, ɳɨ 
ɩɟɪɟɜɨɞɢɬɶ: 

1) ɜɟɪɯɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɧɚ ɫɟɛɟ; 
2) ɜɟɪɯɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɧɚ ɧɢɠɧɸ ɧɚɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ; 
3) ɩɪɚɜɭ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɧɚ ɫɟɛɟ. 
 

 Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ 
dcz

baz
w




  ɡɧɚɣɬɢ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɥɿɧɿɣ: 

1) ɫɿɦɟɣɫɬɜɚ ɤɿɥ axyx  22 ; 

2) ɩɭɱɤɚ ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɢɯ ɩɪɹɦɢɯ bxy  ;  

3) ɩɚɪɚɛɨɥɢ 2
xy  . 

 

 Ɂɧɚɣɞɿɬɶ ɨɛɪɚɡ ɤɜɚɞɪɚɬɚ  0x , 0y  ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɮɭɧɤɰɿєɸ 

іz

іz
w




 . 

 

 Ɂɧɚɣɞɿɬɶ ɨɛɪɚɡ ɩɿɜɤɨɥɚ z1  0Im z  ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɮɭɧɤɰɿєɸ  

іг
іz

w




2

2
. 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɥɿɧɿɣɧɨ-ɞɪɨɛɨɜɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɳɨ ɩɟɪɟɜɨɞɹɬɶ ɬɨɱɤɢ -1; і; 1+і 
ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɭ ɬɨɱɤɢ: 

1) ii 1;2;0  2) 1;;i . 

 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɨɝɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ 

1) ɜɟɪɯɧɶɨʀ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɢ ɧɚ ɫɟɛɟ; 
2) ɜɟɪɯɧɶɨʀ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɢ ɧɚ ɧɢɠɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ; 
3) ɜɟɪɯɧɶɨʀ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɢ ɧɚ ɩɪɚɜɭ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ. 
 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɳɨ ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє  ɜɡɚєɦɧɨ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨ ɨɞɢɧɢɱɧɢɣ 
ɤɪɭɝ ɧɚ ɫɟɛɟ ɿ ɬɚɤɭ, ɳɨ:  

1) f 0
2

1









 0
2

1
'arg 








f ; 
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2) f 0
2

1









 
22

1
'arg











f ; 

3) f   00    
2

0'arg


f . 

 

 ȼɟɪɯɧє ɩɿɜɤɨɥɨ 1z ,  0Im z   ɜɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɧɚ ɩɟɪɲɢɣ ɤɜɚɞɪɚɧɬ 
0Re w  0Im w . 

 

 Ɏɭɧɤɰɿɹ  0, 



 bіba
z

z
ew

і 

  ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɜɟɪɯɧɸ 

ɧɚɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɧɚ ɨɞɢɧɢɱɧɢɣ ɤɪɭɝ. 
1) Ɂɧɚɣɬɢ )()(arg xxw  . 

2) Ɂɧɚɣɬɢ )(' w . 

3) Ɂ’ɹɫɭɜɚɬɢ, ɹɤɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɜɟɪɯɧɶɨʀ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɢ ɩɪɢ ɰɶɨɦɭ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ 
ɫɬɢɫɤɚєɬɶɫɹ ɿ ɹɤɚ ɪɨɡɬɹɝɭєɬɶɫɹ. 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɥɿɧɿɣɧɨ-ɞɪɨɛɨɜɭ ɞɥɹ ɞɪɨɛɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɡɚ ɧɚɫɬɭɩɧɢɦɢ 
ɭɦɨɜɚɦɢ: 

1) ɬɨɱɤɢ 1 ɬɚ і ɧɟɪɭɯɨɦɿ, ɚ ɬɨɱɤɚ 0 ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ ɭ ɬɨɱɤɭ -1; 

2) ɬɨɱɤɢ 
2

1
 ɬɚ 2 ɧɟɪɭɯɨɦɿ, ɚ ɬɨɱɤɚ  і

4

3

4

5
  ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ ɭ  . 

ɉɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ 
ZW   

(    - ɞɿɣɫɧɟ) 
 

ɉɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ 
zw   ɤɭɬɚ ɡ ɜɟɪɲɢɧɨɸ ɜ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɩɥɨɳɢɧɢ Z  

ɜɡɚєɦɧɨ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨ ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɜ ɤɭɬ ɡ ɜɟɪɲɢɧɨɸ ɜ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ 
ɩɥɨɳɢɧɢ W , ɪɨɡɦɿɪɨɦ ɜ   ɪɚɡ ɛɿɥɶɲɨɝɨ, ɹɤɳɨ ɬɿɥɶɤɢ ɪɨɡɦɿɪ ɧɟ ɩɟɪɟɜɢɳɭє 

2 . 

ɉɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Z
eW   

 

Ɏɭɧɤɰɿɹ z
ew   ɤɨɧɮɨɪɦɧɨ ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɫɦɭɝɭ, ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɭ ɨɫɿ Оɏ, 

ɲɢɪɢɧɨɸ С ɧɟ ɛɿɥɶɲɟ 2 , ɜ ɤɭɬ ɿɡ ɜɟɪɲɢɧɨɸ ɜ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ    
ɜɟɥɢɱɢɧɨɸ h . 

Ʌɨɝɚɪɢɮɦɿɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ 

 

Гɨɥɨɜɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɥɨɝɚɪɢɮɦɚ zw ln  ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɩɨɜɧɭ ɩɥɨɳɢɧɭ Z  ɧɚ 
ɫɦɭɝɭ   y . 
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ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 

1. Ɂɧɚɣɬɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ  zfw   ɧɚɩɿɜɫɦɭɝɢ 
22


 x   0y ɧɚ 

ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ, ɬɚɤɟ, ɳɨɛ 1
2










f   00 f . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
ɉɨɜɟɪɧɟɦɨ ɧɚɩɿɜɫɦɭɝɭ ɧɚ ɩɪɹɦɢɣ ɤɭɬ ɩɪɨɬɢ ɝɨɞɢɧɧɢɤɨɜɨʀ ɫɬɪɿɥɤɢ ɿ 

ɡɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ iz
e . Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɫɬɶ ɩɪɚɜɨʀ ɩɨɥɨɜɢɧɢ 

ɨɞɢɧɢɱɧɨɝɨ ɤɪɭɝɚ. ɉɨɜɨɪɨɬɨɦ іV   ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɜɟɪɯɧє ɩɿɜɤɨɥɨ. Ɏɭɧɤɰɿɹ 
2

1

1











V

V  ɜɿɞɨɛɪɚɡɢɬɶ ɩɨɥɨɜɢɧɭ ɤɪɭɝɚ ɧɚ ɜɟɪɯɧɸ ɧɚɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ. Ɉɬɠɟ, 

ɡɚɞɚɧɚ ɩɿɜɫɦɭɝɚ ɜɿɞɨɛɪɚɠɚєɬɶɫɹ ɭ ɜɟɪɯɧɸ ɧɚɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ 

ɮɭɧɤɰɿʀ  
22

1

1

1

1





















 іг

іг

і
іО

іw
іw . ɉɪɢ ɰɶɨɦɭ ɬɨɱɤɢ 

2


z ; 0; 

2


 ɩɟɪɟɣɞɭɬɶ ɭ 

ɬɨɱɤɢ -1,  ,0.  

ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɦɨ ɜɟɪɯɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɧɚ ɜɟɪɯɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɢ 
-1,  , 0 ɩɟɪɟɣɲɥɢ ɜ ɬɨɱɤɢ w=-1, 0, 1. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ 

 

dc

ba
w








. 

 

Ʉɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɜɢɡɧɚɱɚєɦɨ ɿɡ ɫɢɫɬɟɦɢ ɪɿɜɧɹɧɶ:  
 

c

a
1

dc

ba




0
a

b
1 ab  ac  ad  ɿ 

1

1








w . 

Ɉɫɬɚɬɨɱɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 
 

Z
іО
e

іО
іО

іО
іО

w іг

іг

іг

іг

іг

іг

sin
2

1

1

1
1

1

1
1

2

2

2
































 . 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɨɛɥɚɫɬɶ, ɧɚ ɹɤɭ ɩɿɜɤɪɭɝ 1z ,  0Re z  ɜɿɞɨɛɪɚɠɚєɬɶɫɹ ɡɚ 
ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ 2

zzw  . 
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 Ɂɧɚɣɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɹɤɚ ɨɛɥɚɫɬɶ, ɳɨ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɩɨɡɚ ɤɨɥɨɦ 
0222  xyx  ɤɨɧɮɨɪɦɧɨ ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɧɚ ɤɪɭɝ 1w  ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɢ  -1, 0z , 

2i   ɩɟɪɟɣɲɥɢ ɜ w = 1-і,  -1. 

 

 ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɜɟɪɯɧɸ ɩɥɨɳɢɧɭ ɜ ɨɞɢɧɢɱɧɟ ɤɨɥɨ ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɚ    

ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɢ ɩɟɪɟɣɲɥɚ ɜ ɰɟɧɬɪ ɤɨɥɚ. 
 

 ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɨɞɢɧɢɱɧɟ ɤɨɥɨ ɜ ɫɟɛɟ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɚ   ɩɟɪɟɣɲɥɚ ɜ 
ɰɟɧɬɪ ɤɨɥɚ.  

 

 ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɜɟɪɯɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɧɚ ɫɟɛɟ ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɢ z  = 0, -1, 

   ɩɟɪɟɲɥɢ ɜ ɬɨɱɤɢ w  = -1, 0, 1. 

 

 ȼɟɪɯɧє ɩɿɜɤɨɥɨ 1z 0Im z  ɤɨɧɮɨɪɦɧɨ ɜɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɧɚ ɜɟɪɯɧɸ 
ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɬɚɤ, ɳɨɛ ɬɨɱɤɢ z  = -1, 0, 1  ɩɟɪɟɣɲɥɢ ɜ ɬɨɱɤɢ w  = -1, 0, 1.   

 

 ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɫɦɭɝɭ 
4

Re
4


 z  ɧɚ ɤɪɭɝ 1z  ɿɡ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɸ 

ɬɪɶɨɯ ɝɪɚɧɢɱɧɢɯ ɬɨɱɨɤ 1
4










f    ііf  ( і  ɩɨɡɧɚɱɚє ɜɟɪɯɧɸ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ  

 

ɜɿɞɞɚɥɟɧɭ ɬɨɱɤɭ ɫɦɭɝɢ). 
 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɨɛɥɚɫɬɶ, ɨɬɪɢɦɚɧɭ ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ ɩɿɜɤɪɭɝɚ 1z , 

0Im z  ɮɭɧɤɰɿєɸ 
1

1
2 


z

w . 

 

 Ɂ’ɹɫɭɜɚɬɢ, ɜ ɳɨ ɩɟɪɟɯɨɞɹɬɶ ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ : z
ew   

1) ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɚ ɫɿɬɤɚ ex  , ey  ; 

2) ɩɪɹɦɿ bkxy  ; 

3) ɫɦɭɝɚ ɦɿɠ ɩɪɹɦɢɦɢ   xy  , 2 xy ; 

4) ɫɦɭɝɚ 0x , 220  y . 

 

 Ɂ’ɹɫɭɜɚɬɢ, ɜ ɳɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɹɬɶɫɹ ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ : zw ln  

1) ɩɨɥɹɪɧɚ ɫɿɬɤɚ Rz  , zarg ; 

2) ɤɭɬ 2arg0  z ; 

3) ɫɟɤɬɨɪ 1z  ,  2arg0  z .   

 



50 

 

 Ɂ’ɹɫɭɜɚɬɢ, ɜ ɳɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɹɬɶɫɹ ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ zw cos : 

1) ɩɪɹɦɨɤɭɬɧɚ ɫɿɬɤɚ cx  , cy  ; 

2) ɧɚɩɿɜɫɦɭɝɚ 
2

0


 x , 0y ; 

3) ɧɚɩɿɜɫɦɭɝɚ 
2

0


 x , 0y ; 

4) ɫɦɭɝɚ  x0 .  

 

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ  ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
 Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɡɚɞɚɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ-ɨɪɢɝɿɧɚɥɿɜ   axxf   ɬɚ   

   xxf  exp . Ⱦɥɹ ɩɟɪɟɜɿɪɤɢ ɩɪɚɜɢɥɶɧɨɫɬɿ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɿɜ ɜɢɤɨɧɚєɦɨ ɡɜɨɪɨɬɧɟ 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ. 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɨɪɢɝɿɧɚɥɢ ɡɚɞɚɧɢɯ ɡɨɛɪɚɠɟɧɶ   2
p

apF    ɬɚ   
1

1


p
pF .  

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ  Mathcad  

 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿɣ f (t) = at,  f (t) = exp (- t), 

ɬɚ ɨɪɢɝɿɧɚɥɢ ɞɥɹ ɨɬɪɢɦɚɧɢɯ ɡɨɛɪɚɠɟɧɶ F (s) = a/s^2,  F (s) = 1/(s+1) 

 ɉɟɪɲɢɣ ɫɩɨɫɿɛ 

 
 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ оɛɱисɥиɬи ɡоɛɪаɠеɧɧя, ɜиɞіɥіɬь ɡɦіɧɧɭ t, ɭ 

ɦеɧɸ SвЦboХТcs, ɜиɛеɪіɬь ɪаɡɞіɥ TransПorЦ ɬа ɜиɤоɧаɣɬе 

(ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɪяɞɤɭ) оɩеɪаɰіɸ LapХacО 

 
 

 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɩеɪеɜіɪиɬи ɩɪаɜиɥьɧісɬь ɪоɡɪаɯɭɧɤіɜ, 

ɜиɞіɥіɬь ɭ ɡɧаɣɞеɧоɦɭ ɡоɛɪаɠеɧі ɡɦіɧɧɭ s, ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТcs ɜиɛеɪіɬь ɪоɡɞіɥ TransПorЦ ɬа ɜиɤоɧаɣɬе 
(ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɪяɞɤɭ) оɩеɪаɰіɸ InvОrsО LapХacО 

 Ⱦɪɭɝɢɣ ɫɩɨɫɿɛ:  

 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ оɛɱисɥиɬи ɡоɛɪаɠеɧɧя, ɤɥаɰɧіɬь ɭ 

ɩаɧеɥі Symbolic ɧа ɤɥɸɱоɜоɦɭ сɥоɜɭ ХapХacО, 
ɜиɞаɥіɬь ɡɥіɜа ɜіɞ ɤɥɸɱоɜоɝо сɥоɜа оɞɧɭ ɩоɡɧаɱɤɭ, 

ɜɜеɞіɬь ɜиɪаɡ ɞɥя ɮɭɧɤɰіʀ-оɪиɝіɧаɥа, ɩісɥя 

ɤɥɸɱоɜоɝо сɥоɜа ɜɜеɞіɬь ɤоɦɭ, ɩоɬіɦ іɦ’я ɡɦіɧɧоʀ 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme12/mathcad/ex1/ex_12_1.html
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ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɩоɡа ɪаɦɤоɸ 

 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɩеɪеɜіɪиɬи ɩɪаɜиɥьɧісɬь 
ɪоɡɪаɯɭɧɤіɜ, ɞіɣɬе ɬаɤ саɦо, яɤ ɩɪи оɛɱисɥеɧɧі 
ɡоɛɪаɠеɧɧя, аɥе ɜиɤоɪисɬоɜɭɣɬе ɤɥɸɱоɜе сɥоɜо 
invlaplace 

 

 

 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ Mathematica 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ Ʉɨɲɿ ɨɩɟɪɚɰɿɣɧɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ. 
Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɿɣ  ɬɚ ɡɧɚɣɬɢ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ʌɚɩɥɚɫɚ. 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ʌɚɩɥɚɫɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  

 

 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ʌɚɩɥɚɫɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  

 

 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɡɜɨɪɨɬɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ʌɚɩɥɚɫɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  

 

 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɡɜɨɪɨɬɧɟ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ʌɚɩɥɚɫɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  
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Іɧɬɟɝɪɚɥ Ʉɪɿɫɬɨɮɮɟɥɹ – ɒɜɚɪɰɚ 

ȱɧɬɟɝɪɚɥ Ʉɪɿɫɬɨɮɮɟɥɹ – ɒɜɚɪɰɚ: 

      BdzazazazAW n

n

z

z

  11

2

1

1

0

21   





n

j

nj
1

2  

ȼɿɞɨɛɪɚɠɚє ɤɨɧɮɨɪɦɧɨ ɜɟɪɯɧɸ ɧɚɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ 0y  ɭ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɫɬɶ 
ɩɥɨɳɢɧɢ W , ɤɨɧɬɭɪ ɦɧɨɝɨɤɭɬɧɢɤɚ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɞɿɣɫɧɿɣ ɜɿɫɿ, ɜɟɪɲɢɧɢ 1w , 2w ,...,  

nw ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬɶ ɪɿɡɧɢɦ ɬɨɱɤɚɦ. 1a , 2a ,…, na  ɨɫɿ 0Б ɿ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɣ ɤɭɬ 
ɦɧɨɝɨɤɭɬɧɢɤɚ ɜ ɜɟɪɲɢɧɿ jw  ɪɿɜɧɢɣ  j  ( nj ,...,2,1 ). ɉɪɢ ɞɚɧɢɯ ɬɪɢ ɞɨɜɿɥɶɧɨ 
ɜɢɛɪɚɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ. Ɋɟɲɬɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɿɫɧɭє єɞɢɧɢɦ ɫɩɨɫɨɛɨɦ. 

əɤɳɨ ɜɟɪɲɢɧɿ ɦɧɨɝɨɤɭɬɧɢɤɚ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɜɿɞɞɚɥɟɧɚ ɬɨɱɤɚ, 
ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ na , ɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ Ʉɪɿɫɬɨɮɮɟɥɹ – ɒɜɚɪɰɚ ɩɪɢɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ 
ɜɢɝɥɹɞɭ:  

      '''''
12

1

12

2

12

1
12

0

1 BdzazazazAw n

n

z

z

 


  , 

ɞɟ 'A , 'B  – ɫɬɚɥɿ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ, '1a '2a ,…, '1na  – ɩɟɜɧɿ ɬɨɱɤɢ ɨɫɿ 0X. 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 

1. ȼɿɞɨɛɪɚɡɢɬɢ ɜɟɪɯɧɸ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɭ ɧɚ ɫɦɭɝɭ
22


 w , 0Re w . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ʉɭɬɢ ɬɪɢɤɭɬɧɢɤɚ ɜ ɪɚɞɿɚɧɚɯ  παππαπ

21 2
,

2
  ɚɥɟ 

0,0,
2

1
32  απα , ɨɬɠɟ ɞɥɹ ɰɶɨɝɨ ɬɪɢɤɭɬɧɢɤɢ ɛɭɞɭɬɶ 

2
1

1 α
2

1
2 α 03  . 

Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɬɪɢ ɤɨɧɫɬɚɧɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ Ʉɪɿɫɬɨɮɮɟɥɹ – ɒɜɚɪɰɚ ɦɨɠɧɚ ɜɢɛɪɚɬɢ 
ɞɨɜɿɥɶɧɨ, ɬɨ ɩɨɤɥɚɞɟɦɨ 11 a , 12 a , 3a . 

Ɍɨɞɿ   

    BdzZzAw

z

  1
2

1

0

1
2

1

11 , 

ɚɛɨ  

Bdz
z

dz
Aw

z




 
0

21
 

ɿ  
BzAw  arcsin . 

ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɤɨɧɫɬɚɧɬɢ A ɿ B.  

Ɍɨɱɰɿ 1z  ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє  
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2


w  ɿ BA

22


 

Ɍɨɱɰɿ 
2


w  ɜɿɞɩɨɜɿɞɚє 

1z  ɿ BA
22


. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɜɲɢ ɨɬɪɢɦɚɧɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ, ɦɚєɦɨ 0B , 1A . 

Ɉɬɠɟ,                                          zw sinarg . 

 

 

Ɍɚɛɥɢɰɹ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɶ 

 

Z - ɩɥɨɳɢɧɚ Ɏɨɪɦɭɥɚ 
ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ 

W - ɩɥɨɳɢɧɚ 



m

r

 



0

10

 

 

 

 

 
2

1

1












m

m

Z

Z
W  

 

 

 

2

A

B C

D

 

 

 

 

 
Z

eW   

 

С’ Ⱦ’ А’ В’
 

A

B

C

1

 

 

 

 

Z
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1
  

 

 

А В с
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x

A
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D

E

 

 

 

 

 

 

1

1





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Z
W  
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1
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1

 

 

 

1

1
ln





Z

Z
W  
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A

E

D

H

y

 

 

 

 

 

 

1

1





Z

Z

e

e
W  

 

 

Н'

ȿ'

Ⱦ'

А'

1

 
 

A C D E
 

 

 

   
  11

11
ln12

2

1

2

1

2

1






Z

Z
ZW  

 

Ⱦ’ ȿ’

Пі

А’
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ɊɈɁȾȱɅ 5 

ȱɇɌȿȽɊȺɅ ȼȱȾ ɎɍɇɄɐȱȲ ɄɈɆɉɅȿɄɋɇɈȲ ɁɆȱɇɇɈȲ.  
ɈȻɑɂɋɅȿɇɇə ɄɈɇɌɍɊɇɂɏ ȱɇɌȿȽɊȺɅȱȼ. ɌȿɈɊȿɆȺ ɄɈɒȱ 

 

Іɧɬɟɝɪɚɥɢ ɜ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ. 
 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɩɨɧɹɬɬɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. ɇɟɯɚɣ ɧɚ 
ɩɥɨɳɢɧɿ Z  ɡɚɞɚɧɨ ɞɭɝɭ nzz0  ɤɪɢɜɨʀ l , ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɹɤɨʀ    tiytxz  , ɞɟ bta  . 

ɇɟɯɚɣ ɧɚ ɤɪɢɜɿɣ ɡɚɞɚɧɨ ɧɚɩɪɹɦɨɤ ɬɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ: ɩɪɢ ɡɪɨɫɬɚɧɧɿ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ t  

ɬɨɱɤɚ ɩɟɪɟɦɿɳɭєɬɶɫɹ ɡ ɩɨɥɨɠɟɧɧɹ 0z   ɞɨ ɩɨɥɨɠɟɧɧɹ ɜ ɬɨɱɰɿ  nz . əɤɳɨ 
ɨɛɢɪɚєɬɶɫɹ ɩɪɨɬɢɥɟɠɧɢɣ ɧɚɩɪɹɦɨɤ, ɬɨ ɛɭɞɟɦɨ ɩɨɡɧɚɱɚɬɢ  l . ɇɟɯɚɣ ɧɚ 
ɤɪɢɜɿɣ ɡɚɞɚɧɨ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɭ ɿ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ  zf . 

       Ⱦɭɝɭ nzz0  ɪɨɡɿɛ’єɦɨ ɧɚ 
ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿ ɞɭɝɢ ɬɨɱɤɚɦɢ ɩɨɞɿɥɭ 

nzzzz ,...,,, 210 , ɳɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬɶ 
ɡɧɚɱɟɧɧɹɦ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ  

btttta n  ...210 . 

ɇɚ ɤɨɠɧɿɣ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿɣ ɞɭɡɿ 
ɜɢɛɟɪɟɦɨ ɩɨ ɬɨɱɰɿ k  ɿ ɭɬɜɨɪɢɦɨ 
ɫɭɦɭ 

        1122011 ...  nnnn zzfzzfzzfS  , 

ɹɤɭ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨɸ ɫɭɦɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf . Ʉɨɪɨɬɤɨ ʀʀ ɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ ɬɚɤ 

                                          ))(f(S k

n

k
kkn 1

1

zz 


  .                              (5.1)                

Ɂɚɭɜɚɠɢɦɨ, ɳɨ ɫɭɦɚ (5.1) ɧɟ є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɞɢɫɤɪɟɬɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ n ; ɬɚɤ 
ɫɚɦɨ ɜɨɧɚ ɧɟ є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ z . ɐɹ ɫɭɦɚ є ɡɦɿɧɧɨɸ 
ɜɟɥɢɱɢɧɨɸ ɫɤɥɚɞɧɿɲɨʀ ɩɪɢɪɨɞɢ. ɐɟ ɩɢɬɚɧɧɹ ɪɨɡɝɥɹɞɚєɬɶɫɹ ɭ ɫɩɟɰɿɚɥɶɧɢɯ 
ɤɭɪɫɚɯ ɌɎɄɁ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɞɚɧɟ ɩɨɧɹɬɬɹ ɨɝɥɹɞɨɜɨ. ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ 

1kk zz 
k

max . ɇɟɯɚɣ   ɩɪɹɦɭє ɞɨ ɧɭɥɹ, ɬɨɞɿ n  ɩɪɹɦɭɜɚɬɢɦɟ ɞɨ 

ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ.  
 Ɉɡɧɚɱɟɧɧɹ. əɤɳɨ ɿɫɧɭє ɝɪɚɧɢɰɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɫɭɦɢ 

n

)(

Slim




n

0
, 

ɳɨ ɧɟ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɫɩɨɫɨɛɭ ɞɿɥɟɧɧɹ ɜɿɞɪɿɡɤɚ  ba,  (ɚɛɨ ɞɭɝɢ nzz0 ) ɧɚ 
ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿ ɞɭɝɢ ɿ ɧɟ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɜɿɞ ɞɨɛɨɪɭ ɬɨɱɨɤ k , ɬɨ ɬɚɤɭ ɝɪɚɧɢɰɸ 
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ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ  zf  ɩɨ ɞɭɡɿ l  ɿ 
ɩɨɡɧɚɱɚɸɬɶ 


l

)f( dzz . 

ȼɿɞɡɧɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɞɥɹ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɧɟɨɛɯɿɞɧɚ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿɫɬɶ 
ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf  ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D , ɳɨ ɦɿɫɬɢɬɶ ɥɿɧɿɸ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ l .  

Ʌɿɧɿɹ l  ɩɨɜɢɧɧɚ ɛɭɬɢ ɤɭɫɤɨɜɨ-ɝɥɚɞɤɨɸ ɬɚ ɨɪɿєɧɬɨɜɚɧɨɸ ɜ ɞɨɞɚɬɧɨɦɭ 
ɧɚɩɪɹɦɤɭ. Ɂ ɨɝɥɹɞɭ ɧɚ ɩɨɞɚɧɧɹ  ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɱɟɪɟɡ ɞɿɣɫɧɿ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɜɨɯ ɡɦɿɧɧɢɯ, ɦɨɠɧɚ ɨɞɟɪɠɚɬɢ ɜɢɪɚɠɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɱɟɪɟɡ ɞɜɚ 
ɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɞɪɭɝɨɝɨ ɪɨɞɭ (ɩɨ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɦ)  

                                     
l ll

udyvdxivdyudxdzzf )(                      (5.2) 

əɤɳɨ ɤɪɢɜɚ l  ɨɩɢɫɭєɬɶɫɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɢɦ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ  tgx    ɿ   thy  ,   

 BA ttt  , ɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɨɧɬɭɪɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɡɚɩɢɲɟɬɶɫɹ ɭ 
ɜɢɝɥɹɞɿ  

                       
l

t

t

B

A

dtthitgthtgivthtgudzzf )()()(),()(),()(                      (5.3) 

ɚɛɨ  

                  
l

t

t

B

A

tihtgdtihtgfdzzf ,)()()()()(                                   (5.4) 

ɞɟ At , Bt  – ɡɧɚɱɟɢɢɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ t , ɳɨ ɜɿɞɩɨɜɿɞɚɸɬɶ ɩɨɱɚɬɤɨɜɿɣ ɿ ɤɿɧɰɟɜɿɣ 
ɬɨɱɤɚɦ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɧɚ ɤɪɢɜɿɣ l .   

 

ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɿ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 

1. əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɧɚ ɤɭɫɤɨɜɨ-ɝɥɚɞɤɿɣ ɞɭɡɿ АВ, ɬɨ 

                                                     
BAAB

)f()f( dzzdzz . 

 

2. Ɂɚ ɭɦɨɜɢ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɿ 1 ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ  

 
ABAB

)f()f( dzzcdzzc , 

ɬɨɛɬɨ ɫɬɚɥɢɣ ɦɧɨɠɧɢɤ с ɦɨɠɧɚ ɜɢɧɨɫɢɬɢ ɡɚ ɡɧɚɤ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ. 
3. əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿʀ   zf   ɿ   zg   –  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɤɭɫɤɨɜɨ-ɝɥɚɞɤɿɣ 

ɞɭɡɿ АВ,  ɬɨ                              

 
ABABAB

)g()f()]g()[f( dzzdzzdzzz . 

 

4. Ɂɚ ɭɦɨɜɢ, ɳɨ ɜɢɤɨɧɭєɬɶɫɹ ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ 1, ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɪɿɜɧɿɫɬɶ 
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
AB

)f( dzz   =  
1AA

)f( dzz   +  
21AA

)f( dzz   + … +  
 BA 1

)f(

n

dzz . 

 

5. Ɂɚ ɭɦɨɜɢ, ɳɨ ɜɢɤɨɧɭєɬɶɫɹ ɜɥɚɫɬɢɜɿɫɬɶ 1, ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɧɟɪɿɜɧɿɫɬɶ 

Ml)f( 
AB

dzz , 

ɞɟ M)f( z  ɞɥɹ ABz , l  – ɞɨɜɠɢɧɚ ɞɭɝɢ  AB. 

 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ.  
1. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ 

z
w 1 , ɤɨɥɢ ɤɨɧɬɭɪ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ C  – 

ɤɨɥɨ Rz  , ɳɨ ɨɛɯɨɞɢɬɶɫɹ ɜ ɞɨɞɚɬɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ (ɩɪɨɬɢ ɝɨɞɢɧɧɢɤɨɜɨʀ 
ɫɬɪɿɥɤɢ)  

 



C Rz

z

dz

z

dz
I

||

1  

ɉɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɤɨɥɚ C : 

tRx cos , tRy sin , 

ɩɪɢɱɨɦɭ  20  t , ɨɬɠɟ, ɩɪɢɣɦɚɸɱɢ    
 titRz sincos  , 

ɨɬɪɢɦɭєɦɨ  

  




 


2

0

2

0

1 2
)sin(cos

)cossin(
idti

titR

dttiRtR
I . 

 

2. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ  m
az

w


 1 , ɞɟ m  – ɰɿɥɟ ɞɨɞɚɬɧɟ 

ɱɢɫɥɨ, ɚ ɤɨɧɬɭɪ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɤɨɥɨ Raz  , ɨɪɿєɧɬɨɜɚɧɟ ɜ ɞɨɞɚɬɧɨɦɭ 
ɧɚɩɪɹɦɤɭ.  

ȼɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ɬɟ, ɳɨ 

0Re  it
az    2t , 

ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ                                      dtidz
itRe  .   

Ɉɬɠɟ, ɦɚєɦɨ:  

                          








Raz

tmi

mimtm

it

m
dte

R

i

eR

dteR
i

az

dz
I

||

2

0

2

0

)1(

12

.

)(

 

                (5.5) 

ȱɧɬɟɝɪɚɥ ɭ (5.4) ɩɪɢ 1m  ɞɨɪɿɜɧɸє i2 , ɚ ɩɪɢ 1m  ɧɭɥɸ, ɞɿɣɫɧɨ  

    
1m2

R

i
I  ∙ ,0

)1(

12)1(






mi

e
mi 

 ɹɤɳɨ 1m , 

ɨɫɤɿɥɶɤɢ  
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         1101121sin21cos121 
imime

mi  . 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɦɨɠɟɦɨ ɡɚɩɢɫɚɬɢ  

          
 











Raz

m mяɤщо
mmяɤщо

az

dz
I

||

2
.1i,2

,0,1,0

)( 
                          (5.6) 

 

 

3. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ 
с

zdzIm , ɞɟ С  – ɥɚɦɚɧɚ ɡ ɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ɜ ɬɨɱɤɚɯ Ɉ(0;0), 

Ⱥ(1;1), ȼ(2;1).  
Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ: 

 
ABOAC

zdzzdzzdz ImImIm . 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɈȺ xy   ɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ  
tx  , ty   10  t . 

tiiyxz )1(  , dtidz )1(   

i
t

idtitydzzdzI
ОАОА 2

1

2

1

2
)1()1(Im

1

0

2

1   . 

 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ Ⱥȼ 1y  ɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɧɿɣ ɮɨɪɦɿ  
tx  , 1y  21  t , itz  , dtdz   

  
АВ АВ

dtydzzdzI

2

1

2 1Im   iIIzdz
с 2

1

2

3
Im 21  . 

 

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  

 dzz
l

Re , 

ɞɟ:  
ɚ) l - ɩɪɹɦɚ, ɹɤɚ ɡ’єɞɧɭє  ɬɨɱɤɢ z1= 0  ɬɚ  z2 = 1+i;  

ɛ) l - ɥɚɦɚɧɚ ОВА,  О(0,0),  В(1,0),   А(1,1). 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

ɚ) ɒɥɹɯ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ l – ɩɪɹɦɚ, ɹɤɚ ɡ’єɞɧɭє ɬɨɱɤɢ 01 z  ɬɚ  iz 12 . 

Ɂɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɞɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ 1-ɣ ɫɩɨɫɿɛ. ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɣ ɜɢɪɚɡ ɦɚє 

ɜɢɝɥɹɞ:  
                                                   ixdyxdxidydxxzdz Re . 
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Ɍɨɦɭ: 
                                                           

lll

xdyixdxdzzRe . 

Ɋɿɜɧɹɧɧɹ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ɩɪɹɦɨʀ, ɹɤɚ ɡ’єɞɧɭє ɬɨɱɤɢ 01 z  ɬɚ  iz 12 ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  
xy  , . 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ: 

                                           
 

ɛ) ɒɥɹɯ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ  l  – ɥɚɦɚɧɚ ОВА, О(0,0), В(1,0), А(1,1). 

Ɍɚɤ ɹɤ ɲɥɹɯ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɫɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɡ ɞɜɨɯ ɜɿɞɪɿɡɤɿɜ, ɡɚɩɢɲɟɦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɭ 

ɜɢɝɥɹɞɿ ɫɭɦɢ ɞɜɨɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ: 
 

        
 

ɤɨɠɧɢɣ ɡ ɰɢɯ ɞɜɨɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ, ɹɤ ɡɚɡɧɚɱɟɧɨ ɜɢɳɟ. 

Ⱦɥɹ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ОВ ɦɚєɦɨ: 

0y , 10  x ,  

ɚ ɞɥɹ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ВА: 

1x , 10  y .  

Ɍɨɞɿ: 

                             
 

Ɂɚɡɧɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɜ ɞɚɧɨɦɭ ɩɪɢɤɥɚɞɿ – ɮɭɧɤɰɿɹ ɧɟ 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ, ɬɨɦɭ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɡɚ ɞɜɨɦɚ ɪɿɡɧɢɦɢ ɤɪɢɜɢɦɢ, ɹɤɿ ɡ’єɞɧɭɸɬɶ ɞɜɿ 
ɡɚɞɚɧɿ ɬɨɱɤɢ, ɦɨɠɭɬɶ ɦɚɬɢ ɪɿɡɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɳɨ ɿ ɩɪɨɞɟɦɨɧɫɬɪɨɜɚɧɨ ɜ ɰɶɨɦɭ 

ɩɪɢɤɥɚɞɿ. 
 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɭ сеɪеɞоɜищі  ɩаɤеɬɭ Mathcad 

 

Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ RОг  
   ɚ) ɩɨ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ɩɪɹɦɨʀ, ɹɤɚ ɡ’єɞɧɭє ɬɨɱɤɢ г1=0 ɢ г2=1+i; 

   ɛ) ɩɨ ɥɚɦɚɧɿɣ ɈȼȺ, Ɉ(0,0), ȼ(1,0), Ⱥ(1,1) . 

 

ɚ) ɉɨ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ɩɪɹɦɨʀ, ɹɤɚ ɡ’єɞɧɭє ɬɨɱɤɢ г 1 =0  ɢ  z2 = 1+i. 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme3/mathcad/ex3/ex_3_3.html
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Ɂɨɛɪɚɡɢɦɨ ɲɥɹɯ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ – ɜɿɞɪɿɡɨɤ, ɹɤɢɣ ɡ’єɞɧɭє ɬɨɱɤɢ 1z  ɬɚ 2z  ɧɚ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ  
Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜɜесɬи ɭяɜɧɭ оɞиɧиɰɸ Т, ɧаɛеɪіɬь ɧа ɤɥаɜіаɬɭɪі 1i ɬа 
ɤɥаɰɧіɬь ɦиɲɤоɸ ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ ɪаɦɤоɸ 

0:

1:

1

2




z

iz
 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɩоɛɭɞɭɜаɬи ɜіɞɪіɡоɤ ɩɪяɦоʀ, ɜиɡɧаɱіɬь ɤооɪɞиɧаɬи ɣоɝо 
ɤіɧɰіɜ, ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɤɧоɩɤɭ Graph ɬа ɜиɛеɪіɬь ɤɧоɩɤɭ ɞеɤаɪɬоɜа ɝɪаɮіɤа. 
ɉоɬіɦ ɜɜеɞіɬь ɭ ɜіɤɧі ɝɪаɮіɤіɜ, ɭ ɡаɡɧаɱеɧіɣ ɩоɡиɰіʀ ɛіɥя  ɜісі аɛсɰис ɞіɣсɧɭ 
ɱасɬиɧɭ ɡɦіɧɧоʀ, яɤа ɦісɬиɬь ɤооɪɞиɧаɬи ɤіɧɰіɜ, а ɛіɥя ɜісі оɪɞиɧаɬ - ɭяɜɧɭ 

ɱасɬиɧɭ ɰієʀ ɡɦіɧɧоʀ ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ  ɪаɦɤоɸ 

 

 

 

ȼɢɞɧɨ, ɳɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɩɪɹɦɨʀ: в = б.  
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɣ ɜɢɪɚɡ RОгНг ɹɤ ɮɭɧɤɰɿɸ б ɬɚ ɩɪɨɿɧɬɟɝɪɭєɦɨ ɩɨ 
ɜɿɞɪɿɡɤɭ Д0, 1Ж 

                      
 

                                  
 

ȱɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨɪɿɜɧɸє 0.5+0.5i. 
 

 

ɛ) ɉɨ ɥɚɦɚɧɿɣ ɈȼȺ, Ɉ(0,0), ȼ(1,0), Ⱥ(1,1). 
Ɂɨɛɪɚɡɢɦɨ ɲɥɹɯ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ - ɥɚɦɚɧɭ ЇBA 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɜɜесɬи ɭяɜɧɭ оɞиɧиɰɸ Т, ɧаɛеɪіɬь ɧа ɤɥаɜіаɬɭɪі  1i ɬа 
ɤɥаɰɧіɬь ɦиɲɤоɸ ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ ɪаɦɤоɸ 
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Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɩоɛɭɞɭɜаɬи ɜіɞɪіɡоɤ ɩɪяɦоʀ, ɜиɡɧаɱіɬь  ɤооɪɞиɧаɬи ɣоɝо 
ɤіɧɰіɜ, ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɤɧоɩɤɭ Graph ɬа ɜиɛеɪіɬь ɤɧоɩɤɭ ɞеɤаɪɬоɜа ɝɪаɮіɤа. 
ɉоɬіɦ ɜɜеɞіɬь ɭ ɜіɤɧі ɝɪаɮіɤіɜ, ɭ ɡаɡɧаɱеɧіɣ ɩоɡиɰіʀ ɛіɥя ɜісі аɛсɰис ɞіɣсɧɭ 

ɱасɬиɧɭ ɡɦіɧɧоʀ, яɤа ɦісɬиɬь ɤооɪɞиɧаɬи ɤіɧɰіɜ, а ɛіɥя ɜісі оɪɞиɧаɬ - ɭяɜɧɭ 

ɱасɬиɧɭ ɰієʀ ɡɦіɧɧоʀ ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ ɪаɦɤоɸ 

 
Ȼɚɱɢɦɨ,  ɳɨ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɬɢ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɩɨ б - ɩɨ ɜɿɞɪɿɡɤɭ в = 0,  
ɬɨɞɿ г = б, RОг = б, Нг = Нб, б  ɿɡ Д0,1Ж, 
ɚ ɩɨɬɿɦ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɬɢ ɩɨ в - ɩɨ ɜɿɞɪɿɡɤɭ б = 1,  
ɬɨɞɿ г = 1+iв, RОг = 1, Нг = iНв, в ɿɡ Д0,1Ж 

 
ȱɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨɪɿɜɧɸє 0.5 + i. 
 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ Mathematica 

ȱɧɬɟɝɪɚɥɢ ɜ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ  

К) ɩɨ ɜɿɞɪɿɡɤɭ ɩɪɹɦɨʀ, ɹɤɚ ɫɩɨɥɭɱɚє ɬɨɱɤɢ ɬɚ  

Л) ɩɨ ɥɚɦɚɧɿɣ , , , . 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɩɨ ɩɪɹɦɿɣ, ɹɤɚ ɫɩɨɥɭɱɚє ɬɨɱɤɢ ɬɚ  

 

 
Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɩɨ ɥɚɦɚɧɿɣ, ɹɤɚ ɫɩɨɥɭɱɚє ɬɨɱɤɢ , ɬɚ  
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ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ 
с

xdz , 
с

ydz  ɡɚ ɬɚɤɢɯ ɭɦɨɜ: 

  ɚ) ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ O  ɞɨ ɬɨɱɤɢ i2  ɩɨ ɪɚɞɿɭɫɭ-ɜɟɤɬɨɪɭ; 
  ɛ) ɩɨ ɤɨɥɭ 21 z ; 

  ɜ) ɩɨ ɤɨɥɭ 1z ,  zarg0  (ɩɨɱɚɬɨɤ ɲɥɹɯɭ ɜ ɬɨɱɰɿ 1z ). 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ 
с

dzz  ɡɚ ɬɚɤɢɯ ɭɦɨɜ: 

  ɚ) ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ O  ɞɨ ɬɨɱɤɢ i2  ɩɨ ɪɚɞɿɭɫɭ-ɜɟɤɬɨɪɭ; 
  ɛ) ɩɨ ɩɿɜɤɨɥɭ 1z  ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ 1z  ɞɨ ɬɨɱɤɢ 1z ; 

  ɜ) ɩɨ ɩɿɜɤɨɥɭ 1z , 
2

arg
2


 z  (ɩɨɱɚɬɨɤ ɲɥɹɯɭ ɜ ɬɨɱɰɿ iz  ); 

  ɝ) ɩɨ ɤɨɥɭ Rz  . 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
с

dzz
2 , ɞɟ С  – ɥɚɦɚɧɚ ɡ ɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ɜ ɬɨɱɤɚɯ O  (0;0), 

Ⱥ(1;1), ȼ(2;1). 
 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ 
с

zdzRe , 
с

dzz  ɩɨ ɥɚɦɚɧɿɣ, ɜɤɚɡɚɧɿɣ ɭ 

ɩɨɩɟɪɟɞɧɶɨɦɭ ɩɪɢɤɥɚɞɿ. 
 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
с

zdz  ɩɨ ɥɚɦɚɧɿɣ, ɹɤɚ ɭɬɜɨɪɸɸɬɶɫɹ ɩɪɢ ɡ’єɞɧɚɧɿ 

ɬɨɱɨɤ Ⱥ(-2;0), ȼ(-1;1), ɋ(1;1), Ⱦ(2;0). 
 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  с iz

dz , ɞɟ С – ɤɨɧɬɭɪ, ɫɤɥɚɞɟɧɢɣ ɡ ɩɿɜɤɨɥɚ 1 iz , 

ɪɨɡɬɚɲɨɜɚɧɨɝɨ ɩɪɚɜɨɪɭɱ ɜɿɞ ɨɫɿ Oy , ɬɚ ɜɿɞɪɿɡɤɚ Ⱥȼ: Ⱥ(0;2), ȼ(0;3). 
 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ   
c

iydydxyx )( , ɞɟ С  – ɨɞɢɧɢɱɧɟ ɤɨɥɨ 1z . 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  
c

m
az

dz

)(
, ɞɟ С  – ɤɨɥɨ RaZ  , m  – ɰɿɥɟ ɱɢɫɥɨ. 
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 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ 
c

z
dze  ɜɡɞɨɜɠ ɥɚɦɚɧɨʀ ɡ ɜɟɪɲɢɧɚɦɢ ɭ ɬɨɱɤɚɯ Ɉ(0;0), Ⱥ(1;0), 

ȼ(1;1). 
 

 əɤɢɣ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɣ ɡɦɿɫɬ ɿɧɬɟɝɪɚɥɭ 
c

dz ? 

 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɬɟɩɟɪ ɨɞɧɭ ɡ ɨɫɧɨɜɧɢɯ ɬɟɨɪɟɦ ɬɟɨɪɿʀ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ – 

ɬɟɨɪɟɦɭ Ʉɨɲɿ.  
əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  zfw   ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɨɞɧɨɡɜ’ɹɡɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ D , ɬɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 

ɜɿɞ ɰɿєʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɨ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɦɭ ɤɭɫɤɨɜɨ-ɝɥɚɞɤɨɦɭ ɤɨɧɬɭɪɭ l , ɳɨ ɩɨɜɧɿɫɬɸ 
ɥɟɠɢɬɶ ɭ ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ  

                                          
l

dzzf 0)(                                    (5.7) 

Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ ɭɡɚɝɚɥɶɧɸєɬɶɫɹ ɧɚ ɜɢɩɚɞɨɤ 
ɛɚɝɚɬɨɡɜ’ɹɡɧɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ. ɇɚɫɥɿɞɤɨɦ ʀʀ ɞɥɹ 
ɛɚɝɚɬɨɡɜ’ɹɡɧɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ D  є ɪɿɜɧɿɫɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, 
ɜɡɹɬɨɝɨ ɩɨ ɡɨɜɧɿɲɧɶɨɦɭ ɤɨɧɬɭɪɭ 0  (ɳɨ ɨɛɯɨɞɢɬɶɫɹ 

ɜ ɞɨɞɚɬɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ: ɩɪɨɬɢ ɝɨɞɢɧɧɢɤɨɜɨʀ 
ɫɬɪɿɥɤɢ), ɫɭɦɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɩɨ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɯ ɤɨɧɬɭɪɚɯ, 

ɹɤɳɨ ɨɛɯɿɞ ɨɫɬɚɧɧɿɯ ɡɞɿɣɫɧɸєɬɶɫɹ ɡɚ ɝɨɞɢɧɧɢɤɨɜɨɸ ɫɬɪɿɥɤɨɸ  

              
nȽȽȽȽ

dzzfdzzfdzzfdzzf )(...)()()(

210

                     (5.8) 

 

ɍ ɨɤɪɟɦɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɞɜɨɡɜ’ɹɡɧɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ, ɳɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ 
ɩɨ ɤɨɧɬɭɪɚɯ 1  ɿ 2  ɪɿɜɧɿ, ɹɤɳɨ ɨɛɯɨɞɢɬɢ ʀɯ ɜ ɨɞɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ.   

Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭєɬɶɫɹ ɬɚɤɨɠ ɞɥɹ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɞɟɹɤɢɯ ɤɨɧɬɭɪɧɢɯ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɭ ɩɪɢɤɥɚɞɿ 2 ɩɪɢ 0m  ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ, ɬɨɦɭ 
ɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  mazw   ɭ ɰɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɭ ɜɫɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ 

ɩɥɨɳɢɧɿ Z .  

Ɉɬɠɟ:                                      

                 
 











Raz

m mяɤщо
ɱисɥоɰіɥеmmяɤщо

az

dz
I

||

2
.1i,2

,,1,0

)( 
             (5.9) 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ ɦɚє ɱɢɫɥɟɧɧɿ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɿ є ɨɞɧɢɦ ɡ ɧɚɣɛɿɥɶɲ 
ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɢɯ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿɜ ɭ ɬɟɨɪɿʀ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ. 

ɋɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɿ ɨɛɟɪɧɟɧɚ ɬɟɨɪɟɦɚ Ɇɨɪɟɪɚ: 
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əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ )(zf  ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɜ ɨɞɧɨɡɜ’ɹɡɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɬɚ  
c

df 0)(   

ɞɥɹ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ ɡɚɦɤɧɭɬɨɝɨ ɤɨɧɬɭɪɭ С , ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɜ D , ɬɨ )(zf  ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ 
ɰɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ. 

ɐɟ ɞɚє ɦɨɠɥɢɜɿɫɬɶ ɩɨ ɿɧɲɨɦɭ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɪɨɡɭɦɿɧɧɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
 

Аɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɜ ɨɞɧɨɡɜ’ɹɡɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɛɭɞɶ-ɹɤɚ 
ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ, ɞɥɹ ɹɤɨʀ ɿɧɬɟɝɪɚɥ   dzzf , 

ɜɡɹɬɢɣ ɜɡɞɨɜɠ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ ɡɚɦɤɧɭɬɨɝɨ ɤɨɧɬɭɪɭ ɰɿєʀ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ. 
 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 
1. ȱɧɬɟɝɪɚɥ  

C

dzzz 0)( 2  ɩɨ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɡɚɦɤɧɭɬɿɣ ɤɪɢɜɿɣ С , ɨɫɤɿɥɶɤɢ 

ɮɭɧɤɰɿɹ zz 2  ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɧɚ ɜɫɿɣ Z  - ɩɥɨɳɢɧɿ. 
 

2.  ȱɧɬɟɝɪɚɥ  




C
zz

dzz
0

)2(
2

, ɹɤɳɨ С  ɜɿɞɫɿɤɚє ɨɛɥɚɫɬɶ, ɧɟ ɦɚɸɱɢ ɧɿ ɜ 

ɫɟɪɟɞɢɧɿ, ɧɿ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɿ ɬɨɱɤɢ ɪɨɡɪɢɜɭ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ 
ɬɨɱɤɢ ɪɨɡɪɢɜɭ 02  zz  , 0z , 1z . Ɍɨɞɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ, ɹɤɳɨ С  – 

ɤɨɥɨ 
2

1
2 z . əɤɳɨ С – ɤɨɥɨ

2

1
1 z , ɬɨ ɬɟɨɪɟɦɭ Ʉɨɲɿ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ ɧɟ 

ɦɨɠɧɚ, ɬɨɦɭ ɳɨ ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɥɚ 
2

1
1 z  ɥɟɠɢɬɶ ɬɨɱɤɚ ɪɨɡɪɢɜɭ 1z  əɤɳɨ 

ɤɪɢɜɚ С  ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɯɨɱɚ ɛ ɱɟɪɟɡ ɨɞɧɭ ɡ ɬɨɱɨɤ 0z  ɚɛɨ 1z , ɬɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɧɟ 
ɿɫɧɭє, ɬɨɦɭ ɳɨ ɧɚ С  ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɸєɬɶɫɹ ɜ 
ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɿɫɬɶ. 

 

3. ɇɟɯɚɣ С  – ɤɨɥɨ 11 z . ɉɨɹɫɧɢɬɢ, ɱɨɦɭ ɞɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ  
C

dzz )1( 2 , 

 12
z

dz
;   

c

dzyxiyx )()(  ɦɨɠɧɚ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ ɬɟɨɪɟɦɭ Ʉɨɲɿ ɬɚ ɫɬɜɟɪɞɠɭɜɚɬɢ, 

ɳɨ ɜɨɧɢ ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ ɧɭɥɸ, ɚ ɞɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ  
C

z

dz

12
 ɬɚ   

C

dzyxiyx )()(  

ɦɨɠɧɚ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɬɟɨɪɟɦɭ Ʉɨɲɿ , ɚɥɟ ɧɟ ɦɨɠɧɚ ɫɬɜɟɪɞɠɭɜɚɬɢ, ɳɨ ɜɨɧɢ 
ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ ɧɭɥɸ.  

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 
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 Ɂɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɬɟɨɪɟɦɢ Ʉɨɲɿ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 

 
C

z
dz

e

z

1

sin , ɞɟ С – ɟɥɿɩɫ 144169 22  yx . 

 

 ɉɨɹɫɧɢɬɢ, ɱɨɦɭ ɦɨɠɧɚ ɫɬɜɟɪɞɠɭɜɚɬɢ, ɳɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ 
 
1

2 )9(
z

zz

dz
  ɬɚ 


 

2

2 )9(
z

zz

dz
 ɪɿɜɧɿ, ɚɥɟ ɧɟ ɦɨɠɧɚ ɫɬɜɟɪɞɠɭɜɚɬɢ, ɳɨ ɜɨɧɢ ɪɿɜɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɭ 


 

4

2 )9(
z

zz

dz
 . 

 

Іɧɬɟɝɪɚɥьɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ Ʉɨɲɿ 
 

Ɉɫɧɨɜɧɚ ɬɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ ɞɨɡɜɨɥɹє ɜɢɜɟɫɬɢ ɮɨɪɦɭɥɭ, ɹɤɚ є ɜɚɠɥɢɜɨɸ ɜ 
ɬɟɨɪɿʀ ɮɭɧɤɰɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. 

əɤɳɨ ɡɚɦɤɧɭɬɚ ɤɪɢɜɚ С  ɨɛɦɟɠɭє ɨɞɧɨɡɜ’ɹɡɧɭ ɨɛɥɚɫɬɶ D , ɚ ɮɭɧɤɰɿɹ )(zf  

ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D , ɹɤɚ ɦɿɫɬɢɬɶ ɭ ɫɨɛɿ D  ɬɚ ʀʀ ɝɪɚɧɢɰɸ С , ɬɨ ɞɥɹ ɜɫɿɯ 
ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɯ ɬɨɱɨɤ z  ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ: 

 

 


C

dz
zȢ

Ȣf

iπ
zf

)(

2

1
)( , C . 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɮɨɪɦɭɥɭ Ʉɨɲɿ, ɦɨɠɧɚ ɞɨɜɟɫɬɢ, ɳɨ 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ )(zf  ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɣɨɜɚɧɚ ɞɨɜɿɥɶɧɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɪɚɡɿɜ, ɩɪɢɱɨɦɭ 
ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ: 

 

   


C

n

n

zȢ
ȢdȢf

iπ
n

zf
1)(

)(

2

!
)( . 

 

Ɂɜɿɞɫɢ ɫɥɿɞɭє, ɳɨ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɡ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɜ ɤɨɠɧɿɣ 
ɬɨɱɰɿ ɞɟɹɤɨʀ ɨɛɥɚɫɬɿ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɨɬɪɢɦɭєɦɨ ɿɫɧɭɜɚɧɧɹ ɜ 
ɨɛɥɚɫɬɿ ɩɨɯɿɞɧɢɯ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɬɚ, ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ, ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿɫɬɶ ɜɫɿɯ 
ɩɨɯɿɞɧɢɯ, ɬɚɤɨɠ ɨɬɪɢɦɭєɦɨ ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿɫɬɶ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ )(zf  . ȼ 
ɰɶɨɦɭ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɫɭɬɬєɜɨ ɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬɶɫɹ ɜɿɞ 
ɮɭɧɤɰɿɣ ɞɿɣɫɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɭ, ɹɤɿ ɧɟ ɦɚɸɬɶ ɬɚɤɢɯ ɜɥɚɫɬɢɜɨɫɬɟɣ. 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 

1. ȱɧɬɟɝɪɚɥ  
C

z

dzz

iπ 12

1 2

 =  2
1 , ɹɤɳɨ С  – ɤɨɥɨ 2z  ɬɚ 
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 
C

z

dzz

iπ 12

1 2

=0, ɹɤɳɨ С  – ɤɨɥɨ 
2

1
z . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ⱦɿɣɫɧɨ, ɮɭɧɤɰɿɹ 2)( zzf  , 1z , ɬɨɱɤɚ, ɜ ɹɤɿɣ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ. ɍ ɩɟɪɲɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ: ɬɨɱɤɚ 1z  ɥɟɠɢɬɶ ɭ ɫɟɪɟɞɢɧɿ 

ɤɨɥɚ 2z , ɚ ɜ ɞɪɭɝɨɦɭ – ɩɨɡɚ ɤɨɥɨɦ 
2

1
z . 

 

2. ȱɧɬɟɝɪɚɥ  

 
C

dz
iz

z

iπ
sin

2

1
 = )sin( i , ɹɤɳɨ С  – ɤɨɥɨ 1 iz , 

 

0
sin

2

1



C

dz
iz

z

i
,     ɹɤɳɨ С  - ɤɨɥɨ 1 iz . 

 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɨɪɦɭɥɢ Ʉɨɲɿ  
C

dz
z

zπ

1

4
sin

2
,  

ɞɟ С  – ɤɨɥɨ 0222  xyx . 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  
C

z

dz

92
, ɹɤɳɨ: 

  ɚ) ɬɨɱɤɚ i3  ɥɟɠɢɬɶ ɭ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɧɬɭɪɭ С , ɚ ɬɨɱɤɚ i3  ɩɨɡɚ ɤɨɧɬɭɪɨɦ; 

  ɛ) ɬɨɱɤɚ i3  ɥɟɠɢɬɶ ɭ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɧɬɭɪɭ С , ɬɨɱɤɚ i3  ɩɨɡɚ ɤɨɧɬɭɪɨɦ; 
  ɜ) ɬɨɱɤɢ i3  ɥɟɠɚɬɶ ɭ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɧɭɪɭ С . 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  
C

z

dz

52
 ɩɪɢ ɪɿɡɧɢɯ ɩɨɥɨɠɟɧɧɹɯ ɬɨɱɤɢ i5 : 

  ɚ) ɨɛɢɞɜɿ ɬɨɱɤɢ i5  ɥɟɠɚɬɶ ɩɨɡɚ ɡɚɦɤɧɭɬɢɦ ɤɨɧɬɭɪɨɦ С . 

  ɛ) ɬɨɱɤɚ i5  ɥɟɠɢɬɶ ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɧɬɭɪɭ С , ɚ ɬɨɱɤɚ i5  - ɩɨɡɚ 
ɤɨɧɬɭɪɨɦ; 

  ɜ) ɨɛɢɞɜɿ ɬɨɱɤɢ i5  ɥɟɠɚɬɶ ɭ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɧɬɭɪɭ С . 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɜɫɿ ɦɨɠɥɢɜɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ  
C

zz

dz

)1(
 ɩɪɢ ɪɿɡɧɢɯ ɩɨɥɨɠɟɧɧɹɯ 

ɤɨɧɬɭɪɭ С , ɹɤɢɣ ɧɟ ɩɪɨɯɨɞɟ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɢ 0  ɬɚ 1 . 

 



67 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  


C

dz
z

z

iπ 1

1

2

1
2

2

, ɞɟ С  – ɤɨɥɨ 11 z . 

 

 Ⱦɨɜɟɫɬɢ, ɳɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  










C

dz
z

z

iπ 2

3

1

1

2

1
3

2

2

, С  – 11 z . 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
 

2

5)(2

2

z

iz

iz

dze

i
. 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  
C

z

dz
22 )9(

, ɹɤɳɨ: 

  ɚ) С  – ɤɨɥɨ ɪɚɞɿɭɫɚ 2  ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɭ ɬɨɱɰɿ i2 ; 

  ɛ) С  – ɤɨɥɨ ɪɚɞɿɭɫɚ 2  ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɭ ɬɨɱɰɿ i2 . 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  
C

z

z

dze
4)2(

, ɹɤɳɨ ɬɨɱɤɚ 2z  ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɭ ɫɟɪɟɞɢɧɿ 

ɡɚɦɤɧɭɬɨɝɨ ɤɨɧɬɭɪɭ С . 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  
C

zz

dz
33 )1()1(

, ɹɤɳɨ: 

  ɚ) С  – ɤɨɥɨ ɪɚɞɿɭɫɚ 2R  ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɬɨɱɰɿ 1z ; 

  ɛ) С  – ɤɨɥɨ ɪɚɞɿɭɫɚ 2R  ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɬɨɱɰɿ 1z ; 

  ɜ) С  – ɤɨɥɨ ɪɚɞɿɭɫɚ 1R  ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z . 
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ɊɈɁȾȱɅ 6  
ɊəȾɂ ɌȿɃɅɈɊȺ ȱ ɅɈɊȺɇȺ. ɄɅȺɋɂɎȱɄȺɐȱə  

ȱɁɈɅЬɈȼȺɇɂɏ ɈɋɈȻɅɂȼɂɏ ɌɈɑɈɄ ȺɇȺɅȱɌɂɑɇɈȲ  

ɎɍɇɄɐȱȲ  
 

Ɋɹɞɢ ɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɥɟɧɚɦɢ 

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɪɹɞ ɫ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɥɟɧɚɦɢ .........21  nUUU  ɪɹɞ 
ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɡɛɿɠɧɢɦ, ɹɤɳɨ ɿɫɧɭє ɝɪɚɧɢɰɹ ɫɭɦɢ ɣɨɝɨ ɩɟɪɲɢɯ n ɱɥɟɧɿɜ: 

nn UUUS  ...21 , ɩɪɢ n . 

ɐɹ ɝɪɚɧɢɰɹ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɫɭɦɨɸ ɪɹɞɭ: 

)...(limlim 21 n
n

n
n

UUUSS 


. 

əɤɳɨ n
n

S


lim  ɧɟ ɿɫɧɭє, ɬɨ ɪɹɞ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɪɨɡɛɿɠɧɢɦ. 

Ɇɚɸɬɶ ɦɿɫɰɟ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɨɡɧɚɤɢ ɡɛɿɠɧɢɯ ɪɹɞɿɜ. 

1. əɤɳɨ ɪɹɞ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ, ɬɨ ɣɨɝɨ n ɣ ɱɥɟɧ (ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɱɥɟɧ) ɩɪɹɦɭє ɞɨ 
ɧɭɥɹ ɩɪɢ n . 

2. Ɋɹɞ ɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɥɟɧɚɦɢ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɬɨɞɿ ɿ ɬɿɥɶɤɢ ɬɨɞɿ, ɤɨɥɢ 
ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɿ ɪɹɞ, ɫɤɥɚɞɟɧɢɣ ɡ ɱɥɟɧɿɜ ɞɿɣɫɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ, ɬɚɤ ɿ ɪɹɞ, ɫɤɥɚɞɟɧɢɣ ɡ 
ɱɥɟɧɿɜ ɭɹɜɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧ. ɉɪɢɱɨɦɭ, ɹɤɳɨ ɫɭɦɚ ɞɚɧɨɝɨ ɪɹɞɭ ɞɨɪɿɜɧɸє S , ɫɭɦɚ 
ɪɹɞɭ, ɫɤɥɚɞɟɧɨɝɨ ɡ ɞɿɣɫɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ, ɞɨɪɿɜɧɸє  , ɚ ɫɭɦɚ ɪɹɞɭ, ɫɤɥɚɞɟɧɨɝɨ ɡ 
ɭɹɜɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧ, ɞɨɪɿɜɧɸє  , ɬɨ  iS   

3. Ɋɹɞ ɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɥɟɧɚɦɢ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ, ɹɤɳɨ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɪɹɞ, 
ɫɤɥɚɞɟɧɢɣ ɡ ɦɨɞɭɥɹ ɱɥɟɧɿɜ ɞɚɧɨɝɨ ɪɹɞɭ. 
 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ ɧɚ ɡɛɿɠɧɿɫɬɶ ɪɹɞ. 

                        









1
2

1

]
)1(

[
n

n

n

i

n
. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

Ɋɹɞ, ɫɤɥɚɞɟɧɢɣ ɡ ɞɿɣɫɧɢɯ ɱɚɫɬɢɧ 






1

1)1(

n

n

n
 ɬɚ ɪɹɞ ɫɤɥɚɞɟɧɢɣ ɡ ɭɹɜɧɢɯ 

ɱɚɫɬɢɧ 


1
2

n n

i
 ɡɛɿɝɚɸɬɶɫɹ, ɨɬɠɟ, ɿ ɡɚɞɚɧɢɣ ɪɹɞ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ. 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥя ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ⱦɨɜɟɫɬɢ ɡɛɿɠɧɿɫɬɶ ɪɹɞɿɜ. 
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   ɚ) 





1

3
)

1
()1(

n

n

n

i

n
 

  

  ɛ) 






1
2

sincos

n n

nin 
. 

 

 Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ ɧɚ ɡɛɿɠɧɿɫɬɶ ɪɹɞ. 

ɚ) 


1 2n
n

n
 , ɛ) 



1n

in
e  ,  ɜ) 



1n

in

n

e
  ,  ɝ) 



1n

in

n

e


 ,  ɞ) 






1 2

)2(

n
n

n
in

 ,  ɟ) 


 1

1

n in
  ,   

ɠ) 






1 3

)12(

n
n

n
in ,  ɡ) 



1n

n

n

i
  ,  ɢ) 



 1
2])12([

1

n inn
  ,  ɤ) 



 1 )(

1

n nin
. 

 

 

ɋɬɟɩɟɧɟɜɿ ɪɹɞɢ 

 

ɋɬɟɩɟɧɟɜɢɦ ɪɹɞɨɦ ɧɚɡɢɜɚєɬьɫɹ ɪɹɞ ɜɢɝɥɹɞɭ 

        ......
2

210

0






n

n

n

n

n azCazCazCCazC                             (6.1), 

ɞɟ z – ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɚ ɡɦɿɧɧɚ, nC  ɬɚ a – ɫɬɚɥɿ, ɩɪɢɱɨɦɭ nC  – ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɨɦ, a – ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɰɟɧɬɪɨɦ ɪɹɞɭ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ Ⱥɛɟɥя 

əɤɳɨ ɫɬɟɩɟɧɟɜɢɣ ɪɹɞ (6.1) ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z , ɬɨ ɜɿɧ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɭ ɤɪɭɡɿ 

azaz  0 . 

əɤɳɨ ɪɹɞ (6.1) ɪɨɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z = z ,ɬɨ ɜɿɧ ɪɨɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɿ ɭ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ 
ɬɨɱɰɿ z , ɞɥɹ ɹɤɨʀ azaz  0 . Ɉɛɥɚɫɬɶ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɫɬɟɩɟɧɟɜɨɝɨ ɪɹɞɭ (6.1) є 

ɤɪɭɝ Raz   ɞɟɹɤɨɝɨ ɪɚɞɿɭɫɚ R, ɳɨ ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ ɜ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɜɿɞ 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ ɪɹɞɭ. ȼ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɢɯ ɩɪɢɤɥɚɞɚɯ ɞɥɹ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɪɚɞɿɭɫɚ 
ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɞɨɫɬɚɬɧɶɨ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ ɨɡɧɚɤɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ Ⱦɚɥɚɦɛɟɪɚ ɚɛɨ Ʉɨɲɿ. 

ɋɭɦɚ ɫɬɟɩɟɧɟɜɨɝɨ ɪɹɞɭ (6.1) є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɪɭɝɚ 
ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ, ɩɪɢɱɨɦɭ, ɩɨɯɿɞɧɭ ɫɭɦɢ ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ ɲɥɹɯɨɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɸɜɚɧɧɹɦ 
ɪɹɞɭ. 
 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 

1. Ɂɧɚɣɬɢ ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɭ 


1n

n

n

z
. 
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Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ɂɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɨɡɧɚɤɭ Ⱦɚɥɚɦɛɟɪɚ. 

z
n

n
z

n

z

n

z

n

nn

n





 



 1
:

1
limlim

1 , 

ɩɪɢ 1z  ɪɹɞ ɡɛɿɠɧɢɣ,  

ɩɪɢ 1z  ɪɨɡɛɿɠɧɢɣ. 
Ɂɜɿɞɫɢ ɨɬɪɢɦɭєɦɨ ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ 1R . 

 

 2. ɑɢ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɪɹɞ 


 


1 2

)1(

n
n

n

n

iz
 ɜ ɬɨɱɰɿ iz   ? 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɨɛɥɚɫɬɶ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ. Ɂɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɨɡɧɚɤɭ Ʉɨɲɿ.  

.
2

1

2
12

1

2

1

2

1

lim
limlim

iz

n

iz

n

iz

n

iz

n
n

n

n n
n

n

n

n

n






















 

Ɋɹɞ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ, ɹɤɳɨ  

1
2

1


 iz
,  

ɬɨɛɬɨ  
21  iz , 

ɪɨɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ, ɹɤɳɨ   
21  iz . 

ȼ ɬɨɱɰɿ iz  ,  

541211  iii , 

25  . 

Ɉɬɠɟ, ɜ ɬɨɱɰɿ iz   ɪɹɞ ɪɨɡɛɿɠɧɢɣ. 
 

 

ȼɩɪɚɜɢ  ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ  
  

 ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɪɚɞɿɭɫɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɿɜ: 

ɚ) 


 1

2

32n
nn
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 ;                ɛ)


 


0
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n

iz
;                ɜ) 



0 !n

n
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z
;                  ɝ)



1 2n

n

n
z

n
 ;                     

ɞ)  








 n

n

z
in

ni

2

21
;         ɟ) 



1

ln

n

nn
zn ;                  ɠ) 






1

2 )21)(sin(
n

n
iznin . 

 

 ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɤɪɭɝ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɿɜ: 
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ɚ) 


0n

nn
zi ;                     ɛ) 



 


1 3

)2(

n
n

n

n

iz
;               ɜ) 






0

)1(
n

n
zni ;                         

ɝ)


0

2

2n
n

n
z

;                       ɞ) 


1

!

n

n

n
z

n

n
. 

 

 

 ɑɢ ɡɛɿɝɚɸɬɶɫɹ ɪɹɞɢ ɭ ɜɤɚɡɚɧɢɯ ɬɨɱɤɚɯ: 

ɚ) 





0

)1)(3(
n

n
izni                        ɜ ɬɨɱɰɿ iz

2

1
1 ; 

  ɛ) 


 


0 5

)(

n
n

n

n

iz
                                     ɜ ɬɨɱɰɿ iz 32 ; 

 ɜ) 


 


1

2

35

)21(

n
nn

n
iz

                              ɜ ɬɨɱɰɿ iz
2

3

2

1
 . 

 

 

 Ɋɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɭ 


0n

n

n zC  ɞɨɪɿɜɧɸє R  )0(  R . ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ 

ɪɚɞɿɭɫɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɿɜ. 

ɚ) 


0n

n

n

k
zCn ;             ɛ) 






0

)12(
n

n

n

n
zC  ;           ɜ) 



0 !n

nn z
n

C
;               

ɝ) 


1n

n

n

n
zCn . 

 

 

 Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ ɩɨɜɟɞɿɧɤɭ ɫɬɟɩɟɧɟɜɨɝɨ ɪɹɞɭ ɧɚ ɝɪɚɧɢɰɿ ɤɪɭɝɚ 
ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ. 

 ɚ) 


0n

n
z ;                       ɛ) 



1n

n

n

z
;                        ɜ) 



1
2

n

n

n

z
;                                           

ɝ) 






1

)1(

n

n
n

z
n

;               ɞ)


1n

np

n

z
 ( p – ɧɚɬɭɪɚɥɶɧɟ). 

 

Ɋɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ 

 

Ⱥɧɚɥɿɬɢɱɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿɣ ɬɨɱɰɿ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɦɨɠɧɚ 

ɪɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ 

          
     ...

!
...

!2
0

02

0

0

000 


 n
n

zz
n

zf
zz

zf
zzzfzfzf  ,               
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ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɹɤɨɝɨ ɧɟ ɦɟɧɲɢɣ ɧɚɣɤɨɪɨɬɲɨʀ ɜɿɞɫɬɚɧɿ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ 0z  ɞɨ 
ɝɪɚɧɢɰɿ ɨɛɥɚɫɬɿ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ. 

Ɍɨɱɤɚ 0zz   ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɪɟɝɭɥɹɪɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɹɤɳɨ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ 
ɨɤɨɥɿ ʀʀ ɮɭɧɤɰɿɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ.  

Ɍɨɱɤɚ 0zz   ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ ɬɨɱɤɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɹɤɳɨ ɜ ɠɨɞɧɨɦɭ 
ʀʀ ɨɤɨɥɿ, ɹɤɢɣ ɛɢ ɜɿɧ ɧɟ ɛɭɜ ɦɚɥɢɦ, ɮɭɧɤɰɿɹ ɧɟ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ. 

Ɋɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɭ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɮɭɧɤɰɿɣ  zf  ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 0zz   

ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɚɣɤɨɪɨɬɲɿɣ ɜɿɞɫɬɚɧɿ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ 0z  ɞɨ ɧɚɣɛɥɢɠɱɨʀ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ 
ɮɭɧɤɰɿʀ. 

ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɩɪɢɤɥɚɞɢ ɪɹɞɿɜ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɞɟɹɤɢɯ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ: 

...
!

...
!2

1
2


n

zz
ze

n
z  , 

                     ...
)!12(

)1(...
!5!3

sin
12

1
53









n

zzz
zz

n
n , 

                ...
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242


n

zzz
z

n
n  . 

ɐɿ ɪɹɞɢ ɡɛɿɝɚɸɬɶɫɹ ɩɪɢ ɜɫɿɯ ɫɤɿɧɱɟɧɢɯ z , ɬɨɛɬɨ ɡɛɿɝɚɸɬɶɫɹ ɜ ɤɪɭɡɿ z  

                                               ...
32

)1ln(
32


zz

zz ,  

ɪɹɞ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɜ ɤɪɭɡɿ 1z . 

Ɋɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɝɨɥɨɜɧɨʀ ɱɚɫɬɢɧɢ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ     m
zzf  1  , ɞɟ 

                                ...
!3

)2)(1(

!2

)1(
1)1( 2 







mmm
z

mm
mzz

m  , 

ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɥɢɲɟ ɜ ɤɪɭɡɿ 1z . 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 
1. Ɂɧɚɣɬɢ ɩɟɪɲɿ ɞɜɚ ɱɥɟɧɚ ɪɹɞɭ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  

z

zz
zf





1

)1ln(
)(

2

 ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 1z  

ɬɚ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɭ (ɜɢɛɪɚɬɢ ɬɿ ɱɚɫɬɢɧɢ ɥɨɝɚɪɢɮɦɚ ɬɚ ɤɨɪɟɧɹ, 
ɹɤɿ ɩɪɢ 1z  ɩɪɢɣɦɚɸɬɶ ɞɨɞɚɬɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ). 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ: 
Ɋɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɡɚɞɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  

...)1)(1()1()(  zffzf  

ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ ɬɚ ʀʀ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɩɪɢ 1z  
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 
)1(

12

1
)1ln(11

1

2

)(

2

2

z

z
zz

z

z

zf










 
  

 

2

12ln
)1(


f    

24

2ln1
)1(


f . 

 

Ɍɨɞɿ ɩɟɪɲɿ ɱɥɟɧɢ ɪɹɞɭ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɦɚɬɢɦɭɬɶ ɜɢɝɥɹɞ: 
 

...)1(
24

2ln1

2

12ln

1

)1ln( 2











z

z

zz
 

 

ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɰɶɨɝɨ ɪɹɞɭ. Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ 
ɮɭɧɤɰɿʀ. ɉɪɢɪɿɜɧɸєɦɨ ɞɨ ɧɭɥɹ ɩɿɞɤɨɪɟɧɟɜɢɣ ɜɢɪɚɡ, ɬɚ ɩɿɞɥɨɝɚɪɢɮɦɿɱɧɢɣ 
ɜɢɪɚɡ. Ɉɬɪɢɦɭєɦɨ 1z , iz   ɬɚ iz  . 

ȼɿɞɫɬɚɧɶ ɜɿɞ ɬɨɱɤɢ 1z  ɞɨ ɬɨɱɤɢ 1z  ɞɨɪɿɜɧɸє 2 , ɚ ɞɨ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ 
ɬɨɱɨɤ iz   ɞɨɪɿɜɧɸє 2 ; ɧɚɣɤɨɪɨɬɲɚ ɜɿɞɫɬɚɧɶ ɞɨɪɿɜɧɸє 2 , ɰɟ ɿ є ɪɚɞɿɭɫ 
ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɭ. 

 

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ.  

Ɋɨɡɤɥɚɫɬɢ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z ɮɭɧɤɰɿɸ     

 
   21

1
2 



zz

z
zf . 

Ⱦɪɿɛ ɩɪɚɜɢɥɶɧɢɣ. Ɋɨɡɤɥɚɞɚєɦɨ ɣɨɝɨ ɧɚ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿ ɞɪɨɛɢ:  
 

      2

1

9

1

1

1

3

2

1

1

9

1

21

1
22 











zzzzz

z
. 

 

Ɋɨɡɤɥɚɞɚєɦɨ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿ ɞɪɨɛɢ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z:  
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Ⱦɥɹ ɩɨɱɚɬɤɨɜɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɪɨɡɤɥɚɞ:  

 

 
 

ɚɛɨ, ɞɨɞɚєɦɨ ɪɹɞɢ: 

 

 
 

Ɉɫɬɚɬɨɱɧɚ ɜɿɞɩɨɜɿɞɶ: 

 

 
 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɭ сеɪеɞоɜищі  ɩаɤеɬɭ Mathcad 

 

Ɋɨɡɤɥɚɞ ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɜ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z.  

 
 

1-ɣ ɫɩɨɫɿɛ. ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ɬɚ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ʀʀ ɪɨɡɤɥɚɞ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɧаɣɬи ɪоɡɤɥаɞ ɮɭɧɤɰіʀ f(z) ɡа сɬеɩеɧяɦи г, ɜɜеɞіɬь ɜиɪаɡ ɞɥя 
оɛɱисɥеɧɧя ɮɭɧɤɰіʀ, ɜиɞіɥіɬь ɪаɦɤоɸ ɡɦіɧɧɭ z, ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪи Variable - Expand to SОrТОs ... , ɜɜеɞіɬь ɭ ɩоɥе ɜɜоɞɭ Order 

of Approximation  ɤіɥьɤісɬь ɱɥеɧіɜ ɪяɞɭ, яɤе ɛɭɞе ɜɜеɞеɧо ɜ ɪоɛоɱиɣ ɞоɤɭɦеɧɬ, 
ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɤɧоɩɤɭ OK  

 

 
 

 
 

2-ɣ ɫɩɨɫɿɛ. ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɡɧɚɣɞɟɦɨ ʀʀ ɪɨɡɤɥɚɞ ɧɚ ɩɪɨɫɬɿ ɞɪɨɛɢ, ɚ ɩɨɬɿɦ 

ɡɧɚɣɞɟɦɨ ʀʀ ɪɨɡɤɥɚɞ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme3/mathcad/ex3/ex_3_3.html
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Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɧаɣɬи ɪоɡɤɥаɞ ɪаɰіоɧаɥьɧоɝо ɞɪоɛɭ ɧа сɭɦɭ ɩɪосɬиɯ ɞɪоɛіɜ, 
ɜɜеɞіɬь ɜиɪаɡ ɞɥя оɛɱисɥеɧɧя ɮɭɧɤɰіʀ, ɜиɞіɥіɬь ɣоɝо ɪаɦɤоɸ, ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь 

ɭ ɦеɧɸ SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪи Variable - Convet to Partial Fraction  

 

 

 
 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɪɨɡɤɥɚɞ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɧаɣɬи ɪоɡɥаɞ ɮɭɧɤɰіʀ  П(г) ɡа сɬеɩеɧяɦи г, ɜɜеɞіɬь ɜиɪаɡ ɞɥя 
оɛɱисɥеɧɧя ɮɭɧɤɰіʀ, ɜиɞіɥіɬь ɪаɦɤоɸ ɡɦіɧɧɭ z, ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪи Variable - Eбpand to SОrТОs ... , ɜɜеɞіɬь ɭ ɩоɥе ɜɜоɞɭ Order 

oП ApproбТЦatТon ɤіɥьɤісɬь ɱɥеɧіɜ ɪяɞɭ, яɤа ɛɭɞе ɜиɜеɞеɧа ɜ ɪоɛоɱиɣ 
ɞоɤɭɦеɧɬ, ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɧа  ɤɧоɩɤɭ OK  

 

 
 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɫɬɟɩɟɧɟɜɢɣ ɪɹɞ 


0n

n

n ZC  ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɡɧɚɣɬɢ ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ 

ɪɹɞɭ. 
ɚ) z

2sin ;         ɛ) z
2cos . 

 

 

 ɇɚɩɢɫɚɬɢ ɩɟɪɲɿ ɱɨɬɢɪɢ ɱɥɟɧɚ ɪɨɡɤɥɚɞɭ ɜ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɜ ɨɤɨɥɿ ɧɭɥɶɨɜɨʀ 
ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ: 

ɚ)  ze 1

1

 ;               ɛ)  
z1

1
sin ;                     ɜ) )1ln( z

e . 

əɤɿ ɪɚɞɿɭɫɢ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ? 

 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɪɹɞ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ )1( z  ɧɚɜɟɞɟɧɿ ɧɢɠɱɟ ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ɡɧɚɣɬɢ 
ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɨɬɪɢɦɚɧɢɯ ɪɹɞɿɜ: 

 ɚ) 
2z

z
;               ɛ) 

522  zz

z
;                ɜ)*  

2

2

)1( z

z
. 
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 Ɂɧɚɣɬɢ ɬɪɢ ɩɟɪɲɢɯ ɜɿɞɦɿɧɧɢɯ ɜɿɞ ɧɭɥɹ ɱɥɟɧɢ ɪɨɡɤɥɚɞɭ ɮɭɧɤɰɿʀ zsinln  ɡɚ 

ɫɬɟɩɟɧɟɦ 
2


z  ɬɚ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɪɚɞɿɭɫ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɪɹɞɭ. 

 

Ɋɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ 

 

Ⱦɨɜɿɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf , ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɤɪɭɡɿ raz  , ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɪɨɡɜɢɧɟɧɚ 
ɜ ɰɶɨɦɭ ɤɪɭɡɿ єɞɢɧɢɦ ɱɢɧɨɦ ɭ ɫɬɟɩɟɧɟɜɢɣ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ  

                                         





0

)(

)(
)(

!
)(

n

n

n

a
az

n

f
zf                          (6.2) 

ɉɪɨɬɟ ɱɚɫɬɨ ɪɨɡɝɥɹɞɚɸɬɶ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ a , ɡɚ 
ɜɢɧɹɬɤɨɦ ɫɚɦɨʀ ɬɨɱɤɢ a , ɬɨɛɬɨ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿ ɜ ɤɿɥɶɰɟɜɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ Razr  .  ɍ 
ɰɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɸɬɶɫɹ ɞɜɨɫɬɨɪɨɧɧɿɦɢ ɪɹɞɚɦɢ, ɳɨ ɦɿɫɬɹɬɶ 
ɹɤ ɞɨɞɚɬɧɿ, ɬɚɤ ɿ ɜɿɞ’єɦɧɿ ɫɬɭɩɟɧɿ ɞɜɨɱɥɟɧɚ  az  .  

əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf   ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɤɿɥɶɰɿ Razr  , 

ɬɨɞɿ ʀɣ ɦɨɠɧɚ ɩɨɫɬɚɜɢɬɢ ɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɿɫɬɶ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ, 

ɳɨ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 

 











 


0 1 )(
)()()(

n n
n

nn

n

n

n

n
az

c
azcazczf               (6.3)

  

 

ɉɟɪɲɢɣ ɿɡ ɞɜɨɯ ɪɹɞɿɜ ɭ (6.3) – ɡɜɢɱɚɣɧɢɣ ɫɬɟɩɟɧɟɜɢɣ ɪɹɞ, ɳɨ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɭ 
ɤɪɭɡɿ Raz  . ɐɟɣ ɪɹɞ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɪɚɜɢɥьɧɨɸ (ɚɛɨ ɪɟɝɭɥɹɪɧɨɸ) ɱɚɫɬɢɧɨɸ 
ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ. Ⱦɪɭɝɢɣ ɪɹɞ ɭ (6.3) ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɡɨɜɧɿ ɤɪɭɝɚ raz  , ɬɨɛɬɨ ɜ 
ɨɛɥɚɫɬɿ raz   ɬɚ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɝɨɥɨɜɧɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ. ɋɭɦɚ ɰɢɯ 
ɪɹɞɿɜ, ɬɨɛɬɨ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɜ ɤɿɥɶɰɿ Razr  .  

Ʉɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ, ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ ɨɛɱɢɫɥɸɸɬɶɫɹ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ:  

                    


 
l

1nn 2,...),1,0,(n,
a)(z

dzf(z)

πТ2

1
c                            (6.4) 

ɞɟ l  – ɤɨɥɨ, ɳɨ ɨɛɯɨɞɢɬɶɫɹ ɩɪɨɬɢ ɝɨɞɢɧɧɨʀ ɫɬɪɿɥɤɢ ɬɚ Razr  . əɤɳɨ 
ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɤɪɭɡɿ Raz  , ɬɨ ɜɫɿ 0nC  ɿ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ (6.3) 

ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ ɭ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ (6.2). Ⱦɿɣɫɧɨ, ɮɭɧɤɰɿɹ     1 n
azzf  ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ 

ɡɚɡɧɚɱɟɧɨɦɭ ɤɪɭɡɿ ɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɭ (6.4) ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ ɡɝɿɞɧɨ ɬɟɨɪɟɦɢ Ʉɨɲɿ.  
 Ȼɭɞɭɜɚɬɢ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ (6.3) ɲɥɹɯɨɦ ɛɟɡɩɨɫɟɪɟɞɧɶɨɝɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ 

ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɿɜ nC  ɫɤɥɚɞɧɨ, ɬɨɦɭ ɛɭɞɟɦɨ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɥɢɲɟ ɜɢɩɚɞɤɢ ɪɨɡɜɢɧɟɧɧɹ 
ɡɚɞɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ, ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɮɨɪɦɭɥɢ ɪɹɞɿɜ Ɍɟɣɥɨɪɚ 

 



77 

 

ɨɫɧɨɜɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ: 
 

1.  ...)1(...
32

)1ln( 1
32

 

n

zzz
zz

n
n    )1|(| z  

2.  ...
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))1()...(1(
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)2)(1(
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)1(
1)1( 32 








 n

z
n

n
zzzz

 )1|(| z  

3.  
!

...
!3!2

1
32

n

zzz
ze

n
z     ( || z ). 

4.  ...
)!12(

)1(...
!5!3

sin
1253







n

zzz
zz

n
n    ( || z ). 

5.  ...
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242


n

zzz
z

n
n    ( || z ). 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 

1.Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɸ 
)2)(1(

1
)(




zz
zf . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ.  
Ɏɭɧɤɰɿɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɭ ɤɿɥɶɰɿ 21  z .  

Ⱦɥɹ ɨɬɪɢɦɚɧɧɹ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ ɩɨɞɚɦɨ ʀʀ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ  

1

1

2

1
)(







zz
zf  . 

ɉɟɪɲɢɣ ɞɪɿɛ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɣ ɭ ɤɨɥɿ 2z ,  

ɜɿɧ ɪɨɡɝɥɹɞɚєɬɶɫɹ ɡɚ ɞɨɞɚɬɧɢɦɢ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ:  















...

42
1

2

1

2
1

1

2

1

2

1 2
zz

zz
 

ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɦɨ ɪɹɞ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɨʀ ɩɪɨɝɪɟɫɿʀ, ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɹɤɨʀ 1q  : 

q
qqq

n




1

1
......1 2 . 

Ⱦɪɭɝɢɣ ɞɪɿɛ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɢɣ ɩɨɡɚ ɤɨɥɨɦ 1z ,  

ɣɨɝɨ ɪɨɡɤɥɚɞɚєɦɨ ɡɚ ɜɿɞ’єɦɧɢɦɢ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ:  







 





...

11
1

1

1
1

11

1

1
2

zzz

z

zz
. 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ, ɡɚɞɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 







 











...

111
...

42
1

2

1

)1)(2(

1
32

2

zzz

zz

zz
. 

2.Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɭ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 1z  ɮɭɧɤɰɿɸ 1

1

)( 


 z

z

ezf . 
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Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ.  
Ɏɭɧɤɰɿɹ )(zf  ɧɟ є ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ ɜ ɬɨɱɰɿ 1z , ɬɨɦɭ ɜɨɧɚ ɧɟ 

ɪɨɡɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɜ ɨɤɨɥɿ ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ ɭ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ. Ⱥɥɟ ʀʀ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ 
ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ ɭ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 1z , ɨɫɤɿɥɶɤɢ ɨɛɥɚɫɬɶ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ 
(ɜɫɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɚ ɩɥɨɳɢɧɚ ɡɚ ɜɢɧɹɬɤɨɦ ɬɨɱɤɢ 1z ) ɦɨɠɧɚ ɩɨɞɚɬɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 
ɤɿɥɶɰɹ ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɬɨɱɰɿ 1z  ɬɚ ɪɚɞɿɭɫɚɦɢ 0r  ɬɚ R . 

Ⱦɥɹ ɪɨɡɜɢɧɟɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf  ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 1z  ɜɢɤɨɧɚєɦɨ 
ɬɨɬɨɠɧɿ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ:   

  

1

2

1

2)1(

1

1










 zz

z

z

z

eeee  . 

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚєɦɨ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɮɭɧɤɰɿʀ z
e :  
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1
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
n

zzz
e

n
z  (  z0 ). 

Ɂɚɦɿɧɢɦɨ z  ɧɚ 
1

2


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z
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nzzz
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z  

Ɉɬɠɟ, ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ:       

!)1(

2
)1(

2
0

1

1

nz
ee

n

n

nz

z


 








. 

Ɋɹɞ ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɞɨ ɞɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɜɫɿɣ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ, ɡ ɹɤɨʀ 
ɜɢɤɥɸɱɚєɬɶɫɹ ɬɨɱɤɚ 1z .  

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ  ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
Ɋɨɡɤɥɚɫɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ  

 
32

2
2 




zz

z
zf  

ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z. 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ɍɚɤ ɹɤ ɮɭɧɤɰɿɹ є ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɢɦ ɞɪɨɛɨɦ, ɬɨ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ є ɧɭɥɿ 

ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ, ɬɨɛɬɨ 11 z   ɬɚ  32 z . Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ 

    31

2





zz

z
zf . 

Ʉɿɥɶɰɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ 3,31,1  zzz .  
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Ɋɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɞɪɿɛ ɧɚ ɟɥɟɦɟɧɬɚɪɧɿ ɞɪɨɛɢ: 
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ɉɪɢ 1z  ɦɚєɦɨ: 
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Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɭ ɤɨɥɿ 1z  ɮɭɧɤɰɿɹ ɪɨɡɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɜ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ: 
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ɍ ɤɿɥɶɰɿ 31  z : 

       
1,

11
1

1

11

11

1

1

1

1

0
1

0











 















z

zz
z

z
z

zz n
n

n

n
n

n

n

nn  

  3,
3

3
1

3
1

3

1

0
1







 



 z

z

zz n
n

n

. 

Ɉɬɠɟ,   

   
31,

34

5

4

1

1 0
1







 







 z

z

z
zf

n n
n

n

n

n

. 

 

ɉɪɢ 3z :   

 
1,

1

1

1

0

1





 







z
zz n

n

n

; 

 

  3,
33

31

11

3

1

1

1

0
1





 








 z

zz
z

zz n
n

n

n
n

n

. 

 

Ɉɬɠɟ, 

     
3,

1

4

3513

4

5

4

1

1

1

1

1

1







 












z
zzz

zf
n

n

nn

n
n

n

n
n

n

. 
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Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ  Mathcad  

 

Ɋɨɡɤɥɚɞ ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ г ɭ ɜɫɿɯ 
ɨɛɥɚɫɬɹɯ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ  

 
32

2
2 




zz

z
zf  

ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɡɧɚɣɞɟɦɨ ʀʀ ɪɨɡɤɥɚɞ ɧɚ ɩɪɨɫɬɿ ɞɪɨɛɢ, ɚ ɩɨɬɿɦ 
ɡɧɚɣɞɟɦɨ ʀʀ ɪɨɡɤɥɚɞ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z  

32

2
2 


zz

z
 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɧаɣɬи ɪоɡɤɥаɞ ɪаɰіоɧаɥьɧоɝо ɞɪоɛɭ ɧа сɭɦɭ ɩɪосɬиɯ ɞɪоɛіɜ, 
ɜɜеɞіɬь ɜиɪаɡ ɞɥя оɛɱисɥеɧɧя ɮɭɧɤɰіʀ, ɜиɞіɥіɬь ɣоɝо ɪаɦɤоɸ, ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь 
ɭ ɦеɧɸ SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪи VarТabХe - Convet to Partial Fraction  

 

     34

5

14

1







zz
 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɪɨɡɤɥɚɞ ɭ ɤɨɥɿ 1z . 

Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɨɞɧɚɤɨɜɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ ɪɨɡɤɥɚɞɭ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z  

ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɬɚ ɫɤɥɚɞɟɦɨ ʀɯ 

  14

1



z

. 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɧаɣɬи ɪоɡɤɥаɞ ɮɭɧɤɰіʀ  П(г) ɡа сɬеɩеɧяɦи г, ɜɜеɞіɬь ɜиɪаɡ ɞɥя 
оɛɱисɥеɧɧя ɮɭɧɤɰіʀ, ɜиɞіɥіɬь ɪаɦɤоɸ ɡɦіɧɧɭ г, ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪи VarТabХО - Eбpand to SОrТОs ... , ɜɜеɞіɬь ɭ ɩоɥе ɜɜоɞɭ OrdОr 
oП ApproбТЦatТon ɤіɥьɤісɬь ɱɥеɧіɜ ɪяɞɭ, яɤа ɛɭɞе ɜиɜеɞеɧа ɜ ɪоɛоɱиɣ 
ɞоɤɭɦеɧɬ, ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɤɧоɩɤɭ OK  

 

 65432

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
zOzzzzz 


 

 

  34

5

 z
 

 

 65432

2916

5

972

5

324

5

108

5

36

5

12

5
zOzzzzz 


 

 

 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme12/mathcad/ex1/ex_12_1.html
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 
 65432

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1
zOzzzzz      

       65432

2916

5

972

5

324

5

108

5

36

5

12

5
zOzzzzz 


  

 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɜесɬи ɩоɞіɛɧі, ɜиɞіɥіɬь ɜиɪаɡ ɪаɦɤоɸ, ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪɭ SТЦpХТПв ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ ɪаɦɤоɸ 

 

 65432 2
729

181

243

62

81

19

27

8

9

1

3

2
zOzzzzz 


 

Ɉɬɪɢɦɚɥɢ ɪɨɡɤɥɚɞ ɭ ɤɨɥɿ 1z  

 65432 2
729

181

243

62

81

19

27

8

9

1

3

2
zOzzzzz 


. 

 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɪɨɡɤɥɚɞ ɭ ɤɿɥɶɰɿ 31  z . 

Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɪɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɩɟɪɲɢɣ ɞɪɿɛ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 
z

1  ɬɚ ɫɤɥɚɞɟɦɨ 

ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɪɨɡɤɥɚɞ ɿɡ ɪɨɡɤɥɚɞɨɦ ɞɪɭɝɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z . 

ɉɟɪɟɬɜɨɪɢɦɨ ɩɟɪɲɢɣ ɞɪɿɛ, ɪɨɡɤɥɚɞɟɦɨ  t1
1  ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ t  ɬɚ ɩɨɬɿɦ 

ɡɪɨɛɢɦɨ ɡɚɦɿɧɭ 
z

t 1 . 

  
z

zz 1
1

1

4

1

14

1











. 

Ɋɨɡɤɥɚɞɟɦɨ  t1
1  ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ t   

t1

1
 

 65432 111111 tOttttt   

Ɂɪɨɛɢɦɨ ɡɚɦɿɧɭ 
z

t 1  

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɪоɛиɬи ɡаɦіɧɭ, сɤоɩіɸɣɬе ɜ ɛɭɮеɪ ɜиɪаɡ ɞɥя t, ɜиɞіɥіɬь 
ɪаɦɤоɸ ɡɦіɧɧɭ t ɬа ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪɭ VarТabХО - 
Substitute  

 









65432

111111
1

z
O

zzzzz
 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ сɤоɩіɸɜаɬи ɜиɪаɡ ɭ ɛɭɮеɪ, ɜиɞіɥіɬь ɣоɝо ɪаɦɤоɸ ɬа ɤɥаɰɧіɬь 
ɭ  ɩаɧеɥі іɧсɬɪɭɦеɧɬіɜ ɧа ɤɧоɩɤɭ Copв 
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


















65432

111111
1

4

1

z
O

zzzzzz
 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɪоɡɤɪиɬи ɞɭɠɤи, ɜиɞіɥіɬь ɜиɪаɡ ɪаɦɤоɸ ɬа ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪɭ SТЦpХТПв  

 

              




























665432

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

z
O

zzzzzzz
 

 

ɋɤɥɚɞɟɦɨ ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɪɨɡɤɥɚɞ ɩɟɪɲɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 
z

1  ɿɡ 

ɪɨɡɤɥɚɞɨɦ ɞɪɭɝɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z  

              




























665432

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

z
O

zzzzzzz
  

       65432

2916

5

972

5

324

5

108

5

36

5

12

5
zOzzzzz 


  

 

Ɉɬɪɢɦɚɧɨ ɪɨɡɤɥɚɞ ɭ ɤɿɥɶɰɿ 31  z  

              




























665432

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

z
O

zzzzzzz
 

   65432

2916

5

972

5

324

5

108

5

36

5

12

5
zOzzzzz 


  

 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɪɨɡɤɥɚɞ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ 3z . 

Ⱦɥɹ  ɰɶɨɝɨ ɪɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɞɪɭɝɢɣ ɞɪɿɛ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 
z

1  ɬɚ ɫɤɥɚɞɟɦɨ 

ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɪɨɡɤɥɚɞ ɿɡ ɪɨɡɤɥɚɞɨɦ ɩɟɪɲɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 
z

1 . 

ɉɟɪɟɬɜɨɪɢɦɨ ɞɪɭɝɢɣ ɞɪɿɛ, ɪɨɡɤɥɚɞɟɦɨ  t1
1  ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ t  ɬɚ ɩɨɬɿɦ 

ɡɪɨɛɢɦɨ ɡɚɦɿɧɭ 
z

t 1 . 

  
z

zz 3
1

1

4

5

34

5








. 

Ɋɨɡɤɥɚɞɟɦɨ  t1
1  ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ t  

t1

1
 

 65432 111111 tOttttt   

Ɂɪɨɛɢɦɨ ɡɚɦɿɧɭ zt 3 . 
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Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɡɪоɛиɬи ɡаɦіɧɭ, сɤоɩіɸɣɬе ɜ ɛɭɮеɪ ɜиɪаɡ ɞɥя t, ɜиɞіɥіɬь 
ɪаɦɤоɸ ɡɦіɧɧɭ t ɬа ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪɭ VarТabХО - 

Substitute  

 









65432

729243812793
1

z
O

zzzzz
 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ сɤоɩіɸɜаɬи ɜиɪаɡ ɭ ɛɭɮеɪ, ɜиɞіɥіɬь ɣоɝо ɪаɦɤоɸ ɬа ɤɥаɰɧіɬь 
ɭ ɩаɧеɥі іɧсɬɪɭɦеɧɬіɜ ɧа ɤɧоɩɤɭ Copв 

 

















 65432

729243812793
1

4

5

z
O

zzzzzz
 

 

Дɥя ɬоɝо, щоɛ ɪоɡɤɪиɬи ɞɭɠɤи, ɜиɞіɥіɬь ɜиɪаɡ ɪаɦɤоɸ ɬа ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪɭ Eбpand 

 

            

























 665432

729

4

5

4

1215

4

405

4

135

4

45

4

15

4

5

z
O

zzzzzzz
. 

 

ɋɤɥɚɞɟɦɨ ɨɬɪɢɦɚɧɢɣ ɪɨɡɤɥɚɞ ɩɟɪɲɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 
z

1
 ɿɡ 

ɪɨɡɤɥɚɞɨɦ ɞɪɭɝɨɝɨ ɞɪɨɛɭ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 
z

1
. 

             

              

























665432

665432

729

4

5

4

1215

4

405

4

135

4

45

4

15

4

5

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

z
O

zzzzzzz

z
O

zzzzzzz
 

 

6

5

6

5

6

2345 729
5

1
121640413644164

4

1

z

z
z

Oz
z

Ozzzzz 

























 

 

    




















6665432

729

4

51

4

1304101341141

z
O

zz
O

zzzzzzz
. 

 

Ɉɬɪɢɦɚɥɢ ɪɨɡɤɥɚɞ ɭ ɨɛɥɚɫɬɿ 3z   

    




















6665432

729

4

51

4

1304101341141

z
O

zz
O

zzzzzzz
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Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ Mathematica 

 

Ɋɨɡɤɥɚɫɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ 
32

2
2 


zz

z ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ . 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ  

 
Ɋɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ɧɚ ɩɪɨɫɬɿ ɞɪɨɛɢ 

 

 
Ȼɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɞɜɚ ɩɨɥɸɫɢ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ: ɬɚ . ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɨ, є 
ɬɪɢ ɨɛɥɚɫɬɿ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ : , ,  

 

 

 
ɍ ɨɛɥɚɫɬɿ ɨɛɢɞɜɚ ɞɪɨɛɢ, ɧɚ ɹɤɿ ɪɨɡɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ , ɩɨɬɪɿɛɧɨ 
ɪɨɡɤɥɚɞɚɬɢ ɭ ɬɨɱɰɿ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ . Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ ɭ ɨɛɥɚɫɬɿ ɦɚє 
ɪɨɡɤɥɚɞ 

 

 
ɍ ɨɛɥɚɫɬɿ ɞɪɿɛ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɪɨɡɤɥɚɞɚɬɢ ɭ ɬɨɱɰɿ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ 

, ɚ ɞɪɿɛ – ɭ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ. Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ ɭ ɨɛɥɚɫɬɿ ɦɚє 
ɪɨɡɤɥɚɞ 
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ɍ ɨɛɥɚɫɬɿ ɨɛɢɞɜɚ ɞɪɨɛɢ, ɧɚ ɹɤɿ ɪɨɡɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɮɭɧɤɰɿɹ , ɩɨɬɪɿɛɧɨ 
ɪɨɡɤɥɚɞɚɬɢ ɜ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ . Ɉɬɠɟ, ɮɭɧɤɰɿɹ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ 

ɦɚє ɪɨɡɤɥɚɞ 

 

 
 

 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ 
)4)(2(

)(



zz

z
zf  ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɜ ɤɿɥɶɰɿ 42  z . 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ 
2

1
)(

2 



zz

z
zf  

   ɚ) ɭ ɤɿɥɶɰɿ 21  z ; 

   ɛ) ɜ ɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɥɚ 1z ; 

   ɜ)  ɩɨɡɚ ɤɨɥɨɦ 2z  : 2z . 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ 
)3)(1(

)(
2 


zz

z
zf  ɭ ɤɿɥɶɰɿ 31  z . 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɸ 
2

1

z
 ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɨɤ 0z  ɬɚ z . 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɸ 
)1(

1

zz 
 ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɨɤ 0z , 1z , 

z . 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɸ zezf  1

1

)(  ɩɪɢ 1z . 
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 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ 
)2)(1(

)(



zz

z
zf  ɭ ɨɛɥɚɫɬɿ  z2 . 

 

 Ɋɨɡɜɢɧɭɬɢ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ: 

   ɚ) ɮɭɧɤɰɿɸ zez

1

2  ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 0z ; 

   ɛ) ɮɭɧɤɰɿɸ 
2

2

)2(

4
cos




z

zz
 ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 2z . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɞɟɤɿɥɶɤɚ ɩɟɪɲɢɯ ɱɥɟɧɿɜ ɪɨɡɤɥɚɞɭ ɮɭɧɤɰɿʀ 
z1

1
sin  ɭ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɜ 

ɨɤɨɥɿ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɜɿɞɞɚɥɟɧɨʀ ɬɨɱɤɢ. əɤɚ ɨɛɥɚɫɬɶ ɡɛɿɠɧɨɫɬɿ ɰɶɨɝɨ ɪɨɡɤɥɚɞɭ? 

 

 

Ʉɥɚɫɢɮɿɤɚɰɿɹ ɿɡɨɥьɨɜɚɧɢɯ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨɝɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɭ 

 

Ɍɨɱɤɚ ɚ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ ɬɨɱɤɨɸ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨɝɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɭ, ɹɤɳɨ 
ɿɫɧɭє ɨɤɿɥ Raz 0 ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ (ɡ ɜɢɤɥɸɱɟɧɨɸ ɬɨɱɤɨɸ ɚ), ɜ ɹɤɿɣ ɮɭɧɤɰɿɹ 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ. 

ȼ ɨɤɨɥɿ ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɨʀ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨɝɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɭ az   

ɮɭɧɤɰɿɸ ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɤɥɚɫɬɢ ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɡɚ ɞɨɞɚɬɧɢɦɢ ɿ ɜɿɞ’єɦɧɢɦɢ 
ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɪɿɡɧɢɰɿ  az  , ɳɨ ɜɢɪɚɠɚє ɮɭɧɤɰɿɸ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɤɪɭɡɿ Raz 0  

ɜɫɸɞɢ, ɤɪɿɦ ɰɟɧɬɪɭ az  . 

ɑɚɫɬɢɧɚ ɪɹɞɭ ɡɚ ɞɨɞɚɬɧɢɦɢ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɪɿɡɧɢɰɿ  az  , 

    ...,...10  n

n azaazaa  

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɪɟɝɭɥɹɪɧɨɸ (ɩɪɚɜɢɥьɧɨɸ) ɱɚɫɬɢɧɨɸ, ɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɡɚ ɜɿɞ’єɦɧɢɦɢ 
ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ ɪɿɡɧɢɰɿ  az  ,  

   
...,...

2

21 









n

n

az

a

az

a

az

a
 

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɝɨɥɨɜɧɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ. 
Іɡɨɥьɨɜɚɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨɝɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɭ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ: 
 ɍɫɭɜɧɨɸ, ɹɤɳɨ ɝɨɥɨɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ ɜɿɞɫɭɬɧɹ. 
 ɉɨɥɸɫɨɦ, ɹɤɳɨ ɝɨɥɨɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɦɿɫɬɢɬɶ ɫɤɿɧɱɟɧɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ 

ɪɹɞɭ. 
 Іɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ ɬɨɱɤɨɸ, ɹɤɳɨ ɝɨɥɨɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɦɿɫɬɢɬɶ 

ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ.  
ɉɨɪɹɞɤɨɦ ɩɨɥɸɫɚ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɱɢɫɥɨ Ц, ɤɨɥɢ Ц - ɧɚɣɧɢɠɱɚ ɜɿɞ’єɦɧɚ 

ɫɬɟɩɿɧɶ ɪɿɡɧɢɰɿ. 
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Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ:  
 ȼ ɨɤɨɥɿ ɭɫɭɜɧɨʀ  ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 

      ......)(
2

210  n

n azaazaazaazf  

Raz 0 . 

 ȼ ɨɤɨɥɿ ɩɨɥɸɫɚ ɩɨɪɹɞɤɭ Ц ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ ɪɨɡɤɥɚɞ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ:  

 
 

    ......
)(

... 10
1

2

2 








  n

nm

m azaazaa
az

a

az

a

az

a
zf  

,0ma        Raz 0 ; 

 ȼ ɨɤɨɥɿ ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ ɪɨɡɤɥɚɞ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 

 
   

    .........
2

210
1

2

2 








  azaazaa
az

a

az

a

az

a
zf

n

n  

Гɨɥɨɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɦɿɫɬɢɬɶ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɭ ɦɧɨɠɢɧɭ ɱɥɟɧɿɜ. 
əɤɳɨ az   є ɧɭɥɟɦ ɤɪɚɬɧɨɫɬɿ Ц ɮɭɧɤɰɿʀ  zf , ɬɨ  az   є ɩɨɥɸɫɨɦ 

ɩɨɪɹɞɤɭ m  ɮɭɧɤɰɿʀ   zf

1
. 

əɤɳɨ bz   є ɩɨɥɸɫ ɩɨɪɹɞɤɭ Ц ɮɭɧɤɰɿʀ   zf , ɬɨ bz   є ɧɭɥɟɦ ɤɪɚɬɧɨɫɬɿ 

m  ɮɭɧɤɰɿʀ  zf

1
. 

əɤɳɨ az   ɭɫɭɜɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ   zf , ɬɨ   Azf
az




lim  ,  A – 

ɫɤɿɧɱɟɧɟ ɱɢɫɥɨ. 
əɤɳɨ az  ɩɨɥɸɫ ɮɭɧɤɰɿʀ   zf , ɬɨ    


zf

az
lim  

əɤɳɨ  az   ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf , ɬɨ  zf
az

lim  ɧɟ ɿɫɧɭє   

(ɬɨɛɬɨ, ɝɪɚɧɢɰɹ ɩɪɢɣɦɚє ɪɿɡɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ, ɜ ɬɨɦɭ ɱɢɫɥɿ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɜɟɥɢɤɟ, ɜ 
ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɜɿɞ ɲɥɹɯɭ, ɩɨ ɹɤɨɦɭ z  ɧɚɛɥɢɠɚєɬɶɫɹ ɞɨ a ). 

 

Ɍɢɩɢ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ ɬɚ ɮɨɪɦɚ ɪяɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ 

ɇɚɡɜɚ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ Ɏɨɪɦɚ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ 

ɍɫɭɜɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ȼɿɞɫɭɬɧɿ ɱɥɟɧɢ ɪɹɞɭ ɡ ɜɿɞ’єɦɧɢɦ 
ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ 

ɉɨɥɸɫ Ʉɿɧɰɟɜɚ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ ɡ    
ɜɿɞ’єɦɧɢɦ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ 

ɉɨɥɸɫ ɩɨɪɹɞɤɭ m m ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ ɡ ɜɿɞ’єɦɧɢɦ 
ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ 

ȱɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɇɟɫɤɿɧɱɟɧɚ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ ɡ 
ɜɿɞ’єɦɧɢɦ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ 
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Ɍɢɩ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ ∞ ɬɚ ɮɨɪɦɚ ɪяɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ 

ɇɚɡɜɚ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ Ɏɨɪɦɚ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ 

ɍɫɭɜɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ȼɿɞɫɭɬɧɿ ɱɥɟɧɢ ɪɹɞɭ ɡ ɞɨɞɚɬɧɢɦ 

ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ 

ɉɨɥɸɫ Ʉɿɧɰɟɜɚ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ ɡ    
ɞɨɞɚɬɧɢɦ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ 

ɉɨɥɸɫ ɩɨɪɹɞɤɭ m m ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ ɡ ɞɨɞɚɬɧɢɦ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ 
ɫɬɟɩɟɧɹ 

ȱɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɇɟɫɤɿɧɱɟɧɚ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ ɡ 
ɞɨɞɚɬɧɢɦ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɦ ɫɬɟɩɟɧɹ 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 

1. Ɏɭɧɤɰɿɹ   
z

z
zf

sin
 ɦɚє ɨɫɨɛɥɢɜɭ ɬɨɱɤɭ 0z . 

ȼ ʀʀ ɨɤɨɥɿ: 

...
!5!3

1

...
!5!3sin 42

53





zz

z

zz
z

z

z
 

Гɨɥɨɜɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɜɿɞɫɭɬɧɹ. Ɍɨɱɤɚ 0z  є ɭɫɭɜɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ. 
 

2. Ɏɭɧɤɰɿɹ   
z

z
zf

cos
 ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ 0z  ɡɚɞɚєɬɶɫɹ ɪɹɞɨɦ: 

...
!4!2

1
...

!4!2
1

1cos 342











zz

z

zz

zz

z
 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ ɬɨɱɤɚ г = 0 є ɩɨɥɸɫɨɦ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 
 

 

3. Ɂɚɞɚɧɨ ɮɭɧɤɰɿɸ  

    
63

4

)5()(

)2(
)(





ziz

iz
zf  

ɐɹ ɮɭɧɤɰɿɹ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɭ ɜɫɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ z , ɡɚ ɜɢɧɹɬɤɨɦ ɬɨɱɨɤ 5, 21  ziz .  

ɍ ɫɢɥɭ ɨɫɬɚɧɧɶɨʀ ɬɟɨɪɟɦɢ ɰɿ ɬɨɱɤɢ є ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɩɨɥɸɫɚɦɢ 3-ɝɨ ɿ 6-ɝɨ 
ɩɨɪɹɞɤɿɜ.  

Ⱦɿɣɫɧɨ, ɮɭɧɤɰɿɹ  

    
4

63

)2(

)5()(

)(

1
)(

iz

ziz

zf
zF




  

ɦɚє ɬɨɱɤɢ 5, 21  ziz  – ɧɭɥɿ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɢɯ ɩɨɪɹɞɤɿɜ.  
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 4.  Ɏɭɧɤɰɿɹ  zef(z)

1

  ɦɚє ɬɨɱɤɭ  0z   ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ ɬɨɱɤɨɸ, ɬɨɦɭ 

ɳɨ 0
z

1
exp  , ɤɨɥɢ z  ɩɪɹɦɭє ɞɨ ɧɭɥɹ ɩɨ ɜɿɞ’єɦɧɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɞɿɣɫɧɨʀ ɨɫɿ, ɿ 


z

1
exp , ɤɨɥɢ  z  ɩɪɹɦɭє ɞɨ ɧɭɥɹ ɩɨ ɞɨɞɚɬɧɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɞɿɣɫɧɨʀ ɨɫɿ. 

 əɤɳɨ ɫɤɨɪɢɫɬɚɬɢɫɶ ɪɹɞɨɦ Ʌɨɪɚɧɚ ɞɥɹ ɜɫɿɯ 0z   

...
n!

1
...

!3

1

!2

11
1e

n32
z

1


zzzz

, 

ɬɨ ɜɿɧ ɦɿɫɬɢɬɶ ɭ ɝɨɥɨɜɧɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɱɥɟɧɿɜ ɪɹɞɭ. 
 

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
 Ɂɧɚɣɬɢ ɜɫɿ ɫɤɿɧɱɟɧɿ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ 

. 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

Ɍɚɤ ɹɤ ɱɢɫɟɥɶɧɢɤ ɬɚ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɞɪɨɛɭ – ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɬɨ 
ɨɫɨɛɥɢɜɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ є ɧɭɥɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ, ɬɨɛɬɨ ɤɨɪɟɧɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 

   ɬɚ     -  ɲɿɫɬɶ ɬɨɱɨɤ  

izizizizizz
2

1

2

3
,

2

1

2

3
,,

2

3

2

1
,

2

3

2

1
,1 654321  . 

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɳɨ ɜɫɿ ɰɿ ɬɨɱɤɢ ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɿ є ɩɨɥɸɫɚɦɢ, ɬɚɤ ɹɤ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨʀ ɡ 
ɧɢɯ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɨ  

 
 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ  Mathcad  

 

Ɂɧɚɣɬɢ ɜɫɿ ɫɤɿɧɱɟɧɿ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ 

. 

 

Ɉɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ П (г) = (г 3 - 1)/(z 
3
 + 1)(z 

3
 + i) . 

ȼɢɡɧɚɱɢɦɨ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɬɚ ɡɧɚɣɞɟɦɨ ɣɨɝɨ ɧɭɥɿ 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme12/mathcad/ex1/ex_12_1.html
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Дɥя ɬоɝо щоɛ ɜɜесɬи ɭяɜɧɭ оɞиɧиɰɸ Т, ɧаɛеɪіɬь ɧа ɤɥаɜіаɬɭɪі  1Т ɬа 
ɤɥаɰɧіɬь ɦиɲɤоɸ ɩоɡа ɜиɞіɥеɧоɸ ɪаɦɤоɸ 

 

 

 

Ɂɨɛɪɚɡɢɦɨ ɡɧɚɣɞɟɧɿ ɲɿɫɬɶ ɧɭɥɿɜ ɧɚ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ 

Дɥя ɬоɝо щоɛ ɡоɛɪаɡиɬи ɤоɦɩɥеɤсɧе ɱисɥо ɧа ɤоɦɩɥеɤсɧіɣ ɩɥощиɧі, ɤɥаɰɧіɬь 
ɭ ɩаɧеɥі GrapС ɧа сиɦɜоɥі ɞеɤаɪɬоɜа ɝɪаɮіɤа, ɭ ɜіɤɧі ɝɪаɮіɤіɜ, яɤе ɜіɞɤɪиɥось, 
ɜɜеɞіɬь ɭ ɡаɡɧаɱеɧіɣ ɩоɡиɰіʀ ɛіɥя ɜісі аɛсɰис, ɜіɞоɤɪеɦɥɸɸɱи ɤоɦоɸ, іɦеɧа 
ɞіɣсɧиɯ ɱасɬиɧ ɤоɦɩɥеɤсɧиɯ ɱисеɥ, а ɜ ɩоɡиɰіʀ ɛіɥя ɜісі оɪɞиɧаɬ - іɦеɧа ɭяɜɧиɯ 
ɱасɬиɧ, ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɩоɡа ɩоɥеɦ ɝɪаɮіɤіɜ. Дɥя ɬоɝо щоɛ ɭсɬаɧоɜиɬи сɬиɥь 
ɡоɛɪаɠеɧɧя, ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɝɪаɮіɤɭ ɞɜіɱі ɬа ɩоɞиɜіɬься ɩоɡɧаɱɤи ɜ ɩоɥяɯ ɜɜоɞɭ, 
щоɛ ɡɪоɡɭɦіɬи, яɤ ɜиɡɧаɱеɧиɣ сɬиɥь ɡоɛɪаɠеɧɧя ɞɥя ɧаɜеɞеɧоɝо ɝɪаɮіɤа.  
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Ɉɬɠɟ, ɜɫɿ ɲɿɫɬɶ ɬɨɱɨɤ - ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɿ. Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɜɨɧɢ - ɩɪɨɫɬɿ ɧɭɥɿ 
ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ, ɬɨ ɜɫɿ ɜɨɧɢ - ɩɨɥɸɫɢ ɮɭɧɤɰɿʀ. 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ MatСОЦatТca 

ȱɡɨɥɶɨɜɚɧɿ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. 
Ɂɧɚɣɬɢ ɜɫɿ ɫɤɿɧɱɟɧɿ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ 
 

. 

 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ  

 
Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɜɫɿ ɧɭɥɿ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ 

 

 
Ɂɨɛɪɚɡɢɦɨ ɰɿ ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɩɥɨɳɢɧɿ 

 

 

 
ȼɫɿ ɰɿ ɬɨɱɤɢ є ɩɨɥɸɫɚɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ  

 
 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ  Mathcad  

ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɬɢɩ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ z = 0 ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ   zezf

1

 . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

Ɉɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ П (г) = ОбЩ (1/г)  

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme12/mathcad/ex1/ex_12_1.html
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Ɉɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ г = 0 

 

 

 

Ɍɨɱɤɚ г = 0 є ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ, ɬɚɤ ɹɤ ɧɟ ɿɫɧɭє ɝɪɚɧɢɰɿ П (г) ɩɪɢ 
ɧɚɛɥɢɠɟɧɿ г ɞɨ ɧɭɥɹ. 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ MatСОЦatТca 

ȱɡɨɥɶɨɜɚɧɿ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ. 
ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɬɢɩ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ z = 0 ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ . 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ  

 

 

 

 

 
Ɍɨɱɤɚ є ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ ɬɨɱɤɨɸ, ɬɚɤ ɹɤ ɭ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ ɮɭɧɤɰɿɹ ɧɟɦɚє 
ɝɪɚɧɢɰɿ. 

 
 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɡ’ɹɫɭɜɚɬɢ ʀɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɿ ɞɨɫɥɿɞɢɬɢ 
ɩɨɜɟɞɿɧɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ ɧɚ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ: 

ɚ)
3

1

zz 
;          ɛ)

41

1

z
;             ɜ) z

ze
 ;     ɝ) ;

2

1

ze      ɞ) zze

1

; 

 

e) 
2

cos

z

z ;         ɠ) 
2

11
sin

zz
 ;    ɡ) ;ctgz     ɢ) tgz  . 
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 əɤɿ ɨɫɨɛɥɢɜɨɫɬɿ ɦɚє ɮɭɧɤɰɿɹ 

 
z

e
zf




1

1
 , ɹɤɳɨ iz 2 ? 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɜɫɿ ɫɤɿɧɱɟɧɧɿ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ ɿ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ʀɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪ      

( ɞɥɹ ɩɨɥɸɫɿɜ ɜɤɚɡɚɬɢ ɩɨɪɹɞɨɤ): 

ɚ)
   11

2
3 


zzz

z
 ;                         ɛ)

 32

1

zi 
;                   ɜ) zize 

1

;     

ɝ) 
iz 

1
cos ;                                 ɞ)

2

cos1

z

z
 ;                    ɟ)

4

sin

z

z
. 

 

 

 Ⱦɨɫɥɿɞɢɬɢ ɩɨɜɟɞɿɧɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɨɤɨɥɿ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɜɿɞɞɚɥɟɧɨʀ ɬɨɱɤɢ:  

ɚ)  
45 z

z


 ;        ɛ)  z

e
  ;          ɜ) 42

1

 ze z ;      ɝ) ze 1

1

;       ɞ) 23 
zze

z . 

 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɜɢɝɥɹɞ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɳɨ ɦɚє ɜ ɪɨɡɲɢɪɟɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ ɬɿɥɶɤɢ 
ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɨɫɨɛɥɢɜɨɫɬɿ:  

 ɨɞɢɧ ɩɪɨɫɬɢɣ ɩɨɥɸɫ; 
 ɨɞɢɧ ɩɨɥɸɫ ɩɨɪɹɞɤɭ n ; 

 ɩɨɥɸɫ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɜ ɬɨɱɰɿ 0z  ɡ ɝɨɥɨɜɧɨɸ ɱɚɫɬɢɧɨɸ ɪɨɡɤɥɚɞɭ .
1

2
z

 

 

 ɑɢ є ɬɨɱɤɚ 0z ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɨɸ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ ɬɨɱɤɨɸ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ: 

ɚ)  ;
1

z
tg         ɛ)  

z

1
sin ? 

 

 əɤɚ ɪɿɡɧɢɰɹ ɦɿɠ ɩɨɜɟɞɿɧɤɨɸ ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ  0z  ɮɭɧɤɰɿɣ: 
 Ⱦɿɣɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 

  y =         
0,0

0,
2

1






x

xe x
 

 

 Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ  

w=     
0,0

,0,
2

1






z

ze z
 ? 
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ɊɈɁȾȱɅ 7  
ɉɈɇəɌɌə ɉɊɈ ɅɂɒɄɂ, ɈȻɑɂɋɅȿɇɇə ȼɂɁɇȺɑȿɇɂɏ   

ȱɇɌȿȽɊȺɅȱȼ ɁȺ ȾɈɉɈɆɈȽɈɘ ɅɂɒɄȱȼ  
 

Ʌɢɲɤɢ 

Ɉɞɧɟ ɿɡ ɧɚɣɛɿɥɶɲ ɜɚɠɥɢɜɢɯ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɶ ɌɎɄɁ ɭ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɦɭ ɚɧɚɥɿɡɿ, 
ɚ ɬɚɤɨɠ ɭ ɧɚɭɤɚɯ ɿɡ ɬɟɯɧɿɱɧɨɸ ɫɩɪɹɦɨɜɚɧɿɫɬɸ, ɝɪɭɧɬɭєɬɶɫɹ ɧɚ ɩɨɧɹɬɬɿ ɥɢɲɤɿɜ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɨʀ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ.  

 

Ʌɢɲɤɨɦ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf  ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɨʀ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ 
az  ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɨɝɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɭ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɨɞɿɥɟɧɢɣ ɧɚ i2 ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ ɰɿєʀ 

ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɨ ɞɨɜɿɥɶɧɿɣ ɡɚɦɤɧɟɧɿɣ ɤɪɢɜɿɣ C , ɳɨ ɦɿɫɬɢɬɶ ɜɫɟɪɟɞɢɧɿ ɫɟɛɟ 
ɪɨɡɝɥɹɧɭɬɭ ɨɫɨɛɥɢɜɭ ɬɨɱɤɭ ɿ ɧɟ ɦɿɫɬɢɬɶ ɧɿɹɤɢɯ ɿɧɲɢɯ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ 
ɮɭɧɤɰɿʀ  zf . 

   dzzf
i

zsf
C

az  2
1

|Re , 

a  – ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ; 
C  – ɡɚɦɤɧɟɧɚ ɤɪɢɜɚ, ɳɨ ɨɛɯɨɞɢɬɶ ɬɨɱɤɭ a  ɩɪɨɬɢ ɝɨɞɢɧɧɢɤɨɜɨʀ ɫɬɪɿɥɤɢ. 

 

Ʌɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɨɥɸɫɭ ɱɢ ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ ɞɨɪɿɜɧɸє 
ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɭ ɩɪɢ ɩɟɪɲɿɣ ɜɿɞ’єɦɧɿɣ ɫɬɟɩɟɧɿ ɩɪɢ ɪɨɡɤɥɚɞɚɧɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɪɹɞ 
Ʌɨɪɚɧɚ ɜ ɨɤɨɥɿ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ. 

  1|Re  Czsf az , 

ɹɤɳɨ 

 
   

    .........
2

10
1

2

2 








  azCazCC
az

C

az

C

az

C
zf

n

n  

 

əɤɳɨ a  – ɩɪɨɫɬɢɣ ɩɨɥɸɫ, ɬɨ: 
  azzsfC   |Re1 =    azzf

az



lim .  

 

Ɂɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɥɢɲɤɭ ɫɩɪɨɳɭєɬɶɫɹ, ɹɤɳɨ П(г) ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 

   
  ,z

z
zf




  ɞɟ   ,0a    

 

ɚ  z  ɦɚє ɩɪɨɫɬɢɣ ɧɭɥɶ, ɹɤɳɨ az  . 

   
 a

a
zsfC az 




  |Re1 . 
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əɤɳɨ a  – ɩɨɥɸɫ ɤɪɚɬɧɨɫɬɿ k ( 1k ), ɬɨ: 

   !1

1
|Re1 

 
k

zsfC az
. 

 

Ʌɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf  ɭ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨ ɜɿɞɞɚɥɟɧɿɣ ɬɨɱɰɿ z  ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɡɚ 
ɮɨɪɦɭɥɨɸ: 

   zzsf |Re =    ξdξf
iπ

C

2

1
, 

ɞɟ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɜɡɞɨɜɠ ɤɨɧɬɭɪɭ C  ɜɢɤɨɧɭєɬɶɫɹ ɭ ɜɿɞ’єɦɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ. 
Ʉɨɧɬɭɪ C  ɦɿɫɬɢɬɶ ɜɫɟɪɟɞɢɧɿ ɫɟɛɟ ɜɫɿ ɨɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf , ɳɨ ɥɟɠɚɬɶ 
ɭ ɫɤɿɧɱɟɧɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɩɥɨɳɢɧɢ. 

ɋɥɿɞ ɬɚɤɨɠ ɡɚɡɧɚɱɢɬɢ, ɳɨ 

  1|Re   czsf z . 

əɤɳɨ ɿɫɧɭє ɝɪɚɧɢɰɹ 

Res  zf │   zzf
z

z 
 lim . 

 

ɉɪɢɤɥɚɞɢ. 

1. Ɂɧɚɣɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ   31 2

2

 zz

z
  ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɨɥɸɫɿɜ. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
ɇɭɥɹɦɢ ɮɭɧɤɰɿʀ є ɬɨɱɤɢ   3,,2  zizz . 

 zsfRe │
      




 iz
ziziz

z

iz
iz

3
lim

2

   .
20

31

3
lim

2
i

ziz

z

iz





 

 

 zsfRe │
      .

20

31

3
lim

2
i

iz
ziziz

z

iz
iz








 

 

 zsfRe │
      .

10

9
3

3
lim

2

3
3 




 z
ziziz

z

z
z

 

 

 

2. Ɂɧɚɣɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ   
 4

1

2sin




z

z
zf   ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɨɥɸɫɚ. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
Ɏɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɩɨɥɸɫ 1z  ɱɟɬɜɟɪɬɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ. 

 zsfRe │
 

    .2cos
3

4
2cos8lim

6

1
1

1

2sin
lim

!3

1

1

4

43

3

1
1 

























 zz
z

z

dz

d

zz
z
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ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ 

 
Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

 

Ɍɚɤ ɹɤ  

   

ɬɨ z = 0 ɞɥɹ f(z) - ɩɨɥɸɫ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ.  

Ɉɬɠɟ,   

       

   
 

 

    .
2

1

1

...
32lim

1

...
32

1

lim
1

1ln1
lim

1ln
1lim

1ln
lim

1ln
lim

1ln
Re

2

32

02

32

020

2003

2

030




































 







 








zz

zz

zz

zz
zzz

zz

zzz

z

z
z

z

z

z

z

z
z

dz

d

z

z
s

zzz

zzzz

 

 

 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ  Mathcad  

 

Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɥɢɲɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ ln(1+z)/z 
3 ɭ ɬɨɱɰɿ z=0.  

Єɞɢɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ - ɩɨɥɸɫ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ 

z = 0. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɥɢɲɨɤ f (z) ɭ ɩɨɥɸɫɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ z = 0 ɹɤ ɝɪɚɧɢɰɹ ɩɪɢ г, 

ɹɤɟ ɧɚɛɥɢɠɚєɬɶɫɹ ɞɨ ɧɭɥɹ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ ( f (z) z2) ' 

 

 

 

MКtСМКН ɩɨɝɚɧɨ ɨɛɱɢɫɥɸє ɝɪɚɧɢɰɸ. Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ, ɳɨɛ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɝɪɚɧɢɰɸ 
ɩɪɢ  г = 0, ɪɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ɡɚ ɮɨɪɦɭɥɨɸ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɡɚ ɫɬɟɩɟɧɹɦɢ z. 

 

http://www.nsu.ru/matlab/Exponenta_RU/educat/class/courses/tfkp/theme12/mathcad/ex1/ex_12_1.html
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Дɥя ɬоɝо щоɛ ɡɧаɣɬи ɪоɡɤɥаɞ ɮɭɧɤɰіʀ f (z) ɡа сɬеɩеɧяɦи г, ɜɜеɞіɬь ɜиɪаɡ ɞɥя 
оɛɱисɥеɧɧя ɮɭɧɤɰіʀ, ɜиɞіɥіɬь ɪаɦɤоɸ ɡɦіɧɧɭ z, ɩоɬіɦ ɜиɛеɪіɬь ɭ ɦеɧɸ 
SвЦboХТc ɩɪоɰеɞɭɪи Variable - Eбpand to SОrТОs ... , ɜɜеɞіɬь ɭ ɩоɥе ɜɜоɞɭ Order 

of Approximation ɜищɭ сɬеɩіɧь г ɭ ɮоɪɦɭɥі Ɍеɣɥоɪа ɬа ɤɥаɰɧіɬь ɧа ɤɧоɩɤɭ OK 

 

 

Ʌɢɲɨɤ ɞɨɪɿɜɧɸє  - ½. 

 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ MatСОЦatТca 

Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ  . 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ  

 
Ɍɨɱɤɚ є ɩɨɥɸɫɨɦ ɞɪɭɝɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ . Ɋɨɡɤɥɚɞɟɦɨ ɮɭɧɤɰɿɸ ɭ ɬɨɱɰɿ  
0 ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ.  

 

 
Ʌɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɭ ɬɨɱɰɿ 0 ɞɨɪɿɜɧɸє ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɭ ɩɪɢ ɭ ɪɨɡɤɥɚɞɿ Ʌɨɪɚɧɚ, 
ɬɨɛɬɨ . 

Ɇɨɠɧɚ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɥɢɲɨɤ ɩɨ ɿɧɲɨɦɭ. Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɝɪɚɧɢɰɸ ɩɪɢ 0z ɮɭɧɤɰɿʀ 
 

 

 
Ɇɨɠɥɢɜɨ ɨɛɱɢɫɥɢɬɢ ɥɢɲɨɤ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɮɭɧɤɰɿʀ  
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ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ctgz  ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɨɥɸɫɭ z = π . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ  
12 


z

e
zf

iz

ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɩɨɥɸɫɿɜ iz  . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɩɨɥɸɫɿɜ: 
 

ɚ) ;
2

12




z

z
            ɛ) ;

iz

e
z





             ɜ) ;
1

53
zz 

        ɝ)
 n

n

z

z

1

2


   ( 0n  ɿ ɰɿɥɟ); 

 

ɞ) 
 22

2

1z

z
 ;      ɟ) 

 nz 1

1

2 
;     ɠ) 

  2
21  zz

z
. 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ 
22

az

e
z


 ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɬɨɱɤɢ az  . 

 

 Ɂɧɚɣɬɢ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ  
 22 1


zz

e
zf

iz

 ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɤɪɚɬɧɨɝɨ ɩɨɥɸɫɚ iz  . 

 

Ɉɫɧɨɜɧɚ ɬɟɨɪɟɦɚ ɩɪɨ ɥɢɲɤɢ 

 

ɇɟɯɚɣ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ ɿ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɿɣ ɬɨɱɰɿ ɨɛɥɚɫɬɿ G , 

ɤɪɿɦ ɫɤɿɧɱɟɧɨʀ ɤɿɥɶɤɨɫɬɿ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ kaaaa ...,,, 321 . ɉɨɡɧɚɱɢɦɨ ɱɟɪɟɡ C  

ɞɨɜɿɥɶɧɢɣ ɤɭɫɤɨɜɨ-ɝɥɚɞɤɢɣ ɡɚɦɤɧɭɬɢɣ ɤɨɧɬɭɪ, ɳɨ ɦɿɫɬɢɬɶ ɜɫɟɪɟɞɢɧɿ ɫɟɛɟ 
ɬɨɱɤɢ kaaaa ...,,, 321  ɿ ɰɿɥɤɨɦ ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɨɛɥɚɫɬɿ G . Ɂɚ ɰɢɯ ɭɦɨɜ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɿɞ 
ɮɭɧɤɰɿʀ  zf , ɜɡɹɬɢɣ ɩɨ ɤɨɧɬɭɪɭ C  ɞɨɪɿɜɧɸє: 

   



k

jC

zsfidzzf
1

Re2 │
...jaz  

Ɂɚɡɧɚɱɢɦɨ ɬɚɤɨɠ, ɳɨ ɹɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɚ ɣ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɧɚ ɜɫɿɣ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ (ɜɤɥɸɱɚɸɱɢ z  ɡɚ ɜɢɤɥɸɱɟɧɧɹɦ ɫɤɿɧɱɟɧɨʀ ɤɿɥɶɤɨɫɬɿ 
ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɢɯ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ), ɬɨ ɫɭɦɚ ɜɫɿɯ ʀʀ ɥɢɲɤɿɜ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ. 

Ɂɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɬɟɨɪɿʀ ɥɢɲɤɿɜ ɞɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ 
ɡɚɫɧɨɜɚɧɨ ɧɚ ɬɟɨɪɟɦɿ ɩɪɨ ɥɢɲɤɢ: ɹɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D  

ɿ ɧɚ ɡɚɦɤɧɟɧɨɦɭ ɤɨɧɬɭɪɿ 0 , ɳɨ ʀʀ ɨɛɦɟɠɭє, ɡɚ ɜɢɧɹɬɤɨɦ ɫɤɿɧɱɟɧɧɨʀ ɤɿɥɶɤɨɫɬɿ 
ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɢɯ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ naaa ,...,, 21 , ɳɨ ɥɟɠɚɬɶ ɭɫɟɪɟɞɢɧɿ 0 , ɬɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
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ɜɿɞ  zf  ɭɡɞɨɜɠ 0  ɭ ɞɨɞɚɬɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɨɛɭɬɤɨɜɿ i2 ɧɚ ɫɭɦɭ 
ɥɢɲɤɿɜ ɮɭɧɤɰʀ  zf  ɭ ɜɫɿɯ ɬɨɱɤɚɯ  nkak ,...,2,1 , ɬɨɛɬɨ  

                                                         



0

1

)f(aRei2)f(
Ƚ

n

k

ksdzz                (7.1) 

Ɍɟɨɪɟɦɚ ɩɪɨ ɥɢɲɤɢ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɡɚɫɬɨɫɨɜɚɧɚ ɞɨ 
ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɤɨɧɬɭɪɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿɣ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ, ɹɤɳɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɡɜɢɱɚɣɧɢɦ 
ɫɩɨɫɨɛɨɦ ɜɢɤɥɢɤɚє ɬɪɭɞɧɨɳɿ. ɉɨɤɚɠɟɦɨ ɰɸ ɨɩɟɪɚɰɿɸ 
ɧɚ ɩɪɢɤɥɚɞɿ.   

 

1. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  

  


0 0Г
2

2

1
)3)(1(

)(
Ƚ zz

dzz
dzzfI , 

ɞɟ 0 – ɤɨɥɨ 2z , ɳɨ ɨɛɯɨɞɢɬɶɫɹ ɩɪɨɬɢ ɝɨɞɢɧɧɨʀ ɫɬɪɿɥɤɢ.   
Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
ɓɨɛ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɬɢ ɬɟɨɪɟɦɭ ɩɪɨ ɥɢɲɤɢ, ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɨɫɨɛɥɢɜɿ 

ɬɨɱɤɢ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɳɨ ɥɟɠɚɬɶ ɭɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɧɬɭɪɭ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ.  
ɉɪɢɪɿɜɧɸɸɱɢ ɞɨ ɧɭɥɹ ɡɧɚɦɟɧɧɢɤ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf , ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ, ɳɨ 

3,, 321  ziziz  

є ɩɪɨɫɬɢɦɢ ɩɨɥɸɫɚɦɢ, ɩɪɢɱɨɦɭ ɭɫɟɪɟɞɢɧɿ ɤɨɧɬɭɪɭ ɥɟɠɚɬɶ 21, zz . Ɉɬɠɟ:  
  

0

)(Re)(Re2)( 21

Ƚ

zsfzsfidzzf   

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɥɢɲɤɢ:  

20

31
)(Re,

20

31

)3)(1(

)(
lim)(Re 22

2

1

i
zsf

i

zz

izz
zsf

zzz













 

Ɍɟɩɟɪ ɦɨɠɟɦɨ ɡɚɩɢɫɚɬɢ  

i
ii

iI 
5

1

20

31

20

31
21 



 




 . 

 

2. Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ   

dz
z

e

iz

iz


 
1|2|

2 4
. 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ )2)(2(42

izizz   ɜ  ɨɛɥɚɫɬɿ D , ɳɨ ɨɛɦɟɠɟɧɚ 
ɤɨɥɨɦ ɪɚɞɿɭɫɚ 1 ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɭ ɬɨɱɰɿ iz 20  , ɦɚє ɥɢɲɟ ɞɚɧɭ ɬɨɱɤɭ 0z D  

(ɨɛɥɚɫɬɶ D  – ɤɪɭɝ 12  iz ). Ɂɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɮɨɪɦɭɥɭ Ʉɨɲɿ ɞɨ 
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ɮɭɧɤɰɿʀ 
iz

e
zf

iz

2
)(


  (ɳɨ ɡɚɥɢɲɚєɬɶɫɹ ɩɿɫɥɹ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ ɞɚɧɨʀ 

ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ 
42 z

e
iz

 ɞɨ ɫɬɪɭɤɬɭɪɢ  ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ 

ɿɧɬɟɝɪɚɥɿ ɬɢɩɭ Ʉɨɲɿ). Ɍɨɞɿ  

2

1|2|

i2

i2z

iz

1|2|

iz

2

iz

e
2

π
i4

eπi2
i2z

eπi2
i2z

i2z

e

4z

e
2



 








 
iz iz

dzdz .        

 
 

 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɫɢɫɬɟɦɢ ɤɨɦɩ’ɸɬɟɪɧɨʀ ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ 

ɉɪɢɤɥɚɞ.  
Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  

 
 Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ.  

Єɞɢɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ – ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ 
0z . ȼɨɧɚ ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɨɛɥɚɫɬɿ, ɨɛɦɟɠɟɧɨʀ ɤɨɧɬɭɪɨɦ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ.  

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɥɢɲɨɤ ɭ ɿɫɬɨɬɧɨ ɨɫɨɛɥɢɜɿɣ ɬɨɱɰɿ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf :    

 
ɬɚɤ ɹɤ 

 

 
Ɍɨɞɿ 

 
 

 

Ɋоɡɜ’яɡоɤ ɩɪиɤɥаɞа ɜ сеɪеɞоɜищі ɩаɤеɬɭ MatСОЦatТca 

Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɩɨ ɡɚɦɤɧɭɬɨɦɭ ɤɨɧɬɭɪɭ. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ dzez z

z

1

1

3


. 
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ȼɜɟɞɟɦɨ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ  

 
Єɞɢɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ – ɬɨɱɤɚ – ɧɚɥɟɠɢɬɶ ɞɨ ɨɛɥɚɫɬɿ . 

Ɉɬɠɟ, ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨɪɿɜɧɸє: 

 

 

 
 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  

                    ,

2

sin
2
dz

π
z

z

C








 

  ɞɟ ɤɨɧɬɭɪ C  – ɤɨɥɨ  2z . 

 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  

                    
C

dz
z

z
,

cos
3

  ɞɟ ɤɨɧɬɭɪ C  – ɤɨɥɨ 1z . 

 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  

                   

 
,

2
4

sin

3

dz
π

zzz

z

C








 

  ɞɟ ɤɨɧɬɭɪ C  – ɤɨɥɨ 1z . 

 

 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  

                    
C

z

dz
iπ

z

e
,

2

2

  ɞɟ ɤɨɧɬɭɪ C  – ɤɨɥɨ .2z  

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  

                  
 

,
9

22
C z

dz
  ɞɟ ɤɨɧɬɭɪ C  – ɤɨɥɨ ɪɚɞɿɭɫɨɦ 2 ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɬɨɱɰɿ i2 . 
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 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  

                   
 

,
cos

3
dz

iz

z

C

 
  ɞɟ ɤɨɧɬɭɪ C  – ɤɨɥɨ .1 iz  

 

 

Ɉɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɟɜɥɚɫɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɥɢɲɤɿɜ 

 

ȼ ɨɫɧɨɜɿ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɬɟɨɪɿʀ ɥɢɲɤɿɜ ɞɨ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɜɢɡɧɚɱɟɧɢɯ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɥɟɠɢɬɶ ɬɟɨɪɟɦɚ ɩɪɨ ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɫɭɦɨɸ ɥɢɲɤɿɜ. 
ɋɩɨɫɨɛɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɧɟ є ɭɧɿɜɟɪɫɚɥɶɧɢɦɢ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɞɟɤɿɥɶɤɚ ɬɢɩɿɜ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 

ȱ ɬɢɩ. ȱɧɬɟɝɪɚɥɢ ɜɢɝɥɹɞɭ: 
 dQQQR

2

0
cos,sin , 

ɞɟ R  – ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ, ɳɨ ɧɟ ɦɚє ɩɨɥɸɫɿɜ ɧɚ ɤɨɥɿ 122  yx . Ɂɚ 

ɮɨɪɦɭɥɚɦɢ  ȿɣɥɟɪɚ ɜɢɪɚɠɚєɦɨ QQ cos,sin , ɞɚɥɿ ɪɨɛɢɦɨ ɡɚɦɿɧɭ ze
iQ  . 

Ɉɬɪɢɦɚєɦɨ,   

i

zz
Q

2
sin

1
 ,    .

2
cos

1


zz
Q  

 

ɉɿɞɫɬɚɜɥɹɸɱɢ ɰɿ ɜɢɪɚɡɢ ɜ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɭ 
ɮɭɧɤɰɿɸ: 

.
1

,
2

;
2

11

z

dz

i
dQ

zz

i

zz
R 







  

 

 

Ʉɨɥɢ Q  ɡɦɿɧɸєɬɶɫɹ ɜɿɞ 0  ɞɨ 2 , z  ɨɩɢɫɭє ɨɞɢɧɢɱɧɟ ɤɨɥɨ. ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɨ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɞɨɪɿɜɧɸє ɞɨɛɭɬɤɭ   i2    ɧɚ ɫɭɦɭ ɥɢɲɤɿɜ ɮɭɧɤɰɿʀ: 
 








  

2
;

2

1 11
zz

i

zz
R

iz
 

 

ɜ ɩɨɥɸɫɚɯ, ɳɨ ɥɟɠɚɬɶ ɜ ɨɞɢɧɢɱɧɨɦɭ ɤɨɥɿ. 
 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ  I  

π

Qa

dQ
2

0
sin

 , ɞɟ a  – ɞɿɣɫɧɟ ɱɢɫɥɨ, 1a . 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 
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.,
2

1
sin

2

iz

dz
dQ

iz

z
Q 


  

Ɍɨɞɿ 

 I   



 CC

iazz

dz

iz

dz

iz

z
a

12

2

2

1

1
22

,  

ɞɟ C – ɨɞɢɧɢɱɧɟ ɤɨɥɨ. 
ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє єɞɢɧɢɣ ɩɨɥɸɫ, ɳɨ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɜ 

ɨɞɢɧɢɱɧɨɦɭ ɤɨɥɿ: 
,0122  iazz  

,11 22  aiaaiaz  

.12

0  aiiaz  

Ɂɧɚɯɨɞɢɦɨ ɥɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɩɨɥɸɫɿ 0z : 

 zsfRe │
12

0  aiiaz
=

 
   .

1

1

11

2

11

12
lim

22222

2

0 








 aaiiaaiiaaiiazaiiaz

aiiaz

zz
 

Ɍɨɞɿ iI 2 ,   zsfRe │ .
1

2

20




a

π
zz  

 

ȱȱ ɬɢɩ. ȱɧɬɟɝɪɚɥ ɜɢɝɥɹɞɭ 

 dxxRI 




 , 

ɞɟ  xR  – ɪɚɰɿɨɧɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɛɟɡ ɞɿɣɫɧɢɯ ɩɨɥɸɫɿɜ. 
ɓɨɛ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɛɭɜ ɡɛɿɠɧɢɦ, ɫɬɟɩɿɧɶ ɱɢɫɟɥɶɧɢɤɚ  xR  ɩɨɜɢɧɧɚ ɛɭɬɢ ɧɢɠɱɟ 

ɡɧɚɦɟɧɧɢɤɚ, ɩɪɢɧɚɣɦɧɿ ɧɚ ɞɜɿ ɨɞɢɧɢɰɿ. 
Ɍɟɨɪɿɸ ɥɢɲɤɿɜ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬɶ ɬɚɤ. ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɧɟ ɡɦɿɧɸɸɬɶ ɿ 

ɛɟɪɭɬɶ ɜɿɞ ɧɟʀ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɩɨ ɡɚɦɤɧɭɬɨɦɭ ɤɨɧɬɭɪɭ C , ɳɨ ɭɬɜɨɪɟɧɢɣ ɜɟɪɯɧɿɦ 
ɩɿɜɤɨɥɨɦ RC  ɪɚɞɿɭɫɨɦ R  ɿ ɞɿɚɦɟɬɪɨɦ  RR; . Ɋɚɞɿɭɫ R  ɜɢɛɢɪɚєɬɶɫɹ ɧɚɫɬɿɥɶɤɢ 
ɜɟɥɢɤɢɦ, ɳɨɛ ɜɫɿ ɩɨɥɸɫɢ ɞɪɨɛɭ  zR , ɪɨɡɦɿɳɟɧɿ ɭ ɜɟɪɯɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ, 
ɥɟɠɚɥɢ ɛ ɜɫɟɪɟɞɢɧɿ ɩɿɜɤɨɥɚ. 
Ɍɨɞɿ: 

      ,|Re2 0

1



  z

k

j

R

R
k

zsfidzzRdzzR
R

  

Гɪɚɧɢɰɹ ɩɟɪɲɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɭ  


KR
R

dzzR ,0)(lim  ɹɤɳɨ .0)(lim 


QzR
z
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ɉɪɢɤɥɚɞ. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ   .
1 2



  x

dx
 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ 
21

1

z
 ɭ ɜɟɪɯɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ ɦɚє ɩɨɥɸɫ iz  . 

Ʌɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜ ɩɨɥɸɫɿ:  

21

1
Re

z
s


│    iiziz

iz

iz
iz

2

1
lim 





  

Ⱦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ   Rk z

dz
21

ɡɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɜɢɳɟ ɧɚɜɟɞɟɧɿɣ ɤɪɢɬɟɪɿɣ   .0
1

1
lim

2



z

zz
 

Ɍɨɞɿ .
2

1
2

1 2
 




 i
i

x

dx
 

 

          ȱȱȱ ɬɢɩ. ȱɧɬɟɝɪɚɥ ɜɢɝɥɹɞɭ: 

 dxxf




. 

Ʌɟɦɦɚ ɀɨɪɞɚɧɚ 

 

ɇɟɯɚɣ kC  - ɞɭɝɚ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɭ ɜɟɪɯɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ,  ɤɨɥɚ ɪɚɞɿɭɫɨɦ R  ɡ 
ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɮɿɤɫɨɜɚɧɿɣ ɬɨɱɰɿ 0z , ɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  zf  ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ    

  itz
ezf   zF , ɩɪɢ ɱɨɦɭ 0t . əɤɳɨ  zF  ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ ɧɚ ɞɿɣɫɧɿɣ ɨɫɿ, ɚ ɭ ɜɟɪɯɧɿɣ 

ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ ɦɚє ɥɢɲɟ ɫɤɿɧɱɟɧɟ ɱɢɫɥɨ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɨɤ ɿ   0lim 


zF
z

, ɬɨ: 

  .0lim 
dzzf

CR
R

 

Ʌɟɦɭ ɡɪɭɱɧɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɜɚɬɢ ɩɪɢ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɿ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ: 

    .sin,cos mxdxxFmxdxxF 








 

 

ɉɪɢɤɥɚɞ. 
 

 Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 

.
9
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0

2
dx

x

x




 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ. 

Ɏɭɧɤɰɿɹ   
92 


z

e
zf

iz

 ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɭɦɨɜɢ ɥɟɦɦɢ ɀɨɪɞɚɧɚ. 
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Ɍɭɬ  1t   ɿ   .
9

1
2 


z

zF  

Ɉɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf  – ɰɟ ɩɨɥɸɫɢ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ iz 31   ;  iz 32  . 

ɍ ɜɟɪɯɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ єɞɢɧɚ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ .32 iz   

Ʌɢɲɨɤ ɮɭɧɤɰɿʀ ɜɿɞɧɨɫɧɨ ɰɿєʀ ɬɨɱɤɢ :  
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IV. ȱɧɲɿ ɩɪɢɤɥɚɞɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ. 
  ɉɪɢɤɥɚɞ. 

Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ Ⱦɿɪɿɯɥɟ. 

.
sin

0

dx
x

x



 

 

Ɋɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ: 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥ:             
C

iz

dz
z

e
. 

Ʉɨɧɬɭɪ С  ɨɛɢɪɚєɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɢɦ ɱɢɧɨɦ: ɜɿɧ ɫɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɡ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɞɿɣɫɧɨʀ ɜɿɫɿ 
ɜɿɞ z  ɞɨ Rz  , ɰɟ R 0 , ɿɡ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɢ   ɪɚɞɿɭɫɨɦ R  ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɬɨɱɰɿ 

0z , ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɭ ɜɟɪɯɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ, ɿɡ ɜɿɞɪɿɡɤɚ ɞɿɣɫɧɨʀ ɜɿɫɿ ɜɿɞ R  ɞɨ    

ɿ, ɧɚɪɟɲɬɿ, ɡ ɞɭɝɢ ɤɨɥɚ   ɪɚɞɿɭɫɨɦ   ɡ ɰɟɧɬɪɨɦ ɜ ɩɨɱɚɬɤɭ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ (ɪɢɫ. 

7.1). 
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Ɋɢɫ. 7.1 

ȼ ɨɬɪɢɦɚɧɿɣ ɨɛɥɚɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿɹ  
z

e
iz

ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɚ, ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ  
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Ɉɛ’єɞɧɚєɦɨ ɞɪɭɝɢɣ ɿ ɱɟɬɜɟɪɬɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ: 
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Ɇɨɠɧɚ ɩɨɤɚɡɚɬɢ, ɳɨ:  
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ȼɿɞɩɨɜɿɞɧɨ, ɜɜɚɠɚɸɱɢ, ɳɨ  0  , R , ɨɬɪɢɦɚєɦɨ: 
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x
 

Заɭɜаɠеɧɧя.  
Ɇɟɬɨɞ ɤɨɧɬɭɪɧɨɝɨ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɦɨɠɟ ɞɚɜɚɬɢ ɝɨɥɨɜɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 

ɿɧɬɟɝɪɚɥɭ ɩɨ ɤɨɧɬɭɪɭ ɞɥɹ  dxxf




, ɤɨɥɢ ɫɚɦ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɭ ɡɜɢɱɚɣɧɨɦɭ ɡɧɚɱɟɧɧɿ 

ɧɟ ɿɫɧɭє. 
 

 

ȼɩɪɚɜɢ ɞɥɹ ɫɚɦɨɫɬɿɣɧɨʀ ɪɨɛɨɬɢ 

 

Ɉɛɱɢɫɥɢɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɥɢɲɤɿɜ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ: 
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ɊɈɁȾȱɅ 8 

ȾȿəɄȱ ɉɂɌȺɇɇə ɁȺɋɌɈɋɍȼȺɇɇə ɌɎɄɁ 

ȾɈ ɊɈɁȼ’əɁɍȼȺɇɇə ȱɇɀȿɇȿɊɇɂɏ ɁȺȾȺɑ 

 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɧɚɣɩɪɨɫɬɿɲɿ ɩɪɢɤɥɚɞɢ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɬɟɨɪɿʀ ɮɭɧɤɰɿɣ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ ɞɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɿɧɠɟɧɟɪɧɢɯ ɡɚɞɚɱ.   

Ɂɭɩɢɧɢɦɨɫɹ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɧɚ ɝɿɞɪɨɦɟɯɚɧɿɱɧɨɦɭ ɬɥɭɦɚɱɟɧɧɿ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ ɬɚ ʀʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɩɥɨɫɤɨ-ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɢɣ ɪɭɯ ɪɿɞɢɧɢ 
(ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɪɭɯ ɜɨɞɢ ɭ ɪɿɱɰɿ). ɇɟɯɚɣ ɜɿɥɶɧɚ ɩɨɜɟɪɯɧɹ ɪɿɞɢɧɢ ɹɜɥɹє ɫɨɛɨɸ 
ɩɥɨɳɢɧɭ XоY, ɚ ɜɟɤɬɨɪ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ v


 ɱɚɫɬɢɧɨɤ ɪɿɞɢɧɢ ɭɬɜɨɪɸє ɩɨɥɟ 

ɲɜɢɞɤɨɫɬɟɣ ɭ ɰɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ. Ȼɭɞɟɦɨ ɜɜɚɠɚɬɢ, ɳɨ ɮɭɧɤɰɿʀ  yxvx ;  ɿ  yxvy ;  є 
ɩɪɨɟɤɰɿɹɦɢ ɧɚ ɜɿɫɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ ɜɟɤɬɨɪɚ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ v


 ɱɚɫɬɢɧɨɤ ɪɿɞɢɧɢ.  

ȼɡɚɝɚɥɿ ɩɿɞ ɬɟɪɦɿɧɨɦ "ɩɨɥɟ" ɪɨɡɭɦɿɸɬɶ ɱɚɫɬɢɧɭ ɩɪɨɫɬɨɪɭ ɚɛɨ ɜɟɫɶ 
ɩɪɨɫɬɿɪ, ɭ ɹɤɨɦɭ ɪɨɡɝɥɹɞɚєɬɶɫɹ ɞɟɹɤɟ ɹɜɢɳɟ, ɳɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭєɬɶɫɹ ɫɤɚɥɹɪɧɨɸ 
ɚɛɨ ɜɟɤɬɨɪɧɨɸ ɜɟɥɢɱɢɧɨɸ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɩɪɢɩɭɫɤɚɸɱɢ, ɳɨ ɜ ɤɨɠɧɿɣ ɬɨɱɰɿ 
ɩɪɨɫɬɨɪɭ ɜɢɡɧɚɱɟɧɚ ɞɟɹɤɚ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ, ɦɢ ɛɭɞɟɦɨ ɦɚɬɢ ɩɨɥɟ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪ. 
Ɇɨɠɧɚ ɝɨɜɨɪɢɬɢ ɬɚɤɨɠ, ɩɪɨ ɩɨɥɟ ɬɢɫɤɭ, ɟɥɟɤɬɪɨɫɬɚɬɢɱɧɟ ɩɨɥɟ, ɩɪɨ ɩɨɥɟ 
ɲɜɢɞɤɨɫɬɟɣ ɿ ɬ.ɩ. ɑɚɫɬɿɲɟ ɡɚ ɿɧɲɿ ɪɨɡɝɥɹɞɚɸɬɶɫɹ ɩɨɥɹ, ɳɨ ɧɟ ɡɦɿɧɸɸɬɶɫɹ ɜ 
ɱɚɫɿ. Ȳɯ ɧɚɡɢɜɚɸɬɶ ɫɬɚɰɿɨɧɚɪɧɢɦɢ ɩɨɥɹɦɢ. əɤɳɨ ɜɟɥɢɱɢɧɚ, ɳɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭє 
ɩɨɥɟ, є ɫɤɚɥɹɪɧɨʀ (ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɚ, ɬɢɫɤ), ɬɨ ɩɨɥɟ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɫɤɚɥɹɪɧɢɦ. 

ȼɟɤɬɨɪɧɟ ɩɨɥɟ ɨɩɢɫɭє ɜɟɤɬɨɪɧɚ ɜɟɥɢɱɢɧɚ (ɫɢɥɚ, ɲɜɢɞɤɿɫɬɶ). 
ȼɚɠɥɢɜɟ ɦɿɫɰɟ ɫɟɪɟɞ ɜɟɤɬɨɪɧɢɯ ɩɨɥɿɜ ɡɚɣɦɚє ɩɥɨɫɤɨ-ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɟ ɩɨɥɟ. ȼ 

ɩɥɨɳɢɧɚɯ, ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɢɯ ɞɨ ɞɟɹɤɨʀ ɩɥɨɳɢɧɢ  ɜɢɝɥɹɞ ɣɨɝɨ ɧɟ ɡɦɿɧɸєɬɶɫɹ. 
ɇɚɣɱɚɫɬɿɲɟ ɩɥɨɫɤɨ-ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɟ ɩɨɥɟ ɿɥɸɫɬɪɭɸɬɶ ɩɨɬɨɤɨɦ ɪɿɞɢɧɢ. ɉɿɞ ɱɚɫ 
ɪɭɯɭ ɜɫɿ ɱɚɫɬɢɧɤɢ ɪɿɞɢɧɢ ɡɚɥɢɲɚɸɬɶɫɹ ɜ ɨɞɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ, ɚ ɪɭɯ ɭ ɜɫɿɯ 
ɩɥɨɳɢɧɚɯ, ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɢɯ ɞɨ  , ɡɛɿɝɚєɬɶɫɹ ɡ ɪɭɯɨɦ ɭ ɩɥɨɳɢɧɿ  . ȼɢɜɱɟɧɧɹ 
ɩɥɨɫɤɨ-ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɨɝɨ ɩɨɥɹ ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ ɜɢɜɱɟɧɧɹ ɣɨɝɨ ɥɢɲɟ ɜ ɩɥɨɳɢɧɿ  . 

ȼɜɟɞɟɦɨ ɭ ɩɥɨɳɢɧɿ   ɞɟɤɚɪɬɨɜɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɢ Оɯɭ ɿ ɜɿɡɶɦɟɦɨ ɡɚɦɤɧɭɬɭ 
ɤɪɢɜɭ ɀɨɪɞɚɧɚ   (ɪɢɫ. 8.1). Ȼɭɞɟɦɨ ɜɜɚɠɚɬɢ, ɳɨ ɩɨɥɟ ɜ   ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ 
ɜɟɤɬɨɪɨɦ-ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ  yxv ; , ɿ ɧɚɡɜɟɦɨ ɰɢɪɤɭɥɹɰɿєɸ ɩɨɥɹ (ɚɛɨ ɜɟɤɬɨɪɚ 
ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ v


) ɜɡɞɨɜɠ ɤɪɢɜɨʀ   ɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɢɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 

 

ɐ =  
Ƚ

yx

Ƚ

dydxds  ),( . 
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Ɍɭɬ   - ɨɪɬ ɞɨɬɢɱɧɨʀ ɞɨ  ,  ;v  - 

ɫɤɚɥɹɪɧɢɣ ɞɨɛɭɬɨɤ v  ɿ  , xv , yv  – ɩɪɨɟɤɰɿʀ 
ɜɟɤɬɨɪɚ-ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɧɚ ɨɫɿ Ox, 

Оɭ.  

ȼɟɤɬɨɪ v


 ɫɩɪɹɦɨɜɚɧɢɣ ɩɨ ɞɨɬɢɱɧɿɣ 

ɞɨ ɬɪɚєɤɬɨɪɿʀ ɩɪɹɦɭɜɚɧɧɹ ɱɚɫɬɢɧɨɤ 
ɪɿɞɢɧɢ.         

ɉɨɬɨɤɨɦ ɜɟɤɬɨɪɚ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ v


 ɱɟɪɟɡ 
ɞɭɝɭ АВ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  

                 Ɋɢɫ. 8.1 

N  
AB

xy dyvdxv  

ɐɟɣ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɜɢɪɚɠɚє ɩɨɬɿɤ ɪɿɞɢɧɢ, ɳɨ ɩɪɨɬɿɤɚє ɡɚ ɨɞɢɧɢɰɸ ɱɚɫɭ ɱɟɪɟɡ 
ɞɭɝɭ АВ.                              

Ɋɭɯ ɪɿɞɢɧɢ ɜ ɞɟɹɤɿɣ ɱɚɫɬɢɧɿ ɩɥɨɳɢɧɢ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɛɟɡɜɢɯɪɨɜɢɦ, ɹɤɳɨ ɜ 
ɧɿɣ ɰɢɪɤɭɥɹɰɿɹ ɐ ɜɟɤɬɨɪɚ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ v


 ɜɡɞɨɜɠ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ ɡɚɦɤɧɟɧɨɝɨ 

ɤɨɧɬɭɪɚ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ. əɤɳɨ ɩɪɢ ɰɶɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє ɧɭɥɸ ɩɨɬɿɤ N, ɬɨ ɪɭɯ 
ɪɿɞɢɧɢ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɫɨɥɟɧɨʀɞɧɢɦ. Ɉɬɠɟ, ɛɟɡɜɢɯɪɨɜɢɣ ɿ ɫɨɥɟɧɨʀɞɧɢɣ ɪɭɯ 
ɪɿɞɢɧɢ ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ ɪɿɜɧɨɫɬɹɦɢ                           

                                              0
с

yx dyvdxv     
с

xy dyvdxv 0       (8.1) 

ɞɟ   – ɛɭɞɶ-ɹɤɢɣ ɡɚɦɤɧɟɧɢɣ ɤɨɧɬɭɪ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ ɛɟɡɜɢɯɪɨɜɨɝɨ ɫɨɥɟɧɨʀɞɧɨɝɨ 
ɪɭɯɭ. Ɂ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨɝɨ ɚɧɚɥɿɡɭ ɜɿɞɨɦɨ, ɳɨ ɡ ɪɿɜɧɨɫɬɿ ɧɭɥɸ ɤɪɢɜɨɥɿɧɿɣɧɨɝɨ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ ɩɨ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɦɭ ɡɚɦɤɧɟɧɨɦɭ ɤɨɧɬɭɪɭ ɫɥɿɞɭє, ɳɨ ɩɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɢɣ 
ɜɢɪɚɡ є ɩɨɜɧɢɦ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɨɦ.  

Ɉɬɠɟ, ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɞɨ ɮɨɪɦɭɥ (8.1), ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ  
 

ddyvdxv yx   ddyvdxv xy  , 

ɩɪɢɱɨɦɭ 

 

         
x

vx 





, 
y

vy 





, 
x

vy 





, 
y

vx 





.               (8.2) 

 

ȱɡ ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɶ (8.2) ɨɬɪɢɦɚєɦɨ, ɳɨ   
 

    
yx 





 

 
xy 





 

                 (8.3) 

 

Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ, ɹɤɳɨ ɦɢ ɛɭɞɟɦɨ ɪɨɡɝɥɹɞɚɬɢ ɮɭɧɤɰɿɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 
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     yxiyxzf ;;   , ɬɨ ɡɚ (8.3) ɜɨɧɚ ɛɭɞɟ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ. ɐɹ ɮɭɧɤɰɿɹ ɜ 
ɝɿɞɪɨɦɟɯɚɧɿɰɿ ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦ ɩɨɬɟɧɰɿɚɥɨɦ ɚɛɨ 

ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ. Ⱦɿɣɫɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɰɿєʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  yx;  

ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ ɩɨɬɟɧɰɿɚɥɨɦ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ, ɬɨɦɭ ɳɨ ʀʀ ɱɚɫɬɢɧɧɿ ɩɨɯɿɞɧɿ ɪɿɜɧɿ 
ɩɪɨɟɤɰɿɹɦ ɜɟɤɬɨɪɚ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɧɚ ɜɿɫɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ. Ɏɭɧɤɰɿɹ  yx;  ɧɚɡɢɜɚєɬɶɫɹ 

ɮɭɧɤɰɿєɸ ɬɨɤɭ, ɬɨɦɭ ɳɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɬɪɚєɤɬɨɪɿɣ ɱɚɫɬɢɧɨɤ ɪɿɞɢɧɢ, ɳɨ 
ɪɭɯɚɸɬɶɫɹ, ɦɚɸɬɶ ɜɢɝɥɹɞ  

                                           kyx ; ,  k  - ɫɬɚɥɚ                                          (8.4) 

Ɉɬɠɟ, ɛɟɡɜɢɯɪɟɜɢɣ ɫɨɥɟɧɨʀɞɧɢɣ ɪɭɯ ɪɿɞɢɧɢ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɫɯɚɪɚɤɬɟɪɢ-

ɡɨɜɚɧɢɦ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨʀ ɡɦɿɧɧɨʀ 
  

     yxiyxzf ;;   . 

 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɩɨɯɿɞɧɭ ɰɿєʀ ɮɭɧɤɰɿʀ   
                    

                                     yx ivv
x

i
x

zf 







 
)(                                 (8.5) 

 

ɩɪɢɱɨɦɭ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨ-ɫɩɪɹɠɟɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ, ɞɥɹ (8.5) ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  

  

                                   yx ivvzf  )(                                            (8.6) 

 

Ɉɬɠɟ, ɩɪɨɟɤɰɿʀ ɜɟɤɬɨɪɚ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ ɧɚ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɿ ɨɫɿ ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ 

ɞɿɣɫɧɿɣ ɬɚ ɭɹɜɧɿɣ ɱɚɫɬɢɧɚɦ ɫɩɪɹɠɟɧɨʀ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ. 
Ɇɨɞɭɥɶ ɩɨɯɿɞɧɨʀ ɞɨɪɿɜɧɸє ɜɟɥɢɱɢɧɿ ɲɜɢɞɤɨɫɬɿ     

                          

                             22)()( yx vvvzfzf                                            (8.7) 

 

ɇɟɯɚɣ, ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ,   azzf   ( 0a – ɞɿɣɫɧɟ ɱɢɫɥɨ)   azf   ɿ azf  )( .  

Ɂɧɚɱɢɬɶ avx  , 0yv . Ɏɭɧɤɰɿɹ   azzf   ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭє ɪɭɯ ɪɿɞɢɧɢ ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɨ 
ɞɨ ɞɿɣɫɧɨʀ ɨɫɿ ɡɿ ɫɬɚɥɨɸ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ а ɡɚ ɞɨɞɚɬɧɢɦ ʀʀ ɧɚɩɪɹɦɨɦ.  

ɉɨɫɬɚɜɢɦɨ ɡɚɞɚɱɭ: ɡɧɚɣɬɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɩɥɨɫɤɨ-

ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɨɝɨ ɩɨɬɨɤɭ, ɳɨ ɨɛɬɿɤɚє ɤɪɭɝɨɜɢɣ ɰɢɥɿɧɞɪ ɪɚɞɿɭɫɚ R , ɡɚ ɞɨɞɚɬɤɨɜɨʀ 
ɭɦɨɜɢ, ɳɨ ɪɿɞɢɧɚ ɬɟɱɟ ɧɚ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ ɡɿ ɫɬɚɥɨɸ ɲɜɢɞɤɿɫɬɸ v .  

Ɇɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨ ɡɚɞɚɱɚ ɡɜɨɞɢɬɶɫɹ ɞɨ ɩɨɲɭɤɭ ɮɭɧɤɰɿʀ  zf , ɹɤɚ є 
ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ ɡɨɜɧɿ ɤɪɭɝɚ Rz   ɿ ɹɤɚ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹє ɭɦɨɜɭ  vf )( .Ɏɭɧɤɰɿɹ 
ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ: 
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                                        )()(
2

z

R
zvzf                                           (8.8) 

əɤɳɨ ɧɚɦ ɧɟɨɛɯɿɞɧɨ ɩɨɛɭɞɭɜɚɬɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɭ ɮɭɧɤɰɿɸ ɨɛɬɿɤɚɧɧɹ 
ɩɥɨɫɤɨ-ɩɚɪɚɥɟɥɶɧɢɦ ɩɨɬɨɤɨɦ ɞɟɹɤɨɝɨ ɤɨɧɬɭɪɭ l , ɬɨ ɡɚɫɬɨɫɨɜɭɸɬɶ ɦɟɬɨɞ 
ɤɨɧɮɨɪɦɧɢɯ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧь. əɤɳɨ  zht   ɪɟɚɥɿɡɭє ɤɨɧɮɨɪɦɧɟ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ 
ɡɨɜɧɿɲɧɨɫɬɿ ɤɨɧɬɭɪɭ l  ɧɚ ɡɨɜɧɿɲɧɿɫɬɶ ɤɨɥɚ Rt  , ɬɨ ɲɭɤɚɧɨɸ 
ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ ɛɭɞɟ ɮɭɧɤɰɿɹ:  

                           







 

)(
)()(

2

zh

R
zhvzF                                        (8.9) 

ȼɿɞɡɧɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɡɚ ɬɟɨɪɟɦɨɸ Ɋɿɦɚɧɚ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɹ  zht   ɦɚɣɠɟ ɡɚɜɠɞɢ 
ɦɨɠɥɢɜɨ, ɩɪɢɱɨɦɭ  zh  ɛɭɞɟ ɚɧɚɥɿɬɢɱɧɨɸ ɮɭɧɤɰɿєɸ.  

ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɦɨɠɧɚ ɩɨɤɚɡɚɬɢ, ɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  

                              22
22

, bac
ba

czz
t 




                                         (8.10) 

ɜɿɞɨɛɪɚɠɚє ɡɨɜɧɿɲɧɿɫɬɶ ɟɥɿɩɫɚ ɩɥɨɳɢɧɢ Z  ɧɚ ɡɨɜɧɿɲɧɿɫɬɶ ɨɞɢɧɢɱɧɨɝɨ ɤɨɥɚ 
ɩɥɨɳɢɧɢ t . Ɍɨɦɭ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɱɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ ɨɛɬɿɤɚɧɧɹ ɟɥɿɩМɚ ɦɚє ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ 
ɞɨ (8.9) ɜɢɝɥɹɞ:  

                        
))((

2)(
22

2222

czzba

abbczzz
vzF




                         (8.11) 

ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɩɪɢɤɥɚɞ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɬɟɨɪɿʀ ɥɢɲɤɿɜ ɞɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɚɧɧɹ ɡɚɞɚɱɿ ɩɪɨ 
ɡɝɢɧɚɧɧɹ ɛɚɥɤɢ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨʀ ɞɨɜɠɢɧɢ, ɳɨ ɥɟɠɢɬɶ ɧɚ ɩɪɭɠɧɿɣ ɨɫɧɨɜɿ. Ⱦɥɹ 
ɰɶɨɝɨ ɫɤɨɪɢɫɬɚєɦɨɫɶ ɩɨɧɹɬɬɹɦ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ɏɭɪ’є. əɤɳɨ ɮɭɧɤɰɿɹ  xf  ɦɚє 
ɫɤɿɧɱɟɧɧɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɟɤɫɬɪɟɦɭɦɿɜ (ɦɚɤɫɢɦɭɦɿɜ ɚɛɨ ɦɿɧɿɦɭɦɿɜ), ɚ ɬɚɤɨɠ 
ɫɤɿɧɱɟɧɧɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɬɨɱɨɤ ɪɨɡɪɢɜɭ ɩɟɪɲɨɝɨ ɪɨɞɭ ɧɚ ɜɫɿɣ ɨɫɿ (  x ) ɬɚ 

ɿɫɧɭє ɿɧɬɟɝɪɚɥ  






dxxf )( , 

 

ɬɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹɦ Ɏɭɪ’є ɮɭɧɤɰɿʀ  xf  є ɮɭɧɤɰɿɹ  zF , ɳɨ ɩɨɞɚєɬɶɫɹ 
ɿɧɬɟɝɪɚɥɨɦ  

                                             




 dxexfzF
izx)()(  .                       (8.12) 

Ⱦɨɜɨɞɢɬɶɫɹ, ɳɨ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɨɛɟɪɧɟɧɚ ɮɨɪɦɭɥɚ, ɳɨ ɞɨɡɜɨɥɹє ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ 
 xf  ɡɚ ʀʀ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹɦ Ɏɭɪ’є  zF , ɬɨɛɬɨ:  

                    




 dzezFxf
izx)(

2

1
)(


      (8.13) 

ɇɟɯɚɣ ɛɚɥɤɚ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨʀ ɞɨɜɠɢɧɢ, ɡɚɜɚɧɬɚɠɟɧɚ ɞɨɜɿɥɶɧɢɦ 
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ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹɦ  xq , ɥɟɠɢɬɶ ɧɚ ɜɿɧɤɥɟɪɿɜɫьɤɿɣ ɨɫɧɨɜɿ. ɐɹ ɨɫɧɨɜɚ 
ɦɨɞɟɥɸєɬɶɫɹ ɫɢɫɬɟɦɨɸ ɩɪɭɠɢɧ, ɳɨ ɦɚɸɬɶ ɨɞɧɚɤɨɜɭ ɠɨɪɫɬɤɿɫɬɶ k . 

Ɇɚɬɟɦɚɬɢɱɧɨ ɰɹ ɡɚɞɚɱɚ ɮɨɪɦɭɥɸєɬɶɫɹ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
ɞɥɹ ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɩɪɨɝɢɧɿɜ ɛɚɥɤɢ  

                                )(),()()(  xkyxqxEIy
IV ,                   (8.14) 

ɞɟ EI  – ɠɨɪɫɬɤɿɫɬɶ ɛɚɥɤɢ.  
ɒɭɤɚɧɚ ɮɭɧɤɰɿɹ  xy  ɩɨɜɢɧɧɚ ɬɚɤɨɠ ɡɚɞɨɜɨɥɶɧɹɬɢ ɭɦɨɜɚɦ ɧɚ 

ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ  
                                xxyxyxyxy ,0)(),(),(),(                 (8.15) 

 

ɐɿ ɭɦɨɜɢ ɨɡɧɚɱɚɸɬɶ, ɳɨ ɞɥɹ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹ  xq , ɩɪɢɤɥɚɞɟɧɨɝɨ ɧɚ 
ɤɿɧɰɟɜɿɣ ɞɿɥɹɧɰɿ ɛɚɥɤɢ, ɩɪɨɝɢɧɢ, ɤɭɬɢ ɩɨɜɨɪɨɬɭ ɩɟɪɟɬɢɧɿɜ ɿ ɜɧɭɬɪɿɲɧɿ 
ɡɭɫɢɥɥɹ ɜ ɛɚɥɰɿ ɡɧɢɤɚɸɬɶ ɧɚ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨɫɬɿ. Ȼɭɞɟɦɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɭɜɚɬɢ ɰɸ ɡɚɞɚɱɭ 
ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ɏɭɪ’є. Ⱦɨɦɧɨɠɢɦɨ ɥɿɜɭ ɿ ɩɪɚɜɭ ɱɚɫɬɢɧɢ 
ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.14) ɧɚ izx

e  ɿ ɩɪɨɿɧɬɟɝɪɭєɦɨ ɜ ɿɧɬɟɪɜɚɥɿ ɜɿɞ   ɞɨ  . ȼɜɟɞɟɦɨ 
ɩɨɡɧɚɱɟɧɧɹ:  

                                  








 dxexyzYdxexqzQ
izxizx )()(,)()(  .      (8.16) 

Ɍɨɞɿ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (8.14) ɩɟɪɟɩɢɲɟɦɨ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ  

                                   




 )()()()( zkYxQxdexyEI
izxIV               (8.17) 

Ⱦɨ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚ, ɳɨ ɡɚɥɢɲɢɜɫɹ, ɭ ɪɿɜɧɹɧɧɿ (8.17) ɡɚɫɬɨɫɭєɦɨ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ 
ɱɚɫɬɢɧɚɦɢ, ɡ ɭɪɚɯɭɜɚɧɧɹɦ ɬɨɝɨ, ɳɨ ɜ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɱɥɟɧɢ, ɳɨ ɧɟ 
ɦɿɫɬɹɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɿɜ ɡɝɿɞɧɨ ɭɦɨɜ (8.15) ɩɪɹɦɭɸɬɶ ɞɨ ɧɭɥɹ. 

ɍ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɨɬɪɢɦɚєɦɨ ɚɥɝɟɛɪɚʀɱɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɮɭɧɤɰɿʀ  zY , ɳɨ є 
ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹɦ Ɏɭɪ’є ɲɭɤɚɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ  xy .  

)()()(4
zQzkYzEIYz   

Ɋɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɰɶɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɦɚє ɜɢɝɥɹɞ  

EI

k
aazzQ

EI
zY   4144 ,))((

1
)(  

Ɂɚɫɬɨɫɭɜɚɜɲɢ ɬɟɩɟɪ ɮɨɪɦɭɥɭ ɨɛɟɪɧɟɧɨɝɨ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ɏɭɪ’є (8.13), 

ɦɨɠɟɦɨ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɩɨɫɬɚɜɥɟɧɨʀ ɡɚɞɚɱɿ  

                      









44

)(

2

1
)(

az

dzezQ

EI
xy

izx


                           (8.18) 

ȱɧɬɟɝɪɚɥ ɭ (8.18) ɛɟɪɟɬɶɫɹ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɬɟɨɪɿʀ ɥɢɲɤɿɜ. ɉɨɤɚɠɟɦɨ ɰɸ 
ɨɩɟɪɚɰɿɸ ɧɚ ɨɤɪɟɦɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɡɨɫɟɪɟɞɠɟɧɨʀ ɫɢɥɢ P . 

Ɂɧɚɣɞɟɦɨ ɫɩɨɱɚɬɤɭ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧɹ Ɏɭɪ’є ɞɥɹ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹ, ɬɨɛɬɨ ɜɿɞ ɮɭɧɤɰɿʀ  
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







,,0

,,
)(

bx

bxq
xq   




b

b

izx

z

bz
qdxeqzQ

sin
2)( .     (8.19) 

Ɉɬɠɟ, ɞɥɹ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹ (8.19) ɩɪɨɝɢɧɢ ɛɚɥɤɢ ɜɢɡɧɚɱɚɸɬɶɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɸ  

                                    









)(

sin
)(

44
azz

dzbze

EI

q
xy

izx


      (8.20) 

ȼɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɱɢ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ (8.20), ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɝɪɚɧɢɱɧɨɝɨ ɩɟɪɟɯɨɞɭ, 
ɨɞɟɪɠɢɦɨ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɱɿ ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɡɨɫɟɪɟɞɠɟɧɨʀ 
ɫɢɥɢ. Ⱦɥɹ ɰɶɨɝɨ ɫɩɪɹɦɭєɦɨ ɭ ɮɨɪɦɭɥɿ (8.20) 0b , ɩɪɢɣɦɚɸɱɢ Pqb 2 . ɍ 

ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɨɞɟɪɠɢɦɨ, ɲɭɤɚɧɢɣ ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ  

               









442
)(

az

dze

EI

P
xy

izx


.      (8.21) 

ȱɧɬɟɝɪɚɥ (8.21) ɨɛɱɢɫɥɸєɦɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɬɟɨɪɿʀ ɥɢɲɤɿɜ. ɉɿɞɿɧɬɟɝɪɚɥɶɧɚ 
ɮɭɧɤɰɿɹ ɦɚє ɱɨɬɢɪɢ ɨɫɨɛɥɢɜɢɯ ɬɨɱɤɢ – ɩɨɥɸɫɢ ɩɟɪɲɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɭ: 

)1(
2

),1(
2

),1(
2

),1(
2

4321 i
a

zi
a

zi
a

zi
a

z  . 

ɉɪɢɱɨɦɭ 1z  ɿ 2z  ɥɟɠɚɬɶ ɭ ɜɟɪɯɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ, ɚ 3z  ɿ 4z  – ɭ ɧɢɠɧɿɣ. 

Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɜɢɩɚɞɨɤ, ɤɨɥɢ 0x . Ɂɚɦɤɧɭɜɲɢ ɤɨɧɬɭɪ ɭ ɜɟɪɯɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ, 
ɨɬɪɢɦɚєɦɨ  




















44

2

44

1

44

21

ReRe
2

1

az

e
s

az

e
si

az

dze
xizxizizx


 

 

Ɉɛɱɢɫɥɢɦɨ ɥɢɲɤɢ:  

).2,1(,
4

Re
344




k
z

e

az

ke
s

k

xiz

k

xiz k

 

Ɍɟɩɟɪ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ ɬɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ:              

)sin(cos
81182

1
3

)1()1(

344
xx

e

i

e

i

ei

az

dze
xxiixiiizx

























 , 

ɞɟ ɩɨɡɧɚɱɟɧɨ a2 .  

əɤɳɨ ɬɟɩɟɪ ɭ ɮɨɪɦɭɥɿ (8.21) ɩɪɢɣɧɹɬɢ 0x , ɬɨ, ɡɚɦɤɧɭɜɲɢ ɤɨɧɬɭɪ 
ɿɧɬɟɝɪɭɜɚɧɧɹ ɜ ɧɢɠɧɿɣ ɩɿɜɩɥɨɳɢɧɿ, ɨɬɪɢɦɚєɦɨ  

)sin(cos
82

1
344

xx
e

az

dze
xizx















 . 

Ɉɬɠɟ, ɪɨɡɜ’ɹɡɨɤ ɡɚɞɚɱɿ ɩɪɨ ɜɢɝɢɧ ɛɚɥɤɢ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɨʀ ɞɨɜɠɢɧɢ, ɳɨ 
ɥɟɠɢɬɶ ɧɚ ɜɿɧɤɥɟɪɿɜɫɶɤɿɣ ɨɫɧɨɜɿ ɬɚ ɡɚɜɚɧɬɚɠɟɧɨʀ ɡɨɫɟɪɟɞɠɟɧɨɸ ɫɢɥɨɸ P , ɦɚє 
ɜɢɝɥɹɞ:  

).(|),|sin||(cos
8

)( ||

3
 xxxe

EI

P
xy

x 


  
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ɊɈɁȾȱɅ 9 

ɌȿɋɌɂ 

 

 

ȱ-Ⱥ. Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ. 
 

1. ɑɢ ɜɿɪɧɨ, ɳɨ  
?4)4sin4arg(cos  i  

 

2. ɑɢ ɫɩɿɜɩɚɞɚɸɬɶ ɦɧɨɠɢɧɢ ɡɧɚɱɟɧɶ:  
24

1

)(z   ɬɚ 4

1

2 )(z ; 
2

Argz  ɬɚ Argz2  ? 

 

3. əɤɨɸ ɨɫɨɛɥɢɜɿɫɬɸ ɩɨɜɢɧɧɿ ɜɨɥɨɞɿɬɢ ɪɚɞɿɭɫɢ-ɜɟɤɬɨɪɢ ɬɨɱɨɤ 21, zz , ɳɨɛ:  

2121 zzzz  ? 

 

ɚ) 21 zz  ;   ɛ) 21 zz  ;   ɜ) 21 zz  ;   ɝ) 21 zz  ;   ɞ) ɞɨɜɿɥɶɧɿ. 
 

4. ɑɢ ɦɨɠɧɚ ɱɟɪɟɡ ɬɪɢ ɬɨɱɤɢ  32,1 , zzz  ɩɪɨɜɟɫɬɢ ɤɨɥɨ, ɹɤɳɨ  

?0
12

13 



zz

zz
 

 

5.ɑɢ ɞɥɹ ɜɫɿɯ Cz  ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɧɟɪɿɜɧɨɫɬɿ: 

                                                        ɚ) ;1



az

az
 

 

     ɛ) ?arg1 z
z

z
  

 

 

ȱ - Ȼ. Ʉɨɦɩɥɟɤɫɧɿ ɱɢɫɥɚ. 
 

1. ɑɢ ɜɿɪɧɨ, ɳɨ  
?3)3sin3arg(cos  i  

 

2.ɑɢ ɫɩɿɜɩɚɞɚɸɬɶ ɦɧɨɠɢɧɢ ɡɧɚɱɟɧɶ:  
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34

1

)(z   ɬɚ  4

1

3 )(z ; 

)( 21zzArg   ɬɚ  12 ArgzArgz  ? 

 

3.əɤɨɸ ɨɫɨɛɥɢɜɿɫɬɸ ɩɨɜɢɧɧɿ ɜɨɥɨɞɿɬɢ ɪɚɞɿɭɫɢ-ɜɟɤɬɨɪɢ ɬɨɱɨɤ 21, zz , ɳɨɛ: 

?2121 zzzz   

 

ɚ) 21 zz  ;   ɛ) 21 zz  ;   ɜ) 21 zz  ;   ɝ) 21 zz  ;   ɞ) ɞɨɜɿɥɶɧɿ. 
 

4. ȼɤɚɠɿɬɶ, ɹɤɟ ɡ ɩɟɪɟɥɿɱɟɧɢɯ ɥɿɧɿɣ ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ 
z

w
1

  ɩɟɪɟɯɨɞɢɬɶ ɭ 

ɩɪɹɦɭ: 

ɚ) ;22
axyx   

  ɛ) ;0,  bbxy  

                                                       ɜ) 2
xy  . 

 

5. ȼɤɚɠɿɬɶ, ɹɤɿ ɿɡ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɨɛɥɚɫɬɟɣ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɨ-ɿɡɨɦɨɪɮɧɿ: 

-1
1

0

i
z

  
0

w

-1 1

i

z

0

0

w

 
 

 

ȱȱ. Ⱦɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɿ ɩɟɪɟɬɜɨɪɟɧɧя. 
 

1.ɑɢ ɨɛɨɜ’ɹɡɤɨɜɨ ɫɭɩɟɪɩɨɡɢɰɿɹ ɨɞɧɨɥɢɫɬɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ є ɮɭɧɤɰɿєɸ ɨɞɧɨɥɢɫɬɨɸ? 

 

2. ɋɤɿɥɶɤɢ ɩɪɹɦɢɯ ɜɯɨɞɢɬɶ ɜ ɫɿɦɟɣɫɬɜɨ ɥɿɧɿɣ ɪɿɜɧɹ ɦɨɞɭɥɹ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɨʀ 
ɮɭɧɤɰɿʀ? 

ɚ) ɨɞɧɚ; ɛ) ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɚ ɦɧɨɠɢɧɚ; ɜ) ɠɨɞɧɚ. 
 

3. ȼɤɚɠɿɬɶ, ɹɤɿ ɿɡ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɥɿɧɿɣ ɩɪɢ ɜɿɞɨɛɪɚɠɟɧɧɿ  
z

w
1

   ɩɟɪɟɯɨɞɹɬɶ ɜ 

ɩɪɹɦɿ: 
ɚ)  222 аyx  ; 

                                                       ɛ) bxy  ; 

                                                       ɜ) 2
yx   
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4. ɑɢ є ɥɿɧɿɣɧɨ-ɿɡɨɦɨɪɮɧɢɦɢ ɛɭɞɶ-ɹɤɿ ɩɨɞɿɛɧɿ ɬɪɢɤɭɬɧɢɤɢ? 

 

5. ȼɤɚɠɿɬɶ, ɹɤɿ ɡ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɨɛɥɚɫɬɟɣ ɞɪɨɛɨɜɨ-ɥɿɧɿɣɧɨ-ɿɡɨɦɨɪɮɧɿ: 
 

ɚ) -1
1

0

i
z

 0

w

 

 

ɛ) -1 1

i

z

0

         

w

 

 

 

 

ȱȱȱ-Ⱥ. ɋɬɟɩɟɧɟɜɟ ɮɭɧɤɰɿя. Ɋɚɞɢɤɚɥ. 
 

1.ɑɢ ɦɨɠɟ ɨɛɥɚɫɬɶ ɨɞɧɨɥɢɫɬɧɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ n
zw   ɦɿɫɬɢɬɶ ɬɨɱɤɭ г = 0? 

 

2.ɑɢ ɛɭɞɭɬɶ ɨɞɧɨɥɢɫɬɢɦɢ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɮɭɧɤɰɿʀ: 
    ɚ) 2

zw  , );221:(  zD  

ɛ) 2
zw  , );21:(  zD  

                                                ɜ) 
2













bz

az
w .         

  

a

b

 
3.ȼɤɚɠɿɬɶ, ɜ ɹɤɢɯ ɨɛɥɚɫɬɹɯ  G  ɦɨɠɧɚ ɜɢɞɿɥɢɬɢ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɿ ɜɿɬɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ 

n zw  . 
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 ɚ) 

G

-1 0 1

         ɛ)  0 1

G

         ɜ) 

G

0
 

 

 

ȱȱȱ-Ȼ. ɋɬɟɩɟɧɟɜɚ ɮɭɧɤɰɿя. Ɋɚɞɢɤɚɥ. 
 

1. ɑɢ ɜɿɪɧɨ, ɳɨ 2
zw   ɨɞɧɨɥɢɫɬɚ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɬɨɞɿ ɿ ɬɿɥɶɤɢ ɬɨɞɿ, ɤɨɥɢ 

0)(  DD , ɞɟ ?;: DzzD   

 

2.ɑɢ ɛɭɞɭɬɶ ɨɞɧɨɥɢɫɬɢɦɢ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɮɭɧɤɰɿʀ: 
                                                     ɚ) 2

zw   321:  zD  

            ɛ) 2)3(  zw  31:  zD  

ɜ) 
2













bz

az
w  .         

     

b

a

 
3. ȼɤɚɠɿɬɶ ɜ ɹɤɢɯ ɨɛɥɚɫɬɹɯ G  ɦɨɠɧɚ ɜɢɞɿɥɢɬɢ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɿ ɜɿɬɤɢ ɮɭɧɤɰɿʀ 

n zw 1 . 

ɚ) -1 0 1

G

     ɛ) 0 1

G

      ɜ) 

0

G

 

 

 

ȱV. Ⱦɿʀ ɧɚɞ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɢɦɢ ɱɢɫɥɚɦɢ. 
 

Ⱦɥɹ ɡɚɞɚɧɢɯ ɱɢɫɟɥ 1z  ɬɚ 2z  ɜɢɤɨɧɚɬɢ ɜɤɚɡɚɧɿ ɞɿʀ: 
ɚ) ɡɧɚɣɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 3z ; 

ɛ) ɱɢɫɥɚ 1z  ɬɚ 2z  ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɜ ɩɨɤɚɡɧɢɤɨɜɿɣ ɬɚ ɬɪɢɝɨɧɨɦɟɬɪɢɱɧɿɣ 
ɮɨɪɦɚɯ; 
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ɜ) ɞɥɹ ɱɢɫɥɚ 1z ɡɧɚɣɬɢ ɜɫɿ ɤɨɪɟɧɿ ɫɬɟɩɟɧɹ m ɬɚ ɡɨɛɪɚɡɢɬɢ ʀɯ ɧɚ 
ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɿɣ ɩɥɨɳɢɧɿ; ɡɪɨɛɢɬɢ ɩɟɪɟɜɿɪɤɭ ɨɞɧɨɝɨ ɡ ɤɨɪɟɧɿɜ; 

ɝ) ɱɢɫɥɨ 2z  ɩɿɞɧɟɫɬɢ ɞɨ ɫɬɟɩɟɧɹ k. 

1. 1 3 3z i  ,  2 4z  , 

 1 2
3 2

1 2

2 3

4 2

z iz
z

( z z ) i




 
,  4m  ,  8k  . 

2. 1 4z i  ,  2 2 2z i  , 

 1 1 2
3 2

1

4 5

2 1 4

z iz z
z

( iz i )




 
,  5m  ,  6k  . 

3. 1 3z  ,  2 1z i   , 

 

2
1 2

3
1 2

4 2

5 3

i( z z )
z

z z ( i )




 
,  4m  ,  4k  . 

 

4. 1 3 3z i  ,  2 1z i  , 

 

2
1 2

3
1 2

3 2

5 3 45

z ( z i )
z

i( z z )

 



,  4m  ,  5k  . 

 

V-Ⱥ. Ɏɭɧɤɰɿя ɀɭɤɨɜɫьɤɨɝɨ. 
 

1. ɑɢ ɨɛɨɜ’ɡɤɨɜɨ ɫɭɦɚ ɨɞɧɨɥɢɫɬɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D  є ɬɚɦ ɨɞɧɨɥɢɫɬɨɸ 
ɮɭɧɤɰɿєɸ? 

2. ɑɢ ɜɿɪɧɨ, ɳɨ )
1

(
z

zw   ɨɞɧɨɥɢɫɬɚ ɜ D  ɬɨɞɿ ɿ ɬɿɥɶɤɢ ɬɨɞɿ, ɤɨɥɢ 
D

D
1 , ɞɟ 

?,
1

:
1

Dz
zD

  

 

3.ɑɢ ɛɭɞɭɬɶ ɨɞɧɨɥɢɫɬɢɦɢ ɜ D  ɮɭɧɤɰɿʀ: 

ɚ) 2)
1

(
z

zw  ,  zzD arg0,1: ; 

                                      ɛ) D
z

zw ),
1

(  - ɞɟɹɤɢɣ  ɤɪɭɝ,  

ɝɪɚɧɢɰɹ ɹɤɨɝɨ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ  ɬɨɱɤɢ 1z ? 

 

4. ɍɤɚɠɿɬɶ ɤɪɢɜɭ  , ɨɛɯɿɞ ɩɨ ɹɤɿɣ ɧɟ ɡɦɿɧɸ ɡɧɚɱɟɧɧɹ 12 z . 
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ɚ)          
0-1



 

 ɛ)     

0-1



1

     ɜ)      

0-1



1

 

 

 

V-Ȼ. Ɏɭɧɤɰɿя ɀɭɤɨɜɫьɤɨɝɨ. 
 

1. ɑɢ ɨɛɨɜ’ɹɡɤɨɜɨ ɞɨɛɭɬɨɤ ɨɞɧɨɥɢɫɬɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɜ D  є ɬɚɦ ɨɞɧɨɥɢɫɬɨɸ 
ɮɭɧɤɰɿєɸ? 

 

2. ɑɢ ɦɨɠɟ ɨɛɥɚɫɬɶ ɨɞɧɨɥɢɫɬɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ ɀɭɤɨɜɫɶɨɝɨ ɦɿɫɬɢɬɢ ɬɨɱɤɭ ?1,1  zz  

 

3. ɑɢ ɛɭɞɭɬɶ ɨɞɧɨɥɢɫɬɢɦɢ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ D  ɮɭɧɤɰɿʀ: 

ɚ) );1:(,)
1

( 2  zD
z

zw  

       ɛ) 2:(),
1

(
2

1
 izD

z
zw . 

 

4. ɍɤɚɠɿɬɶ, ɜ ɹɤɢɯ ɿɡ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɨɛɥɚɫɬɟɣ ɦɨɠɧɚ ɜɢɞɿɥɢɬɢ ɨɞɧɨɡɧɚɱɧɿ ɜɿɬɤɢ 
ɮɭɧɤɰɿʀ 12  zzw . 

 

ɚ)

G

-1 0 1

     ɛ)

G

0
         ɜ) 

G

0
-1 1  
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Vȱ. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɿ, ɿɧɬɟɝɪɚɥ Ʉɨɲɿ. 
 

1. ɑɢ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 


1

1
z

dz
 ɜɿɞ ɮɨɪɦɢ ɲɥɹɯɭ? 

2. ɑɢ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
С z

dz
2

 ɜɿɞ ɮɨɪɦɢ ɲɥɹɯɭ? 

3. ɑɢ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥ   С
n

bzaz

dz

)()(
(n –ɰɿɥɟ) ɜɿɞ ɮɨɪɦɢ ɲɥɹɯɭ, ɹɤɳɨ ɞɥɹ 

Cz  bza  ? 

4. ɑɢ ɦɚє ɮɭɧɤɰɿɹ 
z

zf
1

)(   ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ  ?0Im: zD  

5. ɑɢ ɦɚє ɡɨɛɪɚɠɟɧɧɹ ɜ ɫɜɨʀɣ ɩɥɨɳɢɧɿ  
z

zf
1

)(  ? 

6. ɑɢ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
rz

z

dz
 ɜɿɞ ɜɟɥɢɱɢɧɢ r? 

7. ɑɢ ɡɚɥɟɠɢɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥ 
 

riz
z

dz

12
 ɜɿɞ  ?)2( rr  

8. əɤɟ ɱɢɫɥɨ ɪɿɡɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧɶ ɦɨɠɟ ɩɪɢɣɦɚɬɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥ  С z

dz

92
 ɩɪɢ ɪɿɡɧɢɯ 

ɩɨɥɨɠɟɧɧɹɯ ɤɨɧɬɭɪɚ ɋ? ɋ ɧɟ ɩɪɨɯɨɞɢɬɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɢ i3 . 

 

ɚ) 1; ɛ) 2; ɜ) 3; ɝ) 4. 
 

9. Ɂ’ɹɫɭɜɚɬɢ ɱɢ є ɞɜɚ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ ɿɧɬɟɝɪɚɥɚɦɢ Ʉɨɲɿ: 

ɚ) 
 
1

)2(2

1

 



d

i
 ; 

ɛ) 
 

2
)1(2

1

 



d

i
. 

 

 

Vȱȱ. Ɋяɞɢ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɿ Ʌɨɪɚɧɚ. 
 

1.ɑɢ ɞɨɩɭɫɤɚє ɮɭɧɤɰɿɹ 

2
sin

1


 ɪɨɡɤɥɚɞ ɜ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɱɢ Ʌɨɪɚɧɚ ɜ ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɨɤ: 

I. ;0z  

II. ;z  

III. z ; 
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IV. ȼ ɨɤɨɥɿ 1
2

1
 z ? 

 

ɚ) ɧɿ;   ɛ)ɜ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ;   ɜ) ɜ ɪɹɞ Ʌɨɪɚɧɚ. 
 

2. ɑɢ ɦɨɠɧɚ ɮɭɧɤɰɿɸ zw   ɪɨɡɤɥɚɫɬɢ ɜ ɪɹɞ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɱɢ Ʌɨɪɚɧɚ ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ 
ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ ?0z  

 

3.ɍɤɚɠɿɬɶ ɪɚɞɿɭɫɢ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɢɯ ɤɪɭɝɿɜ Rzz  0  ɿ ɤɿɥɟɰɶ Rzzr  0 , ɜ ɹɤɢɯ 

ɮɭɧɤɰɿɹ 
)1)(1(

)2(
2

22





zz

zz
w  ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɚ ɪɹɞɨɦ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɱɢ Ʌɨɪɚɧɚ, ɤɨɥɢ  

I. ;00 z  

II. iz 0 . 

 

ɚ) 0;   ɛ) 1;   ɜ)2;   ɝ) ;2   ɞ)  . 

4. ɑɢ ɦɨɠɧɚ ɤɨɟɮɿɰɿєɧɬɢ ɪɹɞɭ Ʌɨɪɚɧɚ 





k

k

k azСzf )()(  ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɬɢ ɭ 

ɜɢɝɥɹɞɿ  ?)0(
!

)()(

 k
k

afС
k

ɤ  

 

 5. ɍ  1z  ɦɚєɦɨ 








k

k

k zC
z

w
1

1
2

.ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸє: 

I. 11С ; 

II. 10С . 

 

ɚ) 0;   ɛ)1;   ɜ) ;
!11

1
   ɝ) 

!10

1
 . 

 

 

Vȱȱȱ-Ⱥ. Ɉɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ. 
 

1.ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɩɨɪɹɞɨɤ ɩɨɥɸɫɚ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf  ɜ ɬɨɱɰɿ  :0z  

I. 2,
)2()2(

126
)( 02

23





 z

zshz

zzz
zf ; 

II. 0,
sin

1
)( 0 
 z

zz
zf . 

 

ɚ) 0;   ɛ)1;  ɜ) 2;   ɝ) 3;   ɞ) 4. 
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2. )(zf  ɝɨɥɨɦɨɪɮɧɚ ɜ ɬɨɱɰɿ z  ɿ ɦɚє ɬɚɦ ɧɭɥɶ ɩɨɪɹɞɤɭ Ц. ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ 
ɩɨɪɹɞɨɤ ɧɭɥɹ ɮɭɧɤɰɿʀ )()(

zf
z  ɜ ɬɨɱɰɿ  z . 

 

ɚ) m ;   ɛ) n ;   ɜ) nm  ;   ɝ) nm ;   ɞ) nm ;  ɟ) mn . 

 

3.əɤɢɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ 0z  ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɿɣ: 

I. 
z

tgzf
1

)(  ; 

II. 
ze

zf
z sin

1

1

1
)( 


 . 

 

ɚ) ɭɫɭɜɧɚ;   ɛ) ɩɨɥɸɫ;   ɜ) ɫɭɬɬєɜɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ;   ɝ) ɧɟɿɡɨɥɶɨɜɚɧɚ. 
 

4. Ɏɭɧɤɰɿɹ constzf )(  ɝɨɥɨɦɨɪɮɧɚ ɜ raz 0  ɿ ɦɚє ɧɭɥɶ ɜ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɦɭ 

ɨɤɨɥɿ ɬɨɱɤɢ а. əɤɢɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɨɫɨɛɥɢɜɨʀ ɬɨɱɤɢ? 

ɚ) ɭɫɭɜɧɚ;   ɛ) ɩɨɥɸɫ;  ɜ) ɫɭɬɬєɜɨ ɨɫɨɛɥɢɜɨ. 
 

5. 0z -ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf . 0)(Re zf  ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɰɿєʀ 
ɬɨɱɤɢ. ɑɢ ɦɨɠɟ ɬɨɱɤɚ 0z  ɛɭɬɢ ɫɭɬɬєɜɨ ɨɫɨɛɥɢɜɨɸ ɞɥɹ )(zf ? 

 

6. )(zf  ɝɨɥɨɦɨɪɮɧɚ ɿ Mf )z(  ɜ raz 0 . ɑɢ ɦɨɠɟ ɜɨɧɚ ɧɟ ɦɚɬɢ ɝɪɚɧɢɰɿ ɜ 
ɬɨɱɰɿ а? 

 

7. ɑɢ ɿɫɧɭɸɬɶ ɰɿɥɿ ɮɭɧɤɰɿʀ, ɹɤɿ ɜɿɞɪɿɡɧɹɸɬɶɫɹ ɜɿɞ МШЧst ɿ ɦɚɸɬɶ ɜ ɬɨɱɰɿ z  

ɭɫɭɜɧɭ ɨɫɨɛɥɢɜɿɫɬɶ? 

 

8. ...
111

1)(
2


k

zzz
zzf  

ɑɢ ɫɥɿɞɭє ɡ ɰɶɨɝɨ, ɳɨ 0z  ɫɭɬɬєɜɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɞɥɹ ?)(zf  

 

 

Vȱȱȱ-Ȼ. Ɉɫɨɛɥɢɜɿ ɬɨɱɤɢ. 
 

1.ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɩɨɪɹɞɨɤ ɩɨɥɸɫɚ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf  ɜ ɬɨɱɰɿ 0z : 

I. 2,
8126

)2()2(
)( 023

2





 z

zzz

zshz
zf ; 
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II. 0,
1

sin

1
)( 0  z

zz
zf . 

 

ɚ) 1;   ɛ) 2;   ɜ) 3;   ɝ) 4;   ɞ) 5. 
 

2. )(zf  ɦɚє ɜ ɤɿɧɰɟɜɿɣ ɬɨɱɰɿ ɩɨɥɸɫ ɩɨɪɹɞɤɭ Ц. ȼɢɡɧɚɱɢɬɢ ɩɨɪɹɞɨɤ ɩɨɥɸɫɚ 
ɮɭɧɤɰɿʀ )()(

zf
n  ɜ ɰɿɣ ɬɨɱɰɿ. 

 

ɚ) m ;   ɛ) n ;   ɜ) nm  ; ɝ) nm ;  ɞ) nm ;  ɟ) mn . 

 

3.əɤɢɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɨɫɨɛɥɢɜɨɫɬɿ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf  ɜ ɬɨɱɰɿ 0z  

I. 0,
1

cos)( 0  z
z

zf ; 

II.  


 0,
sin

1

1

1
)( z

ze
zf

z
. 

 

ɚ) ɭɫɭɜɧɚ;   ɛ) ɩɨɥɸɫ;   ɜ) ɫɭɬɬєɜɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ;   ɝ) ɧɟɿɡɨɥɶɨɜɚɧɚ. 
 

4. Ɏɭɧɤɰɿɹ )(zf  ɝɨɥɨɦɨɪɮɧɚ ɜ rz 0  ɜ ɬɨɱɤɚɯ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨɫɬɿ  0nz  ɩɪɢɣɦɚє 
ɡɧɚɱɟɧɧɹ    1, 2, 1, 3, …1, 100, ..,… . əɤɢɣ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɨɫɨɛɥɢɜɨɫɬɿ ɬɨɱɤɢ Ɉ? 

 

ɚ) ɭɫɭɜɧɚ;   ɛ) ɩɨɥɸɫ;   ɜ) ɫɭɬɬєɜɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ. 
 

5. 0z -ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɿɡɨɥɶɨɜɚɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf . 0)(Re zf  ɜ ɞɟɹɤɨɦɭ ɨɤɨɥɿ ɰɿєʀ 
ɬɨɱɤɢ. ɑɢ ɦɨɠɟ ɬɨɱɤɚ 0z  ɛɭɬɢ ɩɨɥɸɫɨɦ  ɞɥɹ )(zf ? 

 

6. )(zf  ɝɨɥɨɦɨɪɮɧɚ ɿ 0)z(  Mf  ɜ raz 0 . ɑɢ ɦɨɠɟ ɜɨɧɚ ɧɟ ɦɚɬɢ 
ɝɪɚɧɢɰɿ ɜ ɬɨɱɰɿ а? 

 

7. ɑɢ ɿɫɧɭɸɬɶ ɝɨɥɨɦɨɪɮɧɿ ɜ ɨɛɥɚɫɬɿ ɋ ɮɭɧɤɰɿʀ ɡ ɧɟɫɤɿɧɱɟɧɧɢɦ ɱɢɫɥɨɦ 
ɩɨɥɸɫɿɜ ɭ Rz ? 

8. ...
!2

1
1)z(

2


z
zf  

ɑɢ ɫɥɿɞɭє ɡɜɿɞɫɢ, ɳɨ 0z  – ɫɭɬɬєɜɨ ɨɫɨɛɥɢɜɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf ? 
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ȱɏ. Ʌɢɲɤɢ.  
1.Ɂɧɚɣɬɢ: 

I.  )ln(
0 mz

nz
res
z 




    0,0  mn ; 

II. )ln(
mz

nz
res
z 




; 

III.  



a

f
mres

аz
,

f(z)

z)(
- ɧɭɥɶ ɩɨɪɹɞɤɭ Ч ɮɭɧɤɰɿʀ constmzf ),( ; 

IV.  












,
)(

)(
n

zf

xf
res
z

- ɩɨɥɸɫ ɩɨɪɹɞɤɭ Ц ɮɭɧɤɰɿʀ  )(zf . 

 

ɚ) m ;   ɛ) n ;   ɜ) nm  ;   ɝ) nm ;   ɞ) nm ;  ɟ) mn . 

 

5. z ɩɪɚɜɢɥɶɧɚ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɿʀ )(zf . 

ɑɢ ɨɛɨɜ’ɹɡɤɨɜɨ ?0)( zresf  

 

6.ɋɤɿɥɶɤɢ ɤɨɪɟɧɿɜ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 15  zz  ɡɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ: 
I. ȼ ɤɨɥɿ  1z  ; 

II. ȼ ɤɿɥɶɰɿ  2z1  ? 

 

ɚ) 0;   ɛ) 1;   ɜ) 2;  ɝ) 3;   ɞ) 4. 
 

7.ɑɨɦɭ ɞɨɪɿɜɧɸɸɬɶ ɿɧɬɟɝɪɚɥɢ:  

I.    




3
)(

)(

i2

1

z

dz
zf

zf


, ɞɟ  

)4)(8(

sin
)(

3

2




zz

z
zf ; 

II.  
 

3

22 )1(i2

1

z
z

dz


  ; 

III.  
3

1
sin

i2

1

z

dz
z

. 

 

ɚ) -1;   ɛ) 0;   ɜ)1;   ɝ) 3;  ɞ) 4;   ɟ) 8. 
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