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(2
х = -^-(2г -  біп2?) + С2 

^  = -^ -( і-с о з2 ї) .
(13)

Якщо перетворити параметр підстановкою 2ї = /, і взяти до уваги, що 
(', 0, бо у (0 ) = 0, то одержимо рівняння сімейства циклоїд в звичайній
формі:

С,
х = -^-(і, - ї іп ї , ) ,  

С
=  -  С О Б / ,) .

(14)

0 1 2  3
Рис. 1.

Отже, брахістохроною є циклоїда (рис. 1).
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ВАРІАЦІЙНІ ЗАДАЧІ ІЗОПЕРИМЕТРИЧНОГО ТИПУ

Анотація
В роботі розглянуто варіаційні задачі ізопериметричного типу 

і формульовано необхідну умову існування екстремалей для відповідних задач



та визначено суть принципу взаємності. Із застосуванням розглянутого 
математичного апарату р о зв ’язано задачі визначення рівняння лінії заданої 
довжини, що обмежує найбільшу площу та визначення форми підвішеного 
абсолютно гнучкого, нерозтяжного однорідного канату

Ізопериметричними задачами в вузькому розумінні цього слова 
називаються задачі про пошук геометричної фігури максимальної площі при 
заданому периметрі.

У сучасному розумінні ізопериметричними задачами називається значно 
загальніший клас задач, а саме: усі варіаційні задачі, в яких потрібно визначити 
екстремум функціонала

де /,- -  сталі, т може бути більше, менше чи дорівнювати п .
Для одержання основної необхідної умови в ізопериметричній задачі про 

знаходження екстремуму функціонала (1) при наявності зв’язків (2) потрібно 
скласти допоміжний функціонал [1]

Довільні сталі С1,С2,...,С2„ в загальному розв’язку системи рівнянь 
Ейлерата сталі визначаються з граничних умов

Система рівнянь Ейлера (4) для функціоналу у' не змінюється, якщо (3) 
помножити на деякий сталий множник р 0 і, отже, подати його у вигляді

(1)

при наявності так званих ізопериметричних умов

( 2 )

(3)

де Я, — сталі, і написати для нього рівняння Ейлера

к = 1 ,п, (4)

Ф = Г  + ] З Д .

(5)

і з ізопериметичних умов

(6)
.V,



*і т у

*о/=0
де введено позначення Л0 = Л , р ^ А .р ^  у = 1. от. Тепер усі функції / '  входять

ч
симетрично, тому екстремалі у вихідній варіаційній задачі (1) та в задачі

г0
на знаходження екстремуму функціонала при наявності ізопериметричних умов

X;
= /,, (/ = 0,Г,2,...,і  -  1,5 + (8)

ібігаються при будь-якому виборі 5 (5 = 0,1,...,я ).
Ця властивість називається принципом взаємності. Наприклад, задача про 

максимум площі, що обмежена замкненою кривою заданої довжини, і задача 
про мінімум довжини замкненої кривої, що обмежує задану площу, взаємні і 
мають спільні екстремалі.

Приклад 1. Знайти криву у  = у (х )  заданої довжини І , для якої площа
зображеної на рис. 1 криволінійної трапеції досягає максимуму.

Х1

Математична формалізація задачі така: 5і = ^усіх тах ,
*0

1 / і  + / 2Л  = /;
• І (9 )

УІхо) = ?0’ у {хі) = Уг 
Роле 'язання. Складаємо спочатку допоміжний функціонал

х, ________
5 ' =  Д  у+Ау]\ + у ,2)сІх.

х0

Оскільки підінтегральна функція не містить х , то загальний розв’язок 
рівняння Ейлера шукаємо, як П -  у'Р{, =С, [2 ].Тоді

у  + Ау] 1 + у 1 —  ■ =С ,,
Vі + У

в

0 > .  х
Рис. 1 .



звідки

У ~ С г
Ф  + у'1

Введемо параметр ?, вважаючи у' = tg^; тоді отримаємо 
у ~ С І = -Л созґ,

Ф’_
с/х

ЗВ ІД К И

с/у Азіп/іА 
ах = — - = ----------- = Л созїац

№  Щі 
х = Д$іпг + С2.

Отже, рівняння екстремалей у параметричній формі має вигляд:
(у - Є х = - А соя/;
[х -  С2 = Лдіп?,

чи, виключивши ґ, одержимо ( х - С 2)2 + ( у - С , ) 2 = Я2-  сімейство кіл. Сталі 
визначаються з умов (9).

Приклад 2. Знайти форму абсолютно гнучкого, нерозтяжного однорідного 
канату довжиною І , що підвішений у точках А і В (рис. 2).

Оскільки в положенні рівноваги центр ваги повинен займати найнижче 
положення, то задача зводиться до знаходження мінімуму статичного моменту 
Р щодо горизонтальної осі Ох. Досліджуємо на екстремум функціонал

за умови, що

Р= \ у ф + у '2сЬс
х0

+ у ' 1СІХ = 1 .

о Х-. X

Рис. 2.



Розв’язання. Складаємо допоміжний функціонал
х,

Р‘ = ]{у  +  1 +  у '1 <іх,

для якого рівняння Ейлера має вигляд
Р  -  у'Ру = С,

( у + л ) у І й - У - і - У і Щ  =с„ - VI + У
1НІДКИ

у  + л -  с, .

Іяідкі

Вводимо параметр / ,  вважаючи, що
У  = б Ьг.

у  + Л = С ,с Ь /;

—  = бЬ <; 
сіх

і Ф ,ск = - — = С,т:  
зЬг 1 '

х = С,ґ + С2,
чи виключаючи параметр г отримаємо

у + Л = С , с Ь - ^ і ,
С'--і

• пГіиі форма абсолютно гнучкого, нерозтяжного однорідного канату є 
(івицюгоіюю лінією (рис. 3).

Рис. 3.
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