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ПОСТАНОВКА ТА РОЗВ’ЯЗАННЯ ОПТИМИЗАЦІЙНИХ ЗАДАЧ ПРИ 
ВИЗНАЧЕННІ ГРАНИЧНОГО СТАНУ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ЗАГОТОВКИ ПІД ЧАС 

НЕСТАЦІОНАРНОГО ДЕФОРМУВАННЯ 

Одним із найпоширеніших процесів деформування є торцеве стиснення, яке 
використовується як складова частина технологічного процесу виготовлення деталей, так і як 
спосіб дослідження фізико-механічних властивостей матеріалів. Як відомо, під час торцевого 
стиснення циліндричних заготовок із малопластичних матеріалів на бічній поверхні 
утворюються тріщини. При чому ступінь осадження, при якому з'являються тріщини, 
залежить від інтенсивності бочкоутворення на бічній поверхні. У свою чергу інтенсивність 
бочкоутворення визначається умовами тертя на торцях заготовки. 

В даній роботі запропоновано математичну модель та інформаційні технології 
визначення граничних пластичних деформацій матеріалу на вільній бічній поверхні 
циліндричної заготовки під час торцевого стиснення в умовах холодного та гарячого 
деформування. 

Дослідження напружено-деформованого стану циліндричної заготовки під час 
нестаціонарного деформування проведено на основі удосконалення експериментально-
аналітичної методики дослідження НДС циліндричних заготовок під час торцевого 
стиснення. Відповідно до якої отримано аналітичний опис залежностей між деформаціями у 
вигляді розв’язання диференціального рівняння із розділяючими змінними: 
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+

, (1) 

де 0m >  − це константа, яка визначається під час експериментального дослідження. 
Напружений стан визначали із використанням теорії течії. Граничні деформації 

визначали з використанням скалярних та тензорних моделей накопичення пошкоджень. 
Найпростіша скалярна модель Колмогорова, що базується на лінійному принципі 

накопичення пошкоджень 
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при використанні параметрично заданих співвідношень (1), набуває вигляду 
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де ψ  − пошкодженість мікрочастинки; ( )* *c cε ε η=  − крива граничних деформацій при 
стаціонарному деформуванні; uε  − накопичена пластична деформація; η  − показник 
напруженого стану; x  − параметр процесу деформування. 

При гарячому деформуванні гранична пластична деформація істотно залежить від 
закону зміни швидкості деформацій. Особливості механіки підсумовування пошкоджень за 
цих умов відображуються скалярним варіантом відомої моделі 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ,;
0
∫ ⋅⋅−=
t

u dfItt ττεττϕψ   (4) 
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( ,t τ – час; ( )( ),t Iϕ τ τ−  – ядро спадковості; f  – деяка функція). Із урахуванням залежності 
накопиченої деформації uε  від швидкості деформації uε  

 ( )
0

.
t

u u dε ε τ τ= ⋅∫   (5) 

сформульовано дві важливі з практичної точки зору варіаційні задачі ізопериметричного 
типу. Перша задача формулюється так: визначити закон зміни швидкості деформації 

( )u u tε ε=   при якому задана накопичена деформація *ε  досягається за найкоротший час *t  за 
умови, що ( )* 1tψ =  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
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* * * *
0 0

min, , ; 1.
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u u ut t t d t I f dε ε ε τ τ φ τ τ ε τ τ= → = ⋅ − ⋅ ⋅ =∫ ∫    (6) 

Формулювання другої задачі: визначити закон зміни швидкості деформації ( )u u tε ε=   
при якому за заданий час *t  матеріал набуває найбільшу деформацію *ε  за умови, що 
( )* 1tψ =  
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Необхідні умови існування екстремуму (7) виконуються тільки в тривіальних 
випадках, які не мають практичного значення. В даному формулюванні не враховано 
важливої умови, яке з фізичних представлень відображає той факт, що руйнування матеріалу 
не може відбутися до часу *t , тобто 
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; 1, 0, .
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ut I f d t tϕ τ τ ε τ τ− ⋅ ⋅ ≤ ∀ ∈∫   (8) 

При звуженні області допустимих функцій до класу кусково-постійних функцій, 
зокрема, для двохступеневої схеми 
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задача (7) з урахуванням (8) зведена до задачі нелінійного програмування 
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в якій цільова функція залежить від трьох невідомих 1 2 1, ,u u tε ε  . 
У наведеному співвідношенні ( )* *i c uit t ε=  , 1,2i = ; *ct  − відома функція, яка 

характеризує властивості матеріалу. За допомогою методу множників Лагранжа задача (10) 
зведена до задачі визначення оптимального значення функції одного аргументу. Згідно з 
отриманим рішенням оптимальною є схема, для якої 1 2u uε ε>  (!). Наведені результати 
дозволяють припустити, що оптимальні розв’язки поставлених варіаційних задач (6) та (7) 
існують і для багатьох інших класів допустимих функцій. 

Задача подальших досліджень полягатиме у побудові моделі підсумовування 
пошкоджень, окремі випадки якої зводитимуться до критеріальних співвідношень (3) та (10). 
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FORMULATING AND SOLVING OPTIMIZATION PROBLEMS IN DETERMINING 
THE LIMIT STATE UNDER NONSTATIONARY DEFORMATION OF THE 

CYLINDRICAL WORKPIECE 

One of the most common deformation processes is face-end compression, which is used as 
the main part of the process of manufacturing workpiece, and also as a way to study the physical 
and mechanical properties of materials. As is known, during the face-end compression of 
cylindrical workpieces from little plastic material on the lateral surface the cracks are formed. 
Moreover, the degree of compression at which cracks appear, depends on the barrel distortion 
intensity on the lateral surface. In turn, the intensity barrel distortion is determined by the friction 
conditions at the face of the workpiece. 

In this paper, the mathematical model and information technology of the material plastic 
strains limit determining on the free lateral surface of cylindrical workpiece during face-end 
compression at cold and hot deformation is prompted. 

Research of stress-strain state of cylindrical workpiece at nonstationary strain is conducted 
through improved experimental and analytical research methods of stress-strain state cylindrical 
workpieces during face-end compression. According to which analytical expression between strains 
in the form of solution of a differential equation with separated variables is received: 
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where 0m >  − a constant, which is determined during the experimental research. 
Stressed state determined using flow theory. Limit strain was determined using scalar and 

tensor models of accumulation the damages. 
The simplest scalar Kolmogorov model, based on the principle of linear accumulation of 

damages 
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using a parametric representation of relation (1) takes the following form 
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where ψ  − damage of microparticles; ( )* *c cε ε η=  − limit strain curve at stationary deformation; 

uε  − accumulated plastic strain; η  − stress state index; x  − parameter of deformation process. 
If there is a hot deformation, the limit plastic deformation depends on the law of the change 

strain rate too. Features mechanics summation damage under these conditions can be reflected by 
the scalar version of the well-known model 
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0
∫ ⋅⋅−=
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( ,t τ – time; ( )( ),t Iϕ τ τ−  – heredity kernel; f  – some function). Taking into account the dependence 
of cumulative deformation uε  on strain rate uε  

 ( )
0

.
t

u u dε ε τ τ= ⋅∫   (5) 

two important for practice variational problems of isoperimetric type are formulated. The first 
problem is formulated as follows: to define the strain rate change law ( )u u tε ε=   at which preset 
cumulative deformation *ε  is achieved in the shortest time *t  provided that ( )* 1tψ =  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
* *

* * * *
0 0

min, , ; 1.
t t

u u ut t t d t I f dε ε ε τ τ ϕ τ τ ε τ τ= → = ⋅ − ⋅ ⋅ =∫ ∫    (6) 

The second problem formulation: to define the strain rate change law ( )u u tε ε=   at which for 
preset time *t  the material gets the greatest deformation *ε  provided that ( )* 1tψ =  
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Necessary conditions of extremum existence (7) are carried out only in trivial cases which 
have no practical importance. In the statement (7) an important condition which from the physical 
point of view displays that destruction of material cannot occur till *t  was not taken into account, 
i.e. 
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By feasible functions region reduction to the piecewise constant functions class, specifically 
for two-level schemes 
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the problem (7) subject to (8) is converted to the nonlinear programming problem 
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in which efficiency function depends on three unknown variables 1 2 1, ,u u tε ε  . 
Here ( )* *i c uit t ε=  , 1,2i = ; *ct  − known function which characterises the material properties. 

By the instrumentality of  the Lagrang’s multipliers method the problem (10) has been convert to 
the problem of finding of one-variable function optimum value. According to the found solution 
optimum scheme is the one where 1 2u uε ε>  (!). The received result allows to assume, that optimal 
resolution of the variational problems (6) and (7) exist for many other feasible functions classes. 

The task of further research will be to construct a model of damage summation, special 
cases of which are reduced to the criterion relations (3) and (10). 
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ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ 
ПРЕДЕЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЗАГОТОВКИ В УСЛОВИЯХ 

НЕСТАЦИОНАРНОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ 

Одним из самых распространенных процессов деформирования есть торцевое сжатие, 
которое является составной частью технологического процесса изготовления деталей, а 
также используется и в качестве способа исследования физико-механических свойств 
материалов. Как известно, при торцевом сжатии цилиндрических заготовок из 
малопластичных материалов на боковой поверхности образуются трещины. Причем степень 
сжатия, при которой появляются трещины, зависит от интенсивности бочкообразования на 
боковой поверхности. В свою очередь интенсивность бочкообразования определяется 
условиями трения на торцах заготовки. 

В данной работе предложена математическая модель и информационные технологии 
определения предельных пластических деформаций материала на свободной боковой 
поверхности цилиндрической заготовки при торцевом сжатии в условиях холодного и 
горячего деформирования. 

Исследование напряженно-деформированного состояния цилиндрической заготовки 
при нестационарном деформировании проведено на основе совершенствования 
экспериментально-аналитической методики исследования НДС цилиндрических заготовок 
при торцевом сжатии. В соответствии с указанной методикой получено аналитическое 
описание зависимости между деформациями в виде решения дифференциального уравнения 
с разделяющими переменными: 
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где 0m >  − константа, определяемая на основе экспериментальных данных. 
Напряженное состояние определяли с использованием теории течения. Предельные 

деформации определяли с использованием скалярных и тензорных моделей накопления 
повреждений. 

Простейшая скалярная модель Колмогорова, базирующаяся на линейном принципе 
накопления повреждений 

 ( )
*0

,
[ ( )]

u
u

u
c u

dε ε
ψ ε

ε η ε
= ∫  (2) 

при использовании параметрического представления зависимости (1), принимает следующий 
вид 
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где ψ  − поврежденность макрочастицы; ( )* *c cε ε η=  − кривая предельных деформаций при 
стационарном деформировании; uε  − накопленная пластическая деформация; η  - показатель 
напряженного состояния; x  − параметр процесса деформирования. 

При горячем деформировании предельная пластическая деформация существенным 
образом зависит от закона изменения скорости деформаций. Особенности механики 
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суммирования повреждений в этих условиях могут быть отражены скалярным вариантом 
известной модели 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ,;
0
∫ ⋅⋅−=
t

u dfItt ττεττϕψ   (4) 

( ,t τ – час; ( )( ),t Iϕ τ τ−  – ядро наследственности; f  – некоторая функция). С учетом 
зависимости накопленной деформации uε  от скорости деформации uε  

 ( )
0

.
t

u u dε ε τ τ= ⋅∫   (5) 

сформулированы две важные с практической точки зрения вариационные задачи 
изопериметрического типа. Первая задача формулируется так: определить закон изменения 
скорости деформации ( )u u tε ε=   при котором заданная накопленная деформация *ε  
достигается за кратчайшее время *t  при условии, что ( )* 1tψ =  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
* *

* * * *
0 0

min, , ; 1.
t t

u u ut t t d t I f dε ε ε τ τ φ τ τ ε τ τ= → = ⋅ − ⋅ ⋅ =∫ ∫    (6) 

Формулирование второй задачи: определить закон изменения скорости деформации 
( )u u tε ε=   при котором за заданное время *t  материал способен накопить наибольшую 

деформацию *ε  (при условии, что ( )* 1tψ = ) 

 ( ) ( )( ) ( )( )
* *

* *
0 0

max, ; 1.
t t

u ud t I f dε ε τ τ φ τ τ ε τ τ= ⋅ → − ⋅ ⋅ =∫ ∫   (7) 

Необходимые условия существования экстремума (7) выполняются только в 
тривиальных случаях, которые не имеют практического значения. В данной постановке не 
учтено важное условие, которое из физических представлений отображает тот факт, что 
разрушение материала не может произойти до времени *t , т.е. 
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Показано, что при сужении области допустимых функций к классу кусочно-
постоянных функций, в частности, для двухступенчатой схемы 
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задача (7) с учетом (8) может быть сведена к задаче нелинейного программирования 
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в которой целевая функция зависит от трех неизвестных 1 2 1, ,u u tε ε  . 
В приведенном соотношении ( )* *i c uit t ε=  , 1,2i = ; *ct  – известная функция, которая 

характеризует свойства материала. С помощью метода множителей Лагранжа задача (10) сведена 
к задаче определения экстремального значения функции одного аргумента. Согласно 
полученному решению оптимальной является схема, для которой 1 2u uε ε>  (!). Приведенные 
результаты позволяют предположить, что оптимальные решения поставленных вариационных 
задач (6) и (7) существуют и для многих других классов допустимых функций. 

Задача дальнейших исследований будет заключаться в построении модели 
суммирования повреждений, отдельные случаи которой сводиться к критериальным 
соотношениям (3) и (10). 
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