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 �  ��������	��  �	����

�  ���������  	��	���  &	����
 , ��	���
 , 	%�� -
�����  ��	���  &��
���  
	����
��	�  %����	� . ��
	*  )  %�����  
���
����  �	
�	 -

	�
�  ��#	�
���� , �
�  �������  �  ��
#	��  ���������  ��
  �	%� '�%����  
���
�
��
�  %������ . +�������	  �	�����"  
���
����  %������  ���  �	%� ’ �%����  
��  ���
�
��
�  %�������  ��  ���  ���	�����	�  �	�	�
  ��������� . !	%#�����	   
�	%� ’ �%����  ��

�����  % 
	*�	�  ���
 , ����)����  100 ���������  %������  ���  
�
�	�
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��   ��  
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�  �	��� . !	%#������  �	*�
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�  Maple ���  �	%� '�%����  ����	����
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�����  

+	�����  �
��� , �
�  )  	��
�  �% ���#	�	���/
�  �������
��
�  �	���� , 
��)  ��	"  ��#��	��
	��  ���	��" . 3
��	 , �
  � ���  ���
	��  �	����� , �
�

�	  ��  
�  ��%�������  �����	�  ��	��	���  �"���
	#	  �	%��� , �  ���	  ���	���	  ���  %��	 -
�	�����  ���
�
��
�  �	����  �"��� . .% ���	�  ���
�
���  ����������  �"���  
�	%�
������ , �	��  �  �	�����  �
���  ��
	*  %���"���	��  �  ��	�
	���"���	 -
�� . 

+	�����  ��	  �
��	  �
�

�	  �  �	���	�
���  ���
  �  %�'�%
�  % ��	��������"  
�����
�  ��%�
�  ��������� , ����
� , �	��
�  � � . � . �	��  ��	���
�  �	%#���� -
�
��  �
/�  ����  �  �	�����  �
��� , �
�  �����  ��%
��"��  ���������
�
  �
��� -
�
 . ����������  �
���  ���
	�  %��	�	�����
  �	����
  ���
�


  �
�  ����� , � 
�
/�  ����%  ��#��	  ��	����  �
�

�
  ��	�	��  �
���  �
  ��%������  ������� , 4	  
�

	�����	��  ���  	� ')
���
 , ���  �

�  ��)  ����  ��	������  	�
�
��  ��  �����  
����

 . +	�����  ����/  �	��
�  �
�����  ��

�  ���
�
� , �
  �	�*
�� , ��	4� , 
��#� , ���  ��  �� . ��
����  �	  ��	������  	��	��	�  	�
�
��  ���
  ��  ����/  ���� -
��  ����
�
 , 4	  	���*��
  	�	��
��  ������������ . ��
 , ����

��� , ���
  
�������  ��
�
��   ���  �	%�������  1/60 #	�
�
  ��	  #������ , ��
����  ���  �	%-
�������  1/60 ��
�
�
  (1/3600 #	�
�
 ) ��	  #������ . 

 ��%��*�"�
  ��  �� , 4	  ��	�	��  �
���  %�������"����  �  �����������/
�  
% ���	�
�  ���  ��
	�
��� , �	�����  ��	��  �
  ������
��	#	  �
���  ��	�

��	  �  
���
�  % ���%�
����
�
  �����	4��
  �  �	���	  	���*����
  �
%�����  �
/�  �  
XVI-XVII ��	������  �����  �
���	��  �����
	�
�  ��	���  � �	#��
&��� . (�	� -
�
�	  ���

�  �	#����  �����	4�  ����	�
�  �	�  &�
� , 4	  ��
  ��	*����  ��  ��� -
�
���
�  ����  �  ��%�������  �
�	�
�	  �
��	  ��  ����/� , �  ���/�  �
����	#	 . 
5�
��	  ��
	*  ���%���
�
 , 4	  4�  6�
&���  �  1553 #. ��%
���  ��	�
  «����
 -
�
  �
����
 ». 

5���  �	�����  �
���  ��%	�  �% �
����
  ��	�	�
�
  	��
���
  ��%��  ����	 -
�����
�  �
��� . 

2�����  �
����  ��%�������
�  ���
�
� , �	��	  �
��*����  ���
	#	  %����� -
��  ��
	�  ���
�
�
  �
��	� , ��
���
  �	  ��������  �
���  ������	�����
� . 

.��	�
��
�  ����
�%  ��
�
��)  ��
  %����  «���
�
��� » ������	�����
�  �
 -
���  +�&�#	�� , �

�  �
��
�  ������������  ���#	����  
�������  % �	#	  ��	�	 -
�	" . .��
/�  
�*��
 , +�&�#	�  �
��
� , 4	  ����	/����  �	�*
�
  ���#	����  

�������  �	  �	�*
�
  �	#	  ��	�	�
  ��  �	*�  ���
  �
��*���  ���

�  ����	�� -
���
�  �
��	� . 

2����	  ��%��/�  �	���
  %'�����
��  �  �%�
��"���
��  ��� ')���  �
��� . 0
� -
�����
���  %���	�������  ��� ')��
�  �
���  �  %�#����
�  &	������  � ��  �

	�
 -
������  �
  
	�&���)����  ��#�������
�  �������  	��	����	  �% ���������  ����  
�
  ���	�����	#	  �
���  ����/�  %�������"����  �  �������  (VI – XI ��	����� ) � 
��	�
  ��%��/�  �  ���	���  0������	�  ,%�� �  2�
��
�%%�  — �	��%������ , ��� -
*

�� , �%��
�� , �%������*�����  � �� . .������  *�  ����*
��  � ����
����  ��� -
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�������  ���� , ��� ')��
�  �
���  � ���  ���  �
�
  ��  ��

�����  �����	���/
�  
���������
�  ���
�
� , ��

�  �
  ��
���	
 –%�
�	
 , ������4����  �  ��	�
�� -
*�
�  ������
��  �	4	 . 

7	�	  ��	#	  �������	�����  )��	�����
�  ��#�������
  �	�#
�  ���  ������ -
���
  ���  ����
�  0�	��  ��	  �  %	����  ��  �	%#�����
  ��� ')��
�  �	%� '�%
��  ��� -
���� , ��	 , 	���*�"�
  ��
�  �������� , ���*��
  ��� ')���  �
���  &�
�
��
�
 , 
�������
�
  �
����
 , «�
����
  ���/
�
 , ��*  ��4	 ». 1
/�  �  XVI ��	�����  
��
��� , �	%�	���"�
  ������
���  #�	�����" , ���  #�	����
���  ����������  
��� ')��
�  �
���  �
  ���������
�  �����%
�� , �
�  % �
�  ���  � ����	  %�#����	� -
�
����
� . 

3
���  ����	������  �  ������	������ , �	�����  �  ��� ')���  	���*��
  %�#��� -
��  ��%��  �����
�  �
��� . 

(���
  ��  ���
#�	  4�  %�
���
�
��  �	��  �	%/
����  �	�����  �
��� , �
  �  
��	����  �	����/	#	  �	%�
�
�  �������


  �
��
�	�� , 4	  �  �	��  �	�����  
��
	*  )  ��%��	�����
� . 2	
���� , �	%� '�%	
  
�������
�  �������  �*�  ��  �	 -
���
	�	��  �����  �	%�
�
�  ��#���
  ��
%���  �	  ���	*�
�	�  �  	������  �����
�  
�
���  	�������  %���	�*����  
�������	#	  
	����  % ��� ')��	#	  �
��� . 

���
�
��  2y  ��
  ���� -�
	��  �
��	�	��  %�������  y  ����  ����� ')��	" , 
�	��	  �	��  �	*�  ���
  ��	  �	����	"  ��	  ����	"  ���" , ����

���  ��
  

8y = ±  ��)�	  2 64y = + ; ��
  0y =  � 2 0y = . 
��

�  �
�	�  �����  �����
�  �
���  ����)  *	��	#	 , 
������  �
	#	  �	��� -

�"���  �
  ��� ')����  ���
�
�� . (�*� , � 
	����  
�������
�  �% ��� ')��	�  ���
 -

�
�
  2y-  ��  �	*�  ���
  �
��*��
�  *	��
�  �����
�  �
��	� . 

3
  	%����)  �� , 4	  ���
�
��  2y-  )  «����	" », «������"�	" », �
  �� �� -
%
���
  �������	
  ����
��� , 4	  ��%����	  �	��	�"������  ��
  ���
	��  ����� -

��	��  �	%/
�����  �	�����  �
��� ? ,�*�*  �� . ���
�
��  2y-  )  ������	  
����"�	"  ���
�
�	" , �
�  ��  �	*�  ���
  �
��*���  ��%�

� , ���	�
	���
�  
�	������  �����	#	  �
��� . ���  �	%/
�����  �	�����  �
���  
���  �����	�  	�
 -
�
�� , %� �	�	�	#	"  �
	"  �
��*�"����  ���  ������  �
��� , ��	�����	  �����
  
��
��
�	�	  �	��  	�
�
�" , �
�  �����	  �	%�����
  ��
�	"  i , ��"�
  ��  
���%�  ���  �
�  �	%��������  ���
�
��  
 1i = -  ��	  2 1i = - . (1) 

�	��  2y-  �	*�  ���
  �
��*��	  ����%  �	��  	�
�
�"  i  ��
 : 

 ( )2 2 21 1y y y iy- = - × = - × = . (2) 

2�  ���	�
��	"  ����
��)"  �
��	  i  ��%���
  ����	"  	�
�
��"  (%&���  
�'���(&  – ����������	��
 ), �  �
���  iy  – �
��	  ����
�
  �
����
 . 3
��	  �
 -
��  
 x iy+  (3) 
	���*��	  ��%��  
	����
��	#	  �
��� , �  �
	��  �	%��%��"��  ������  ����
��  
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x  ('#����  ���$���  – ����� 
��
 ) � �����  ����
��  y  (%&���  ���$���  – 
����������
��
 ). 

�	����
���  �
���  �	���
  %'�����
��  �  �	�	���  	
���
�  �������

��  
�	�
��"�
  % XVI ��	����� . ,��  /
�	
�  �
%�����  �  �	/
�����  �	�
  	��� -
*��
  �
/�  �  XIX ��	����� , �����  �	#	  �
  ��  ����*�  XVIII - XIX ��	����  	� -
�	����	  �  ��%���*�	  	�
�  ���  	��	#	  � . -����	�  (�  1797-1799 � .), 
� . ��������  (�  1798-1799 � .) � 8 . ,�#��	�  (�  1806 � .) ����  ����  #�	����
� -
��  �������������  
	����
��
�  �
���  �
  �	�	
  �
��	�	�  ��	4
�
 , � �����  
�	#	 , �
  %� �	�	�	#	"  
	����
��
�  �
���  ����	��  �
��/
�
  ���  ���
�
��	  
��*�
�
�  %���� , ���	%� '�%��
�  �  	������  �����
�  �
��� . 

�	�
  �	  
	����
��
�  �
���  ����
�
��  % ���

	"  ���	���	"  �  ��  �	%� -
���
  ����	�  ����  ������  ��#��	  ���


�  �������

�� . ����

��� , 1������  
�
��� : «�	����
���  �
��	  – ��  �	�

�  � ��%"�
�  %����  �	*�������	#	  �� -
�� , ���*�  ��&����  ��*  ������  � �������� ». 

��  %�
�������  %����*
�	 , 4	  ���  
	����
��
�  �
���  %��
/�"����  
��������
�
�
  ���  	��	���  %�
	�
  ��
&���


  �  ��#���
  ��  �
  %�������  
&��
���  ���  
	����
��	#	  ��#������  �
  	���*�)�	  %�	��  
	����
���  �
� -
�	 . 

 ����  �	#	 , ����  �
%
�  �
���� , �
�  �  	������  �����	#	  %����	�  ��  �	#�
  
���
  �
��/���  �  ����	  �	%#�����
��  �
  �����	
�
 , 	���*��
  ��	���  �  ��
 -
�	��)  �	�������  �  	������  
	����
��	�  %����	� . 

����

��� , �  	������  
	����
��	�  %����	�  ��#��������  ��������  n -
�������  %��*�
  ��)  �	��	  n  
	����� , �  �	�  ���  �
  �  	������  �����	�  %����	�  
�	�	  �	*�  ���
  �  ���/�  
���
����  
	�����  � ������  *	��	#	 . 

�  	������  
	����
��	�  %����	�  ����)  �	#��
&�  ���  ��� ')��
�  �
��� ,  
&��
���  �
���  � 
	�
���  �	*���  �������
  ���� -�

�  %������ , �  ��  ����

  
%������ , 4	  ��  �����
4�"��  	�
�
�� , ��  �� . 

+	����

  ����
��  ��	���
��
�  �������� , ��  �	����  	��	���  &	����
 , 
��	���
 , 	%������� , �
�  ���
����""����  ���

	"  
���
���"   ��

����� . �� -

	*  )  %�����  
���
����  �	
�	
	�
�  ��#	�
���� , �
�  �������  �  ��
#	��  ����� -
����  ��
  �	%� '�%����  ���
�
��
�  %������ . �  
����  
	*�	�  ���
  ���������  
%������� , ��	������  ���  ��	�������  ���
�
��
�  %����� . (
���	  �	%#���� -
)����  �	*�
�����  %���	�������  ��&	�������
�  ����	�	#��  ��
  �����%�  &�� -

���  
	����
��	�  %����	� . 2	
����  �
����  %�	����
�  ��  %���	�������  
�������
��	#	  �	���
�  Maple. ����  �	#	  % 
	*�	�  ���
  �	���	  100 ������ -
���  %������  ���  
	���	���
�  �	��� .  

�  �	����

�  ���4��	  %�����  
���
����  �	
����
�  �	%� ’ �%���  ��

����� , 
4	  ��)  %�	#�  �

	�
��	�����
  �	#	  ���  ���	�����	#	  �
������  &��
���  

	����
��	�  %����	� , %	
����  ���������
  %�	��	�  &	��
  �������� . 
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1 ���)��)  ����������*�  +,�� .  �*�!- �+��  ���  � �  
���������,�,  +,�� �,  

�	����
��
�  �
��	�  (
�"./�
���  ���/�  – ���
�����	���� ) z ��%
 -
��)����  �
��%  �
��  
 z x iy= +  (4) 
(�/0�1��2���  3��"�  (�������������� ) 
	����
��	#	  �
��� ), ��  x  � y  – ���� -
�
�  ������  �
��� , �  i  – �����  	�
�
�� .  

3
���  x  � y  ��%
��"��  ����	����	  �����	"  ��  ����	"  ����
���
  
	� -
���
��	#	  �
���  z � �	%����"��   
 Rex z= , Imy z= . (5) 

�	����
���  �
��	  z x iy= -  ��%
��)����  ����*��
�  (�.�&4���  – 
�������� ) 
	����
��	��  �
���  z x iy= + . 

�	����
���  �
���  1 1 1z x iy= +  ��  2 2 2z x iy= +  ���*�"����  ����
�
  �	��  � 
�
/�  �	�� , 
	�
  1 2x x= , 1 2y y= . 

�	����
���  �
��	  z x iy= +  %	���*�)����  ��  ��	4
��  Oxy �	�
	"  M  
�% 
		��
�����
  ( ),x y  �
  ��
�	�	� , �	���	
  �
	#	  %���	�
����  �  �	���  

( )0;0O , �  
�����  �  �	���  ( ),M x y  (�
� . 1). 

�	�*
��  r  ��
�	��  OM  ��%
��)����  � 	 � � � � �  ("�'%/	  – ���	�	� ) 


	����
��	#	  �
���  � �	%����)����  z , ��
  4	  2 2z x yr = = + .  

���  j , ���	���
�  ��
�	�	�  OM  �% ����"  Ox, ��%
��)����  ��#�����	�  
(��0%"��$  – ��
��
	�� ) 
	����
��	#	  �
���  z � �	%����)����  Arg zj = ; ���  
�
%����)����  ��  	��	%����	 , �  �% �	�����"  �	  �	���
� , �

�  
����
�  2p : 
 ( )arg 2 , 0, 1, 2,...Argz z k kp= + = ± ± . (6) 
��  argz – #	�	���  %�������  Arg z, 4	  �
%����)����  ��	���
  
 argzp p- < £ . (7)  

�	����  � ��#�����  
	����
��	#	  �
���  )  ����������
 , �
�  �
%����"��  
��
#	�	����
���  ��  �	
�%�

	��  &	���  %��
��  
	����
��
�  �
��� : 

 ( )cos sinz ir j j= +  – $��0���"�$�����  3��"�  (�������
�������� ); 

 
iz ejr=  – .�
�5��
���  3��"�  (��
����
�������� ). 

+�
  �

	�����  ��#�������
�  ���  ���  
	����
��
�
  �
����
  �	�����	  
����
  �����	�
�
  ���  ��#�������	�  &	��
  %��
��  �	  ��
#	�	����
��	�  (�	 -

�%�

	�	� ) � �����

 . ���  ��	#	  �

	�
��	��"����  &	����
  �����	�� , 
	���
���  % �
� . 1. 

'	����
  �����	��  ���  ��
#	�	����
��	�  (�	
�%�

	�	� ) &	��
  %��
��  
�	  ��#�������	� : 
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!
���	
  1 

 
cos ;

, ,
sin .

x
x y

y

r j
r j

r j
=�

® � �
=�

  (8) 

'	����
  �����	��  ���  ��#�������	�  &	��
  %��
��  �	  ��
#	�	����
��	�  
(�	
�%�

	�	� ): 

 , ,x y r j®  �  

2 2 ;

arctg , 0,

arctg , 0, 0,

arctg , 0, 0,

, 0, 0,
2

, 0, 0.
2

x y

y
x

x
y

x y
x

y
x y

x

x y

x y

r

p

j p

p

p

= +

� >�
�
� + < ³
�
��

= - + < <�
�
�

= >�
�
� - = <
��

  (9) 

���  
	����
���  �
���  1z  � 2z  �����  �	��  � �
/�  �	�� , 
	�
  ��  �	����  ��� -
�� , �  ��  ��#�����
  ��	  ����� , ��	  �����%��"����  ��  ���
�
�� , 4	  
�����  2p : 

 1 2
1 2

1 2

,
.

Arg Arg 2 ,( 0, 1, 2...),

z z
z z

z z k kp

� =�
Û =�

= + = ± ±��
 (10) 

������  ��  �����  ����
�
  
	����
��	#	  �
���  �
��*�"����  ����%  ���� -
*���  
	����
���  �
���  ��

�  �
�	� : 

 
Re ,

2
z z

z
+

=  Im .
2

z z
z

i
-

=  (11) 
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� � � 
 � � �  1 .  �	����  �  ����	�	���������  ��  �	
�
��
	���  �	����  

����	  2 3 2z i= + . 
�	
� '�
���� . 
�  ����������	�  �	���  �����  ��
������	 : 

 2 3; 2.x y= =  
�	��  

 2 2 12 4 4x yr = + = + = ; 

 
2

62 3

y
arctg arctg

x
p

j = = = . 

���� , 

4 cos sin
6 6

z i
p p� �= +� 	


 �
 – ����	�	��������  �	���  z; 

64
i

z e
p

=  – �	
�
��
	��  �	���  z. 
 
� � � 
 � � �  2 .  �	
� '�
���  ��������  2 4 13 0x x+ + = . 
�	
� '�
���� . 

 2 4 16 4 13 36D b ac= - = - × = - ; 

 12

4 36 4 36 1 4 6
2 3

2 2 2 2
b D i

x i
a

- ± - ± - - ± × - - ±
= = = = = - ± . 

 ���	���! : 1 22 3 , 2 3x i x i= - + = - - . 
 
� � � 
 � � �  3 .  ���  �
��  �������  
��������  x  ��  y  ��
	�"��!��  �������!  

( ) ( )2 2 1 4 5x i y i i- + - = - ? 
�	
� '�
���� . 
�	

����#��  �"�
�  �  �����  �������  ��������  ��  ��"�"#��  ������  ��  "� -

���  ������� , 	�������	  
 ( ) ( )2 2 4 5x y i x y i- + - + = - . 

 �
	����	�"#��  	
�������  ����	���  
	����
����  ����� , ����������	  
������  ��  "����  �������  ������  ��  
���� : 

 
2 4;

2 5.

x y

x y

- =�
�
- + = -�

 

�	��	���	  ��"��  ��������  ��  2 ��  �	���	  �	�	  �	  ���$	�	 . ������ -
��	  

 
3 6; 1;

2 5, 2.

y x

x y y

= - =� �
�� �

= + = -� �
 

 ���	���! : 1, 2.x y= = -  
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�  ��#���������  &	���  %��
��  ���  ���  
	����
��
�
  �
����
  �	�����	  

�

	�����
 , ���*�"�
  4	  i  %�
����
�  �
��	���
�  ��	*�

 , )�
��  �	#	  
	�	��
����� , 4	  2 1i = - . 

�	�������  � ����������  
	����
��
�  �
���  �

	��)����  �
/�  �  ��#�� -
�������  &	��� . (�*� , �
4	  
	����
���  �
���  %����	  �  ��
#	�	����
����  
(�	
�%�

	��� ) &	��� , ���/� , 4	  ��	�����	  %�	�
�
 , 4	�  �

	���
  	���� -
��"  �	�������  ��	  ���������� , �

	�
��	��"�
  &	����
  �����	��  ����� -
�
  �	  ��#�������	�  &	��
  %��
�� . 

 
� 	 � � � � � � �  

1 1 1

2 2 2

,

;

z x iy

z x iy

= +
�

= +  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 .

z z x iy x iy x x iy iy

x x i y y

+ = + + + = + + + =

= + + +
 (12) 

 
� � � � � � � � � �  

1 1 1

2 2 2

,

;

z x iy

z x iy

= +
�

= +  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 .

z z x iy x iy x x iy iy

x x i y y

- = + - + = - + - =

= - + -
 (13) 

 
� � � 
 � � �  4 .  

( ) ( )1
1 2

2

2 3
2 3 7 5 2 7 3 5 5 2

7 5

z i
z z i i i i

z i

= -
� + = - - + = - + - + = - +

= - +
. 

 
(�������  ��	*����  � �������  �	*��  �

	�����
  �  ���� -�
��  &	���  %�-

�
��  (��*��	  �

	�
��	�����
  ��  &	���  %��
�� , �  �
��  %����	  	�
���  
	� -
���
���  �
��� ). 

 
� � 	* �� � �  
� ) ��#��������  &	���  %��
��  

1 1 1

2 2 2

,

;

z x iy

z x iy

= +
�

= +  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1.

z z x iy x iy x x ix y ix y y y i

x x y y ix y ix y x x y y i x y x y

× = + × + = + + + =

= - + + = - + +
 (14) 
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� ) ��
#	�	����
���  &	���  %��
��  
( )
( )

1 1 1 1

2 2 2 2

cos sin ,

cos sin ;

z i

z i

r j j
r j j

= +
�

= +
 

 
( ) ( )

( ) ( )( )
1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

cos sin cos sin

cos sin .

z z i i

i

r j j r j j

r r j j j j

= + × + =

= + + +
 (15) 

 
� ) �	
�%�

	��  &	���  %��
��  

 
1

2

1 1

2 2

,

;

i

i

z e

z e

j

j

r

r

=

=
� ( )1 21 2

1 2 1 2 1 2 .ii iz z e e ej jj jr r r r += × =  (16) 

 
� � � � � � �  
� ) ��#��������  &	���  %��
��  
���  �������  ��	�  
	����
��
�  �
���  �  ��#���������  &	���  ��	�����	  � 

������ , � �����

  �	��	*
�
  ��  ����*���  �	  �����

�  
	����
���  �
��	 . 

1 1 1

2 2 2

,

;

z x iy

z x iy

= +
�

= +  

 

2
1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

.

z x iy x iy x iy x x ix y ix y y y i
z x iy x iy x iy x y

x x y y ix y ix y x x y y x y x y
i

x y x y x y x y

+ + - - + -
= = × = =

+ + - +

+ - + -
= + = +

+ + + +

 (17) 

� ) ��
#	�	����
���  &	���  %��
��  
( )
( )

1 1 1 1

2 2 2 2

cos sin ,

cos sin ;

z i

z i

r j j
r j j

= +
�

= +
 

 
( )
( )

( ) ( )( )1 1 11 1
1 2 1 2

2 2 2 2 2

cos sin
cos sin .

cos sin

iz
i

z i

r j j r
j j j j

r j j r
+

= = - + -
+

 (18) 

� ) �	
�%�

	��  &	���  %��
��  

 
1

2

1 1

2 2

,

;

i

i

z e

z e

j

j

r

r

=

=
� ( )

1
1 2

2

1 1 1

2 2 2

.
i

i
i

z e
e

z e

j
j j

j

r r
r r

-= =  (19) 

 

� � � 
 � � �  5 .  ���������  
3

2 3

i
z

i

+
=

-
. 

�	
� '�
���� . 

 
3 2 3 2 3 2 3 3 3 5

.
4 3 7 72 3 2 3

i i i i
i

i i

+ + + + -
× = = +

+- +
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(�������  ����������  �	  �������  ��  �	/�
  
	����  �

	��"����  �
/�  �  
��
#	�	����
����  (�	
�%�

	��� ) &	���  %��
��  
	����
��	#	  �
��� . 

 
+� �� � � � � � �  � 	  � � � �� � � � � 	#	  � � � � � � �  
� ) ��
#	�	����
���  &	���  

 ( )cos sinz ir j j= +  �  ( )cos sinn nz n i nr j j= + . (20) 
 
� ) �	
�%�

	��  &	���  

 .i n n n iz e z ej jr r= � =  (21) 
 
2��� 	 �* � � � �  
 	 � � � �   
� ) ��
#	�	����
���  &	���  

( )cos sinz ir j j= + �  

 
2 2

cos sin ,  0,1,2,... 1.n n
k k

z i k n
n n

j p j p
r

+ +� �= + = -� 	

 �

 (22) 

� ) �	
�%�

	��  &	���  

 
2

, 0,1,2... 1.
k

ii n nnz e z e k n
j p

jr r
+

= � = = -  (23) 
 

� � � 
 � � �  6 .  ���������  ( )
5

3 i- - . 

�	
� '�
���� . 
 �
�����	  ����	�	�������"  �	��"  
	����
��	�	  ����� , %	  ����	 -

���!��  �	  ������� . �����	  
   "�	�	#  3, 1x y= - = - . �	�� , 

 3 1 2r = + = ; 

 
1 5

.
63

y
arctg arctg

x
p

j p p= - + = - + = -  

���� , 

( )
5

5

5

5 5
3 2 cos sin

6 6

5 5 25 25
2 cos 5 sin 5 32 cos sin

6 6 6 6

3 1
32 cos sin 32 16 3 16 .

6 6 2 2

i i

i i

i i i

p p

p p p p

p p

� �� �� � � �- - = × - + - =� 	� 	 � 	� 	

 � 
 �
 �
 �

� � � �� � � � � � � �= - + - = - + - =� 	 � 	 � 	 � 	� 	 � 	

 � 
 � 
 � 
 �
 � 
 �

� �� �� � � �= - + - = - = -� 	� 	 � 	� 	

 � 
 �
 � 
 �
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��������  ���  �	
� ' �
����   
1. +	���
  �  ��
#	�	����
����  ��  �	
�%�

	���  &	���� : 
� ) 1z i= + ; 
� ) 3z i= - - ; 
 

� ) 2z i= ; 
#) 5z = - . 

2.  2����
  �	����  � #	�	���  %�������  ��#������  
	����
��
�  �
���  
� ) 4 3z i= + ; 
� ) 2 2 3z i= - + ; 

� ) cos sinz ia a= - . 

 
3. +	���
  �  ��#���������  &	���   

� ) 62 ;
i

z e
p

= ×   
� ) 1,arg ;z z p= =  

� ) 2 cos sin
4 4

z i
p p� �= × +� 	


 �
. 

 
4. 2����
  
	����  
�������
�  ������� : 
� ) 2 2 2 0x x- + = ; 
� ) 2 6 13 0;x x+ + =  

� ) 2 16 0x + = . 

 
5. 2����
  z, �
4	  
� ) 1 2 1 2, (1 ), (1 3 )z z z z i z i= = + = - ; 

� ) ( )2
1z i i

i
= + × -

-
; 

� ) 
2 1 2 2

1 1 1 2
i i

z
i i i

- -
= -

+ + -
; 

#) ( )5
3z i= - - ; 

� ) 3 1z i= + ; 

� ) 
2

1
1

i
z

i
-� �= � 	+
 �

; 

* ) 2 0z i+ = . 
 
6. 2����
  ������  �	%� '�%

  ������� : 
� ) ( )( ) ( )( )3 2 1 2 5 6x i i x iy i i- + + - + = + ; 

� ) ( )( ) 5x iy a ib i- - = , ��  a, b – %�����  ������  �
��� , a b¹ ; 

� ) 
1 2

2
1

i
z i i

+
+ =

- +
, ��  z x iy= + . 

 
7. 2����
  ���  
	����
���  �
��� , 4	  %��	�	����"��  ��	��  2z z= . 
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2 *�����-,+��  ���)��)  

 ��� -�
�  	������ , �
�  ����
��  �  �	��  ���
�  �	�
�  0z , ��%
��"��  	
	�	�  
(�
#/  – ������������ ) ��)�  �	�

 . 2������/	#	  %� 	
��  ������  
��#  ������	�  
r  % �����	�  �  � . 0z , ��

�  	
��  ��%
��)����  r -	
	�	�  �	�

  0z . +��  	
	�	�  
���
������	  ��������	�  �	�

  �	%���"��  	������ , 4	  %���	�
����  %	���  �	 -
�����	#	  
��#�  % �����	�  �  �	���
�  
		��
��� .  

 9
4	  ����)  r -	
��  �	�

  0z , �

�  �	�����"  ����*
��  	������  D , �	  
�	�
�  0z  ��%
��)����  ������/��	"  �	�
	"  (��%$�#6�&  $��
�  – ��
������

���
 ) 	������  D . 

 9
4	  ����)  r  	
��  �	�

  0z , �

�  �	�����"  ��  ����*
��  	������  D , �	  

0z  – 5���#6�&  $��
�  (�	
�����
���
 ) 	������  D . 
 9
4	  ���  ���� -�
	#	  r -	
	��  �	�

  0z  ����"��  �	�

 , �
�  ����*���  

	������  D  � �	�

 , �
�  ��  ��  ����*��� , �	  �	�
�  0z  ��%
��)����  ��*	�	"  
��	  �	�
	"  #���
��  ($��
�  0����(#  – ����
����
���
 ) 	������  D .  

9
4	  	������  �
����)����  �
/�  % ������/���  �	�	
 , �	  ��
�  	������  ) 
���
�
�	"  (�#'
��$�  �1/��$	  – �
��� ������ ) (�	%����)����  D ). 9
4	  % 
������/���  �	�	
  � �	�	
  #���
��  – %��
���	"  (5�"
����  �1/��$	  – �������
������ ) (�	%����)����  D ). 

(������  D  ��%
��)����  	��	%� ’ �%�	"  (�'��5� '&5��  �1/��$	  – ���
���
������
��� ������ ), �
4	  ���� -�
�  ��	���  %��
����  
�
�� , �
�  �	�����"  �� -
��*
��  	������  D , �	*�  ���
  ���#����  �  �	�
�  /���	�  ���������
�  ��&	 -
������  ��% �
�������  % ��)�  	������ . +�

���
  	��	%� '�%�
�  	�������  
��������  ��  �
� . 2. ���  ��/�  	������  ��%
��"����  ��#��	%� '�%�
�
  (1�0�$�5 -
� '&5��  �1/��$	  – �	�
�
���������
��������� ) (�
� . 3). -���
��  ��#��	%� '�%�	�  
	������  ��  �	*�  �
�����
��  % 	���)�  %��
���	�  
�
�	� . 

 
!
���	
  2  
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!
���	
  3                                    !
���	
  4 

-���
��  	������  �
����)����  �% %��
���
�  ����� , ��%��
���
�  ����� , �
�  
��%
��"����  �	%��%��
  (��5�#5  – �	
� ��
 ) � 	
���
�  �	�	
 , 4	  ��"��  ��%��  
�

	�	��  �	�

  (��
�/�$�  $��
�  – 
������� 
���
 ). ����
����  %�’ �%��
�  ��� -
�
� , �

�
  ����)����  #���
��  	������ , �
%����)  �	���	
  %�’ �%�	���  	������ . 

!	%#�����	  	��	%� ’ �%��  	������  (�
� . 4). �
�����	  ��  #���
��  	������  
���
�  �	�
�  �, �	�
��"�
  % ��� , �����	  	��	�
�
  #���
�"  	������ . 2�  �	�� -
��
�  ������  	��	��  #���
��  	��	%� '�%�	�  	������  ������  �	�  ������ , ��
  
�
	��  	������  %��
/�)����  ����  ���  %���� . +	  �	%��%��  	����  �

	��)����  
�����  �  ��%�
�  ��������  (�
� . 4). 

!�������   
 ( ) ( )1 2f z f z=   (24) 
�
%����)  ��  
	����
����  ��	4
��  ����"  ��	  �
�������  
���
����  �	�	
 . ���  
��  �	���	�
  ��  
	����
����  ��	4
��  ��	�����	  %������  z �  (24) �������
�
  
��#��������  &	���  %��
��  
	����
��	#	  �
���  x iy+  ��	  �	#	  ��
#	�	�� -
��
���  (�	
�%�

	�� ) &	��� . �  ��%�������  	��
��)�	  ��������  �����  �% ��� -
��
�
  ��#�������
  ,x y  (��������  �����  �  ��
���	���  �
�����  
		��
���  
Oxy, ����  x  �
	�  %��#�)����  �% �����	"  ����"  
	����
��	�  ��	4
�
 , �  ����  
y  – �% ����	" ) ��	  ,r j  (��������  �����  �  �	������  �
�����  
		��
��� , �	 -
�����  ����  �
	�  %��#�)����  �% �����	"  ����" , �  �	�"�  – �% �����
�	�  �����	�  
��  ����	�  	��� ). 

 

� � � 
 � � �  7 .  �	�"�"����  ����#  ��  
	����
����  ��	%��� , %	  ��
���� -
��!��  ���������   
 2 3z i- + = . (25) 

�	
� '�
���� . 
���������	  "  (25) z x iy= +  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 1 2 1 3z i x iy i x i y x y- + = + - + = - + + = - + + = . 
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!
���	
  5 

����
�  

( ) ( )2 2 22 1 3x y- + + =  – &� ��������  
	�� ,  �
  &����	�  "  �	�&�  ( )2; 1-  
����"�	�  3R=  (��� . 5). 

 
!��������   

 0z z R- =   (26) 
(��  z – 
	����
���  %����� ; 0 0 0z x iy= +  – �	������  
	����
���  �
��	 ; R – 
����� ')���  ������  �
��	 ) ��  
	����
����  ��	4
��  %���)����  
	�	  % �����	�  
�  �	���  ( )0 0;x y  � ������	�  R. ����

��� , 1 3 2z i+ - =  – ��������  
	��  % 

�����	�  �  �	���  ( )1;3-  � ������	�  2. 
2������/	#	  ��	*
��  �	�	
  ��  
	����
����  ��	4
�� , 4	  %��	������ -

"��  ������	���   
 ( ) ( )1 2f z f z<   (27) 
(%������  <  �	*�  ���
  , ,> £ ³ ) )  	�����"  (�	��	  ���
	"  ����
�	"  
	����
 -
��	�  ��	4
�
 ). ���  �	���	�
  ��)�  	������  
	�
���)�	��  ��

�  ��#	�
��	� . 

1. 2������  z �  (27) ���������)�	  ��#��������  &	���  %��
��  
	����
� -
�	#	  �
���  x iy+  ��	  �	#	  ��
#	�	����
���  (�	
�%�

	�� ) &	��� . �  �� -
%�������  	��
��)�	  
 ( ) ( )1 2, ,x y x yj j<  (28) 
��	  
 ( ) ( )1 2, ,y r j y r j< . (29) 

2.  ���)�	  #���
�"  	������ . ���  ��	#	  �  ������	���  (28) (��	  (29) %��� -
�
�	  %��
  ������	���  ��  «=». �  ��%�������  	��
��)�	  ��������  #���
��  	� -
�����  
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 ( ) ( )1 2, ,x y x yj j=  (30) 
��	  
 ( ) ( )1 2, ,y r j y r j= . (31) 

9
4	  ����������  (27) ���	#� , �	  #���
��  ��  ��	�
��  �	  /�
��	�  	������  
� �� �	�����	  �	�������
  /��
�	�	"  ����)" . �  �
���
�  �����	#	�  ������	� -
��  (27) #���
��  ��	�
��  �	  /�
��	�  	������  � �� �	�����	  �	�������
  �� -
�����	"  ����)" . 

3. -���
��  �	%�
��  ��"  
	����
���  ��	4
��  ��  ��
���
�  	������� , �
�  
�
  ��	������)�	 : ., .. , ...  …. �
  �	�
���  %�/��
�����
  �
/�  �� , �  �

�  
�

	��)����  ����������   (28) (��	  (29). ���  ��	#	  �  
	*���  	������  �
�
�� -
)�	  �	  	����  �	��� . +	  ���%�  ���������)�	  
		��
���
  �	�	
  �  ����������    
(28) (��	  (29). 9
4	  �  ��%�������  	��
��)�	  ����
����  ���������� , �	  %�-
/��
�	��)�	  ��"  	������ , �
��  ����*
��  �	�
�  – �  ���  	������  �

	��)����  
����������  (27). �  ��/	��  �
���
�  	������  ��  %�/��
�	��)�	 . 

4. 2�/��
�	����  ����
��  
	����
��	�  ��	4
�
  � )  /�
��	"  ��	*
 -
�	"  �	�	
 , �
�  �
%����"����  ���������"  (27). 

2��� �* � � � � : %���	�	�	���
�  ��#	�
��  ��  �	*��  %���	�	�����
  �  �
 -
���
� , �
4	  ����"��  �	�

  
		��
����	�  ��	4
�
 , �  �

�  �	��  �  	���  % 
&��
���   ( )1 ,x yj  ��	  ( )2 ,x yj  ( ( )1 ,y r j  ��	  ( )2 ,y r j )  ��  �
%������ . 

 

� � � 
 � � �  8 .  �	�"�"����  ��	���"  �	�	
  ��  
	����
����  ��	%��� , %	  
��
����#�!��  ���������#  
 2Im 2z > . (32) 

�	
� '�
���� . 
�����������	  "  (32) z x iy= +  

 ( ) ( )22 2 2Im Im Im 2 2z x iy x xyi y xy= + = + - = ; 

 2 2xy> . (33) 
 �
�����	  ��������  �����&�  	������ . ���������	  «=» 
�����!  
��
�  

������	���  "  (33). ���� , ��������  �����&�  
 2 2xy= ; 
 1xy= . 

'�  ��
������ , %	  �����&�  – ������	�� , �
�  �	
�����  
	����
��"  ��	%� -
�"  ��  ���  	������ : (, ((, ((( (��� . 6).  ���	�"#�� , %	  ���������!  (32) ���	�� , 
�����&#  ��  �	�"�"����  $����	�	#  �����# . 

 �������	  "  
	����  	������  �	�
"  � �����������	  �� 
		�������  "  �� -
�������!  (33) 

( 	�����!  – �	�
�  (2;2)A : 
 2 2 2 2× × > ; 

8 2>  – ���������!  ������!�� , �	�"  ��#  ( 	�����!  
�$����	�"��	 . 
(( 	�����!  – �	�
�  ( )0;0O : 
0 2>  – ���������!  ��������!�� , �	�"  (( 	�����!  ��  
�$����	�"��	 . 
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!
���	
  6 

((( 	�����!  – �	�
�  ( )2; 2B - -  
8 2>  – ((( 	�����!  
�$����	�"��	 . 
��$����	����  ��	����  �	�	
  (��� . 6) – $"
���  ��	���� , �
�  ��
�� -

����!��  ���������#  (32). 
 
����������   

 0z z R- <   (34) 
(��  z – 
	����
���  %����� ; 0 0 0z x iy= +  – �	������  
	����
���  �
��	 ; R – 
����� ')���  ������  �
��	 ) �
%����)  ��  
	����
����  ��	4
��  
��#  % �����	�  
�  �	���  ( )0 0,x y  � ������	�  R.  

��	*
��  �	�	
 , 4	  �
%����"����  ���������"  
 0z z r- >   (35) 
(��  z – 
	����
���  %����� ; 0 0 0z x iy= +  – �	������  
	����
���  �
��	 ; r  – 
����� ')���  ������  �
��	 ), %���	�
����  %%	��� 
��#�  % �����	�  �  �	���  
( )0 0,x y  � ������	�  r .  
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��������  ���  �	
� ' �
����  

8. 2	���%
�
  ��  
	����
����  ��	4
��  ����� , 4	  �
%����"����  ������ -
��� : 

� ) 2z = ; 

� ) 2 3z i+ - = ; 

� ) 2Re 1z = ; 

#) ( )2Im 2 Imz z z- = - ; 

� ) 2 2 1z z+ = ; 
� ) 4z i z i- + + = ; 

* ) Re 12z z- = . 

 
9. 2	���%
�
  ��  
	����
����  ��	4
��  	������ , 4	  %��	�	����"��  ��
�  

������	��� : 
� ) 2 1z + > ; 

� ) 
1

1, 0z
z

³ ¹ ; 

� ) 1 Im 1z- < < ; 
#) 2 1 2 4z i< - + < ; 

� ) arg
4 6

z
p p

- < < ; 

� ) 
1

1
1

z
z

-
£

+
; 

* ) 4 1 1 8z z£ - + + £ ; 


 ) 2 Imz z> + ; 


 ) 
1 1

Im
2z

� � < -� 	

 �

. 

 
10. ���
���
  �  
	����
����  &	���  ��������  
	��  2 2 2 0x y x+ + = . 
 
 
 

3 ���)��)  
������  �����������  ������� . �,������)  
�������  �  �)����  + ��,�,  

 !	%#�����	  ���  ��	4
�
  
	����
��
�  �
���  z x iy= +  ��  
w u iv= + (�
� . 7). !	%#�����	  ���
�  ��	*
��  G  �	�	
  �  ��	4
��  z � ��	 -
*
��  E �  ��	4
��  w. 

9
4	  
	*�	��  �
���  z % 	������  G  %� ���

�  %�
	�	�  �	�������	  �  
����	��������  �����  
	����
���  �
��	  w EÎ , �	  #	�	���� , 4	  ��  ��	*
��  
G  %����	  	��	%�����  &��
��"  (3%�
(#&  – �	��
��� ) 
	����
��	�  %����	� , 
�
�  ���	���*�)  ��	*
��  G  �  ��	*
��  E. 0
��	���	  ��  �	%����"��  

( )w f z= . 
��	*
��  G  ��%
��"��  ��	*
�	"  �
%�������  ("��4���  ��5������&  

– ������ ) &��
���  ( )f z . 9
4	  
	*��  �	�
�  ��	*
�
  E )  %��������  &��
 -
��� , �	  E – "��4���  5�����	  (����� ) ��)�  &��
���  ��	  	���%  ��	*
�
  G , 
%����
�  %� �	�	�	#	"  &��
���  ( )f z . 
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!
���	
  7 – -�	����
���  �������������  &��
���  
	����
��	�  %����	�  

 
9
4	  &��
���  ( )w f z=  	��	%�����  ��  ��	*
��  E � ��
  ��	��  ��	�  

��%�
�  �	�
��  ��	*
�
  G  ����	����)  ���  ��%��  �	�

  ��	*
�
  E, �	  ��
�  
���	���*����  ��%
��"��  �%�)�		��	%����
�  ��	  	��	�
��
� . 

 ��� -�
�  &��
��"  
	����
��	�  %����	�  ( )f z  �	*��  %��
���
  �  �
#����  

( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= + , ( ),x y GÎ , ��  ( ) ( ), Reu x y f z= , ( ) ( ), Imv x y f z=  – 
&��
���  �����
�  %����
�  x  � y . 5�  	�������  ��%
��)����  	������)"  �
�� -
�����  �����	�  ��  ����	�  ����
�
  &��
���  
	����
��	�  %����	� .  

 
: � � � � � � � � � �  &��
 � � �  
 	 � � � � 
 � � 	 �  %���� 	 �  
1. +	
�%�

	��  &��
���  

 ( )cos sin ,x iy xe e y i y+ = +  

 cos siniye y i y= +  – &	�����  :�����  
 
2. ��
#	�	����
���  &��
���  

 cos
2

iz ize e
z

-+
= , sin

2

iz ize e
z

i

--
= , 

 
sin

tg
cos

z
z

z
= , 

cos
ctg .

sin
z

z
z

=  

 
3. -�����	�����  &��
���  

 ch 
2

z ze e
z

-+
= , sh 

2

z ze e
z

--
= ,  

 
sh 

th 
ch 

z
z

z
= , 

ch 
cth 

sh 
z

z
z

= . 
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4. 1	#��
&�����  &��
���  
 ( )Ln ln arg 2z z i z kp= + + , k  – �	������  ����  �
��	 ; 
#	�	���  %�������  �	#��
&�� : 
 ln ln argz z i z= + . 

 
5. �%�#�������  �	
�%�

	��  &��
��� :  

 Lnz z aa e= , 
��  a , z – �	������  
	����
���  �
��� , 0a ¹ . 

6. �%�#�������  ���������  &��
��� :  
 Ln zz ea a= , 
��  a , z – �	������  
	����
���  �
��� . 

 
7. (�������  ��
#	�	����
���  &��
���  

 ( )2Arcsin Ln 1 ,z i iz z= - + -  

 ( )2Arccos Ln 1 ,z i z z= - + -  

 
1

Arctg Ln ,
2 1
i iz

z
iz

+
= -

-
 

 Arcctg Ln .
2
i z i

z
z i

+
= -

-
 

-	�	���  %�������  	������
�  ��
#	�	����
��
�  &��
���  arcsinz, 
arccosz, arctgz, arcctgz 	��
��)�	 , �
4	  �%��
  #	�	���  %�������  ����	�� -
��
�  �	#��
&����
�  &��
��� . 

 
, �#	 � 
 � �  � 
 � � � � � � �  � � � � � 	 �  �  �� � � 	 �  � � � � 
 � 
  &��
 � � �  
 	 � -

� � � 
 � � 	 �  %��� �	 �  
1. 2������  z ���������)�	  ��#��������  &	���  %��
��  
	����
��	#	  �
 -

���  x iy+ . 
2. 2�  �	�	�	#	"  ����������
�  ��#�������
�  ���  ���  
	����
��
�
  �
 -

����
  (��*��	  �  ��#���������  &	��� ) ��  ����
��  ����������
�  &��
��� , 
%�	�
�	  &��
��"  �	  �
������	�  
���
	���  �	���
�� , 
	*��  % �

�  ��	�	� -
����
�  ��	  �����
�  ��	  ����
�  	�
�
�� . 

3. -����)�	  	
���	  �	���

 , �
�  ��	�	������  �������  � ������  	�
�
��  
«i », «i » �
�	�
�	  %� ��*

 .  

 
� � � 
 � � �  9 .   �������  �����"  ��  "���"  ������"  �"�
&��  2w z= . 
�	
� '�
���� . 

( )22 2 2 22
z x iy

w z x iy x xyi i y
= +

= = = + = + + = 

( )2 2 2 22 2 ,x xyi y x y xyi= + - = - +  
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( ) 2 2,u x y x y= -  – ������  ������� ; 

( ), 2v x y xy=  – "����  ������� . 
 
� � � 
 � � �  10.   �������  �����"  � "���"  ������"  �"�
&��  zw ze-=  ��  	� -

�������  
�������  &��� �"�
&��  "  �	�&�  0z i= . 
�	
� '�
���� . 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

cos sin cos sin cos

sin cos sin sin cos

cos sin sin cos ;

x iyz x iy

x x x x

x x x x x

x x x x

z x iy
w ze x iy e x iy e

z x iy

x iy e y i y xe y ixe y iye y

i ye y xe y ye y ixe y iye y

xe y ye y i xe y ye y

- -- - +

- - - -

- - - - -

- - - -

= +
= = = + = + =

= -

= + + = + + +

+ = - + + =

= - + +

 

( ), cos sinx xu x y xe y ye y- -= - ; 

( ), sin cosx xv x y xe y ye y- -= + . 
�������	  
�������  �"�
&��  w �  �	�&�  0z i=  

( ) ( ) ( )cos sin sin cosx x x xw z xe y ye y i xe y ye y- - - -= - + +  �  

( ) ( )

( )

0 0
0

0 0

0
0 cos 1 1 sin 1

1

0 sin 1 1 cos 1 sin 1 cos 1.

x
w i z i e e

y

i e e i

=
= = � = × - × +

=

+ × + × = - +

 

 
��������  ���  �	
� ' �
����  

11. 2����
  ������  ( , )u x y  ��  �����  ( , )v x y  ����
�
  '�2  ( )zw  
� ) 2 1w z= - ; 
� ) 2 Rew z z= + ; 
� ) 3w z iz= - ; 

#) 
z i

w
z i

+
=

-
; 

� ) 
1iz

w
i z

+
=

+
; 

� ) 
2zw e= ; 

* ) sin3w z= ; 

 ) ( )w ch z i= - . 

 
12. !	%� '�%��
  ��������  1 0ze- + = . 
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4 *- �,�)  �  ����-�-�����7  
������  �����������  
������� . �,
�-�����������7  �   � ���,+����7   

�����  &��
���  ( )w f z=  �
%������  � 	��	%�����  �  ���
	��  	
	��  �	�

  

0 0 0z x iy= + , 
��� , �	*�
�	 , ���	�  �	�

  0z . 
-	�	���� , 4	  &��
���  ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  �  �	���  0z  ��)  #���
�"  

(0����(&  – ����
 ) (�	%� . ( )
0

lim
z z

f z
®

), �
4	  ����"��  #���
��  ( )
0

0

0lim ,
x x

y y

u x y u
®

®

= , 

( )
0

0

0lim ,
x x

y y

v x y v
®

®

= , ��
  ��	��  

 ( )
0

0 0lim
z z

f z u iv
®

= + . (36) 

+���
��  	��
������  #���
��  
1. ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

lim lim lim ;
z z z z z z

f z g z f z g z
® ® ®

± = ±� 
� �  

2. ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim ;
z z z z z z

f z g z f z g z
® ® ®

× = ×� 
� �  

3. 
( )
( )

( )
( )

( )( )0

0 0

0

lim
lim , lim 0 .

lim
z z

z z z z
z z

f zf z
g z

g z g z
®

® ®
®

= ¹  

'��
���  
	����
��	�  %����	�  ( )w f z=  ��%
��)����  ���������	"  (�� -
.�������  3%�
(#&  – ���
��	�	���	��
��� ) �  �	���  0z , �
4	  �	��  �
%������  �  
���
	��  	
	��  �	�

  0z  (�
�"��"�
  ����  �	�
�  0z ) � �

	��)����  ��������  
 ( ) ( )

0
0lim

z z
f z f z

®
= . 

(���
��	 , 4	  ���  ���������	���  &��
���  ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  �  �	 -

���  0 0 0z x iy= +  ��	�����	  � �	������	 , ��
  &��
���  ( ),u x y  � ( ),v x y  ���
  

���������
�
  �  �	���  ( )0 0,x y . 
0��� , ��%�
�� , �	���	
 , ����
�  ���������
�  &��
���  ��
	*  )  ������ -

���	"  &��
��)"  (
���  �
���
� , 
	�
  %������

  ������	�")����  ��  0). 
'��
���  ��%
��)����  ���������	"  �  	������ , �
4	  �	��  ����������  �  


	*���  �	���  ��)�  	������ . 
�����  &��
���  ( )f z  �
%������  � 	��	%�����  �  ���
	��  	
	��  �	�

  .z  

-	�	���� , 4	  &��
���  �
&�������	����  �  �	���  z, �
4	  ����)  #���
��  

 
0

( ) ( )
lim
z

f z z f z
zD ®

+ D -
D

, (37) 

��  #���
��  ��%
��)����  �	����	"  (.�8#'��  – ������
��� ) &��
���   
	����
� -
�	�  %����	� . 
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�� 	 � � � �  1. �����  &��
���  ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  �
%������  �  �� -

�
	��  	
	��  �	�

  z, �	  �	#	  *  �  ���  �	���  &��
���  ( ),u x y  � ( ),v x y  �
&� -

������	��� , �	��  ���  �
&�������	��	���  &��
���  ( )f z  �  �	���  z ��	�����	  � 
�	������	 , 4	�  �  ���  �	���  �

	�����
��  ��	�
  

 
u v
x y

¶ ¶
=

¶ ¶
, 

u v
y x

¶ ¶
= -

¶ ¶
. (38) 

�  ����������  ��	�
  (38) ��%
��"��  ��	���
  ��������� -:�����  ��	  
��	���
  �	/� -!����� . �  ��	��  ��������	��  �	����

�  ������  �����	  �
 -

	�
��	�����
  ��%��  ��	�
  �	/� -!����� .  

�	������� . �	�����	  ��	���
�  ��	��������� . �����  ����)  

 
0

( ) ( )
'( ) lim

z

f z z f z
f z

zD ®

+ D -
=

D
. (39) 

�
���
�	  ������  � �����  ����
�
  �
�����

�  � %������

�  (39) 

 

( ) ( ) ( ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ( ; ));

f z z f z f z u x" �v x y u x x y y

iv x x y y u x y iv x y

u x x y y u x y i v x x y y v x y

+ D - = = + = + D + D +

+ + D + D - - =

= + D + D - + + D + D -

 (40) 

  .z x i yD = D + D  (41) 
-���
��  (39) ��)  �������
  %� ���� -�
	#	  ��	�	��  ����������  zD  �	  �� -

��  � �	����"���
  	��	��  � �	��  ���	��  
	����
��	��  �
���  ( )f z¢ . 2	
�� -
��  ��  ��)  ������*����
�� , 
	�
  0y z xD = � D = D  

 
0

0 0

( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ( ; ))
'( ) lim

( ; ) ( , ) ( ; ) ( ; )
lim lim .

x

x x

u x x y u x y i v x x y v x y
f x

x
u x x y u x y v x x y v x y u v

i i
x x x x

D ®

D ® D ®

+ D - + + D -
= =

D
+ D - + D - ¶ ¶

= + = +
D D ¶ ¶

 (42) 

2������	  ��  ����  #���
�" , ��
���
�"�
 , 4	  0z yi yiD = + D = D . ����� -
���	  

 
0

0 0

( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ( ; ))
'( ) lim

( ; ) ( , ) ( ; ) ( ; )
lim lim .

y

y x

u x y y u x y i v x y y v x y
f x

yi

u x y y u x y v x y y v x y v u
i i

y y y y

D ®

D ® D ®

+ D - + + D -
= =

D

+ D - + D - ¶ ¶
= - + = -

D D ¶ ¶

 (43) 

����	��"�
  ��%���*�����  #���
��  ���  /����  ����������  % �
��%��  (42) 
� (43), 	��
��)�	  ��������  

 
u v v u

i i
x x y y

¶ ¶ ¶ ¶
+ = -

¶ ¶ ¶ ¶
. (44) 

����	��"�
  	%�������  ����	���  ��	�  
	����
��
�  �
��� , 	��
��)�	  

 
u v
x y

¶ ¶
=

¶ ¶
, 

z u
x y

¶ ¶
= -

¶ ¶
. (45) 

�	�����	  �	��������� . 2�  	%��������  �
&���������  &��
���  ��	�  ���� -
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�
�  %����
�  �

	��"����  ����	���  

 
1

2

( ; ) ( ; ) ,

( ; ) ( ; ) ,

u u
u x x y y u x y dx dy z

x y

v v
v x x y y v x y dx dy z

x y

a

a

¶ ¶
+ D + D - = + + D

¶ ¶

¶ ¶
+ D + D - = + + D

¶ ¶

 (46) 

��  2 2( ) ( )z x yD = D + D , 1a  � 2a  �����"��  �	  ����  ��
  0zD ® . �	��  ��
 -

����  &��
���  ( )f z  �
%����)����  

 

( )

1 2

1 2

( ) ( )

.

u u v v
f z z f z dx dy z i dx dy z

x y x y

u v v u
dx i idy i i z

x x y y

a a

a a

� �¶ ¶ ¶ ¶
+ - = + + D + + + D =� 	¶ ¶ ¶ ¶
 �

� �¶ ¶ ¶ ¶� �= + + - + + D� 	 � 	¶ ¶ ¶ ¶
 � 
 �

�

 

9
4	  ��������
  ��	�
  �	/� -!�����  (38), �	  	��
��)�	  

 
( )

( ) ( )

1 2

1 2

( ) ( )

,

u v u v
f z z f z dx i idy i i z

x x x x

u v
i dx idy i z A z z

x x

a a

a a h

¶ ¶ ¶ ¶� � � �+ - = + + + + + D =� 	 � 	¶ ¶ ¶ ¶
 � 
 �
¶ ¶� �= + + + + D = D + D� 	¶ ¶
 �

�

 (47) 

��  
u v

A i
x x

¶ ¶
= +

¶ ¶
 – &��
��� , �
�  ��  %���*
��  ���  zD ; 1 2ih a a= +  – �����)  �	  

����  ��
  0zD ® . 
+	���
�/
  ��������	/����  (47) ��  zD , ���
�	 , 4	  #���
��  

 
( ) ( )

0 0
lim lim
z z

A z zf z z f z
A

z z

h
D ® D ®

D + D+ D -
= =

D D
 (48) 

����) . ��	����  �	�����	 . 
� � � � � � 
 
  % � � 	 � � � 
 : 
1. 2 �����������  ��	�  �	/� -!�����  �	�����  ( )f z¢  �	*��  �
%���
�
  %� 

	���)"  % &	����  

 ( ) ;
u v

f z i
x x

¶ ¶¢ = +
¶ ¶

 (49) 

 ( ) ;
v u

f z i
y y

¶ ¶¢ = -
¶ ¶

 (50) 

 ( ) ;
v v

f z i
y x

¶ ¶¢ = +
¶ ¶

 (51) 

 ( ) .
u u

f z i
x y

¶ ¶¢ = -
¶ ¶

 (52) 

2. 9
4	  ���  &��
���  ( )f z  �  ���
��  �	���  0z  ��	�
  �	/� -!�����  (38) ��  

�

	��"���� , �	  �	�����  ( )f z¢  �  ���  �	���  ��  ����) . 
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� � � 
 � � �  11 .  ��������  ����
  ���  �	����	�  �"�
&��  3w z=  ��  	���� -

����  
�������  �	����	�  "  �	�&�  0 2 3z i= - . 
�	
� '�
���� . 
)���������  ��	�����	  ��
������  �����"  ��  "���"  �������  �"�
&��   

( )

( ) ( )

33 3 2 2 2 3 3

2
3 2 2 3 3 2 2 3

3 2

3 3

1
3 3 3 3 .

z x iy
w z x iy x x yi xy i y i

i
x x yi xy y i x xy i x y y

i i i i

= +
= = = + = + + + =

= -
= = + - - = - + -

= × = -

 

�	��  
( ) 3 2, 3u x y x xy= - ; 

( ) 2 3, 3v x y x y y= - . 
���������	  ��
	�����  "�	�  *	$� -������  

2 2

2 2

3 3 ;

3 3 ,

u
x y

u vx
v x yx y
y

¶
= -

¶ ¶¶
� =

¶ ¶ ¶= -
¶

 – ���$�  "�	��  *	$� -������  ��
	�"��!�� .  

6 ;

6 ,

u
xy

u vy
y xv

xy
x

¶
= -

¶ ¶¶
� = -

¶ ¶¶
=

¶

 – ��"��  "�	��  *	$� -������  ��
	�"��!�� . 

������  "�	��  *	$� -������  ��
	�"#�!��  ��  "���  
	����
����  ��	%��� , �  
&� 	
����� , %	  �	�����  "  �"�! -�
��  �	�&�  ��
������!��  ����
	�  
 ( ) 2 23 3 6f z x y xyi¢ = - + . 

��������	  
�������  �	����	�  "  �	�&�  0 2 3z i= -  

( ) ( ) ( )222
2 3 3 2 3 3 6 2 3 15 36

3

x
f i i i

y

=
¢ - = = × - × - + × × - = - -

= -
. 

 
+��� 
 � �  � 
&��� � � �"� � � � �  &��
 � � �  
 	 � � � � 
 � � 	 �  %����	 �  

 ( )( ) ( ) ( ) ( );f z g z f z g z¢ ¢ ¢± = ±  (53) 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );f z g z f z g z f z g z¢ ¢ ¢= +  (54) 

 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
;

( ) ( ( ))
f z f z g z f z g z
g z g z

¢ ¢ ¢� � -
=� 	


 �
 (55) 

 ( )( ( )) ( ) ( ).f g z f g g z¢ ¢ ¢=  (56) 
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'��
���  ( )f z  ��%
��)����  ������
��	"  (���/#$����  3%�
(#&  – ����
��
��� �	��
��� ) �  	������  D , �
4	  �	��  �
&�������	���  �  
	*���  �	���  ��)�  
	������  (�  
	*���  �	���  	������  �

	��"����  ��	�
  �	/� -!����� ). ��#	�	 -
�
�	 , 4	  ����  	%�������  ������
��	�  &��
���  ���������)  �� 	��	%��������  �  
	������  D , 	�
���

  �	�����  #���
��  �  �	����	�  �
%������  ����/�  �
/�  ���  
	��	%����
�  &��
��� . 

 
� � � 
 � � �  12.  �	
�
��� , %	  �"�
&��  2w z=  ����������  ��  "���  
	� -

���
����  ��	%��� . 
�	
� '�
���� . 
�	 -���$� , �"�
&��  2w z=  	��	
����� . ���������	  ��
	�����  "�	�  *	 -

$� -������ . *	����"#���!  �	
� '�
�����  ���
���"  9: 
  ( ) 2 2,u x y x y= - ; 

 ( ), 2v x y xy= . 
�	��  

2 ;

2 ,

u
x

u vx
v x yx
y

¶
=

¶ ¶¶
� =

¶ ¶ ¶=
¶

 – ���$�  "�	��  ��
	�"��!�� , 

2 ;

2 ,

u
y

u vy
y xv

y
x

¶
= -

¶ ¶¶
� = -

¶ ¶¶
=

¶

 – ��"��  "�	��  ��
	�"��!�� . 

���� , "�	��  *	$� -������  ��
	�"#�!��  �  "���  �	�
��  
	����
��	�  
��	%��� . ��
��  ���	� , �"�
&��  2w z=  �  ���������	#  ��  ����  
	����
����  
��	%��� . 

 
� � � 
 � � �  13.  �	
�
��� , %	  ���  0z ¹  �"�
&��  Rew z z=  ��  ���  �	 -

������ . 
�	
� '�
���� . 
 ������	  �����"  ��  "���"  �������  

2Re ( ) .
z x iy

w z z x i y x x i x y
= +

= = = + = +  

�	��  
2( , ) ,

( , ) .

u x y x

v x y x y

=

=
  

���������	  ��
	�����  "�	�  *	$� -������ : 
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2 ;

,

u
x

x u v
v x y

x
y

¶
=

¶ ¶ ¶
� =

¶ ¶ ¶
=

¶

 ��$�  ���  0x = ; 

0;

,

u
y u v
v y x

y
x

¶
=

¶ ¶ ¶
� = -

¶ ¶ ¶
=

¶

 ��$�  ���  0y = . 

���� , "�	��  *	$� -������  ��
	�"#�!��  ��$�  "  �	�&�  0z = . 
 
2��� �* � � � � .  '��
���  Rew z z=  �  �	���  �  �	���  0z =  �
&�������	� -

�� , ���  ��  ������
��� , �	��  4	  �	��  ��  �
&�������	���  �  	
	��  ��)�  �	�

 . 
 
� � � � 	 � � � � � �  � � � � � � 
 � � 	 �  &��
 � � �  
�

	�
��	��"�
  ��	�
  �	/� -!�����  ������
���  &��
��"  �	*��  ��� -

�	�
�
  %� ���	�	"  �� �����	"  ��	  ����	"  ����
���
 . 
 
 � � � 
 � � �  14.   ���	����  ���������"  �"�
&�#  ( )f zw = , �
%	  ���	��  

�� ������  �������  ( ; ) 2 cosxu x y e y=  � �	���
	��  "�	��  (0) 2f = . 
�	
� '�
���� . 

 �
	�������	  ���$"  "�	�"  *	$� -������ : 
u v
x y

¶ ¶
=

¶ ¶
. 

 2 cos 2 cosx xu v
e y e y

x y
¶ ¶

= � =
¶ ¶

. 

2 cos ( ) 2 cos ( ) 2 sin ( )x x xv e ydy x e ydy x e y xj j j= + = + = +� � , 

��  ( )xj  – �	���!��  �"�
&��  ���  x . 

 �
	�������	  ��"�"  "�	�"  
u v
y x

¶ ¶
= -

¶ ¶
. 

( )
2 sin ;

2 sin 2 sin ;

2 sin ( ),

x

x x

x

u
e y

y
e y e y x

v
e y x

x

j
j

¶
= -

¶ ¢� - = - -
¶ ¢= -
¶

 

( )
( )

0;

0 .

x

x dx C C

j

j

¢ =

= + =�
 

+  ��
"�!����  	�������  ��	���"  	��	�������������  �����������  
�"�
&�� , �
�  ��#�!  
����"  �����"  ������" : 
 ( ) 2 cos (2 sin )x xf z e y i e y C= + + . (57) 
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,��  ��
�������  $"
��	�  �"�
&��  ��	�����	  �
	��������!  �	���
	�	#  
"�	�	#  (0) 2f = . �����	  
  (57) 

( )0 00
(0) 2 cos0 2 sin0 2

0

x
f e i e C Ci

y

=
= = + + = +

=
; 

2 2 0.Ci C+ = � =  
���� , $"
���  ����������  �"�
&��  

 ( ) 2 cos 2 sinx xf z e y i e y= + . 
 
����  �	#	 , ������
���  �  	
	��  0z  &��
��"  ( )f z  ����	�
�
 , �

	�
��	 -

��"�
  &	����
 : 

 0 0
0( ) 2 ,

2 2
z z z z

f z u C
i

+ -� �= -� 	

 �

; (58) 

 0 0
0( ) 2 ,

2 2
z z z z

f z iv C
i

� �+ -
= +� 	


 �
, (59) 

��  ( )0 0f z C=  – �	���
	��  ��	�� . 
 
� � � 
 � � �  15 .   ���	����  ���������"  �"�
&�# , �
%	  

( ), 1 sin , (0) 1xu x y e y f i= - = + . 
�	
� '�
���� . 

 0

0

0;

1 ,

z

c i

=

= +
 �  0

0

0;

1 .

z

c i

=

= -
 

0 0

,
2 2

0 0
, , , 1 sin

2 2 2 2 2 2
x

z z
x y

i

z z z z z z z z
u u u e y

i i i = =

+ - - -� � � � � �= = = - =� 	 � 	� 	

 � 
 �
 �

 

22 2
2 2

sin 1
1 sin 1 1 ;2

2 2 2

iz iz z z
z ze e

zz e e e
e ei

i i i

-
--

= - -
= - = = - = -  

( ) 1 1 1 1
2 1 1 1 1 .

2

z z z
ze e i e i

f z i i ie
i i i i
- - - - + -� �

= - - + = + - = × = +� 	 -
 �
 

���� , $"
���  �"�
&��  ( ) 1 zf z ie= + . 
 
���	�	 , 4	  ���  &��
���  �����
�  %����
�  �% &�
��  ���������  ���/	�  

�	����	�  4�  ��  �
��
��)  ���������  �	����
�  �
4
�  �	���
�� . ���  &��
���  

	����
��	�  %����	�  ��������
��  ��
�  ��	���� . 

� � 	 � � � �  2. 9
4	  	��	%�����  &��
���  ( )f z  ��)  �
��%�  �  	������  D  
���/�  �	����� , �	  �	��  �  ���  	������  ��)  �	�����  ���� -�
	#	  �	���
� . 
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-� 	 � � � � 
 � � 
 �  %�� � �  � 	 � �� �  � �  � �#�� � � � �  � 	 � � � � 	 �  
9
4	  &��
���  ( )f z  ������
���  �  �	���  0z  � ( ) 0f z¢ ¹ , �	��  ( )f z¢  �	�� -

��")  
	�&���)���  �	%��#�  r  �  �	���  0z  ��
  ���	���*����  ( )w f z=  ��	4
 -

�
  z ��  ��	4
��  w. +�
  ( ) 1f z¢ >  ��)  �����  �	%��# , �  ��
  ( ) 1f z¢ <  – 

��
�
 . 
,�#�����  �	����	�  ( )f z¢  #�	����
��	  �	����")  
���  j , ��  �

�  �	� -

����	  �	������
  �	�
���  �  �	���  0z  �	  �	�����	�  
�
�	�  ��  ��	4
��  z, 4	  
��	�	�
��  ����%  �	�
�  0z , 4	�  	��
���
  ������	
  �	�
��	�  �  �	���  

( )0 0w f z=  �	  	���%�  ��)�  
�
�	�  ��  ��	4
��  w ��
  ���	���*����  ( )w f z= . 

9
4	  ( )arg 0f z¢ > , �	  �	�	�	�  �������)����  ��	�
  #	�
��

	�	�  �����

 , �  

��
  ( )arg 0f z¢ <  – %� #	�
��

	�	" . 
 
� � � 
 � � �  16 .  ������  
	���&����  �	
���"  ��  
"�  �	�	�	�"  ���  ���	 -

��������  2w z=  "  �	�&�  0 2 2z i= + . 
�	
� '�
���� . 
+  ���
����  12 ���$��  ����	�
" , %	  �"�
&��  2w z=  ����������  ��  "���  


	����
����  ��	%��� . ���  &!	�"  �	�����  " �"�! -�
��  �	�&�  ��
������!��  
����
	�  
 ( ) 2 2 .f z x i y¢ = +  

 �
�����	  
�������  �	����	�  "  �	�&�  0 2 2z i= + . 

( )
2 , 2

2 2 2 2 2 2 2 2
x y

f i x i y i
= =

¢ + = + = + . 

�	��  
	���&����  �	
���"  

 ( ) 2 2(2 2) (2 2) 4r f z¢= = + = , 

�  
"�  �	�	�	�"  

 ( ) 2 2
arg arctg .

42 2
f z

p
j ¢= = =  

 

��������  ���  �	
� ' �
����  
13. +������
�
  �

	�����  ��	�  �	/� -!�����  �, �
4	  ��  �	*�
�	 , �
��%  

���  %���	�*����  �	����	�  
� ) 2 1w z z= + - ; 
� ) zw ze= ; 
� ) Rew z z= ; 

#) ( )sin 3 1w z i= + - ; 

� ) Imw z z= . 

 
 



31 

14. �
%���
�
  %�������  �	����	�  &��
���  ( )2
2 1w z i= - +  �  �	���  

0 1 2z i= - + . 
 
15. ����	�
�
  ������
���  �  	
	��  �	�

  0z  &��
��"  ( )f z  %� ���	�	"  

�����	"  ����
�	"  2 2 2u x y x= - +  ��  %��������  ( ) 2 1f i i= - . 
 
16. ����	�
�
  ������
���  �  	
	��  �	�

  0z  &��
��"  ( )f z  %� ���	�	"  

����	"  ����
�	"  2sin 2 sh 2v x y y= - +  ��  %��������  (0) 2f = . 
 
17. 2����
  
	�&���)��  �	%��#�  r  ��  
��  �	�	�	��  j  ��
  %����
�  ���	 -

���*�����  ( )w f z=  �  %����
�  �	�
�� : 

� ) zw e=  �  �	�
��  1 ln 2
4

z i
p

= +  � 2 1
2

z i
p

= - - ; 

� ) sinw z=  �  �	�
��  1 0z =  � 2 1z i= + . 
 
18. �
���
�
 , �
�  ����
��  
	����
��	�  ��	4
�
  �	%��#�)���� , �  �
�  

��
�
�)����  ��
  ���	���*����  
1

w
z

= . 

 
 
 

5 ����*- �  ���  
������  �����������  ������� . 
����*- �7��  ���-��,  ��9�  

�����  &��
���  ( )f zw =  �
%������  ��  ����������  �  ���
��  	������  D , 
C – 
��
	�	 -#���
�  
�
��  % �	���
	�  �  �	���  A � 
�����  �  �	���  B, 4	  �	 -
�����"  ��*
��  �  	������  D  (�
� . 8). !	%�� ')�	  
�
��  C ��  �	������  
��� -

����  ����
�  %� �	�	�	#	"  �	�	
  0 1 2, , ,...,A n Bz z z z z z= = , 4	  �	%��/	����  
�	����	��	  �  �	����	��  ������
�  
�
�	�  C. �����  kx  – ���
�  �	�
�  ��  �� -
%� 1k kz z- . 0
�����	  ����  �	���
��  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1

...
n

n n n k k
k

I f z f z f z f zx x x x
=

= D + D + + D = D� , (60) 

��  1k k kz z z-D = -  – ��
����  %����	�  z. 
-���
��  ���
  (60) ��
  max 0kzD ®  (
	�
  
���
����  �	%�
����  ��	���*� -

�	  %�	���) , �	��	  n® ¥ ) ��%
��)����  ����#���	�  (#�$�0��/  – ��
����� ) ���  
&��
���  
	����
��	�  %����	�  ( )f z  �	  
�
���  C � �	%����)����  ( )

C

f z dz� .  
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!
���	
  8 

(�*� , %#���	  % 	%��������  

 ( ) ( )
max 0

1

lim
k

n

k kz
kC

f z dz f zx
D ®

=

= D�� . (61) 

������	  �	%�������  
 k k kx iyx = + ; 
 ( ) ( ) ( ), ,k k k k kf u x y iv x yx = + ; 
 k k kz x i yD = D + D . 

+�
  �
�  �	%��������  

 
( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

, ,

, , , , .

n n

k k k k k k k k
k k

n n

k k k k k k k k k k k k
k k

f z u x y iv x y x i y

u x y x v x y y i u x y y iv x y x

x
= =

= =

� 
D = + D + D =� �

� 
 � 
= D - D + D + D� � � �

� �

� �
 

+�
  %�	����
�  	���*�����  ��  &��
��"  ( )f z  ��  ��  
�
��  C 	�
���  
���
 , 4	  ��	���  �  ������  ����
��  �����"��  �	  #���
�� , 4	  �	����""��  

�
�	������
�  ����#�����  ���#	#	  �	��  ���  &��
���  �����	�  %����	�  ( ),u x y  

� ( ),v x y  �	  
�
���  C: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , .
C C C

f z dz u x y dx v x y dy i v x y dx u x y dy= - + +� � �  (62) 

'	�����  (62) ��#
	  %���� ’ ����
 , �
4	  %��
���
  �� �  �
#����  
 ( ) ( )( ).

C C

f z dz u iv dx idy= + +� �  (63) 
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� � � � � 
 � 	 � � �  � � � �#� � � � �  �� �  &�� 
� � �  
 	 � � � � 
 � � 	 �  %�� �� 	 �  
2��*�"�
  ��  &	�����  (62) ���  �����
�	���  ����#�����  ���  &��
���  
	� -

���
��	�  %����	�  �
%����"����  �����
�	����
  
�
�	������
�  ����#�����  
���#	#	  �	�� . 

1. �����
�����  ������	���  
  ( )1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )

C C C

A f z A f z dz A f z dz A f z dz± = ±� � � . (64) 

2. �����
�����  ��
�
��	���   
   

1 2

( ) ( ) ( )
C C C

f z dz f z dz f z dz= +� � � , (65) 

��  1C , 2C  – ���  
�
�� , % �

�  �
����)����  
�
��  C. 
3. +�
  %����  �������  ����#�������  %��
  ����#����  %���")����  ��  ��	�
 -

��*�
�  
  ( ) ( )

AB BAC C

f z dz f z dz= -� � . (66) 

4. 9
4	  ��  
�
���  0  �

	��)����  ����������  ( )f z M£  ( )0M ³ , �	   

  ( )
C

f z dz Ml£� , (67) 

��  l  – �	�*
��  
�
�	�  0 . 
 
+��� 
 � �  	 � � 
 � �� � � �  � � � �#�� � � �  � � �  &��
� � �  
 	 � � � � 
 � � 	 �  

%���� 	 �  
1. �
���
�
  ������  ��  �����  ����
�
  �������#�����	�  &��
���  ��  �
	�
� -

���
��  &	����	"   
  ( ) .

C C C

f z dz udx vdy i vdx udy= - + +� � �  (68) 

2. 9
4	  
�
��  C %�����  ��������
��
�  ���������  
( ) ( ) ( )z z t x t y t i= = + , a , b  – %�������  ��������� , 4	  ����	����)  �	 -

���
�  � 
���"  
�
�	�  C, ����	����	  

  ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )C

z z t
f z dz f z t z t dt

dz z t dt

b

a

=
¢= =

¢=� � . (69) 

3. 9
4	  C – 
	�	  ��	  ����
��  
	��  % �����	�  �  �	���  0z  � ������	�  r , 

�	  �	�����	  �	�
�
  %�����  0
iz z ejr- = , ��  constr = , �  j  – %�����  

����#�������  

 ( )
2

1

0

0

0

( )

i

i i i

C i

z z e

f z dz dz i e d i f z e e d

z z e

j

j
j j j

jj

r

r j r r j

r

- =

= = = +

= +
� � , (70) 

��  1j  � 2j  �
%����"����  % �
� . 9 (�
4	  C – 
	�	  � 	����  �

	��)����  
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��	�
  ����  #	�
��

	�	�  �����

 , �	  1 0j = , 2 2j p= ). 
4. 9
4	  C  – �����%	
 , �

�  �
�	�
��  % �	�

  0z  ���  
��	�  j  (�
� . 10), �	  

�	�����	  �	�
�
  %�����  0
iz z ejr- = , ��  constj = , �  r  – %�����  ����# -

�������   

 
0

0
0

0

( ) ( )
C

i

i i i

c i

z z e

f z dz dz e d e f z e d

z z e

j

r
j j j

j

r

r r r

r

- =

= = = +

= +
� � , (71) 

��  Cr  – �	�*
��  �����%
� . 
 

 
� � � 
 � � �  17.  ���������  ��������  Re

C

zdz� , ��  C – �����
	
 , �
��  ��	 -

�"���  �	�
"  0 
  �	�
	#  1+� (��� . 11). 
�	
� '�
���� . 
� � �$ � �  � � 	 � � �  
 ������	  �����"  ��  "���"  �������  �����������!�	�  �"�
&��  

( ) ( )
( )

, ;
Re Re

, 0.

u x y x
z x iy x

v x y

=
= + = �

=
 

-
	�������	�!  �	��"�	#  (68) 
 Re .

C C C

zdz xdx i xdy= +� � �  

�������	  ��������  ����	� , ��  �
��  �����!  �����
	
  C �  ��
���	���  �� -
�����  
		������  

 1 1

2 1 2 1

x x y y
x x y y

- -
=

- -
, 

 
!
���	
  9                                      !
���	
  10 
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!
���	
  11  

��  ( )1 1,x y , ( )2 2,x y  – 
		�������  �	�	
 , ����
  �
�  ��	�	���!  ����� .   �� -
$	�"  �����
"  1 0x = , 1 0y = , 2 1x =  � 2 1y = . �	��  ��������  ����	�  

0 0
.

1 0 1 0
x y

y x
- -

= � =
- -

 

+  ��
"�!����  	�������	  
1 12 21 1

1

0 02 0 0

0 1 1
Re .

1 2 2 2 2C C C

xy x x x
zdz xdx i xdy xdx i xdx i i

xdy dx

==
= + = = + = + = +

==� � � � �  

, � " � � �  � � 	 � � �  
-
�����	  ������������  ��������  ����	� , ��  �
��  �����!  �����
	
  C: 

;

;

0 1.

x t

y x t y t

t

=�
�

= = � =�
� £ £�

 

�	��	  ��  
	����
����  ��	%���  ��������  ����	�  �	���  
�������  ��
  
 ( ) ( ), 0 1z t t i t t= + £ £ . 

�	�� , ��
	����	�"#��  �	��"�"  (69), 	�������	  

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1

0

121

0 0

0
Re Re 1

1 1

1 1 1
1 1 1 .

2 2 2 2

C

z t i t
zdz t it i dt

dz i dt

t
i tdt i i i

a
b

= + =
= = + + =

= + =

= + = + = + × = +

� �

�

 

� � � � � �  � � 	 � � �  
 ���	�"#�� , %	  C – �����
	
  ����	� , �	���  �
	��������!  
����	# , 

%	  
���	�	�	����  "  �	��"��  (71) 
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4 2
4 4

04

4

2
4

0

22

0

2
Re Re

Re Re cos sin
4 4

cos
4

Re cos sin cos
4 4 4

2 1 1 1 1 1
cos sin cos .

4 4 4 2 2 2 22 2 2

i

i i
C

iC

i

i

z e
zdz e e d

dz e d

e i

e d

i

i i i

p
p p

p

p

p

r r
r r

r

p p
r r

p
r r

p p p
r r r

p p p r

= = � �
= = =� 	


 �=

� 
� � � �= + =� 	� 	 � �
 �
 � � �= = × =
� �= + =� 	

 �

� �� �= + = × + = +� 	 � 	
 � 
 �

� �

�  

 

� � � 
 � � �  18.   ���������  ( )2

C

z zz dz+� , C: 1,z =  0 argz p£ £ . 

�	
� '�
���� . 
 ���	�"#�� , %	  C – �������  
	�� , �
	�������	�!  
����	# , �
�  
���	 -

�	�	����  "  �	��"��  (70) 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

2 0

1

0

cos sin cos sin

i

i

iC

i i

z z e

z e
zz zz dz

dz ie d

z e i i e

j

j

j

j j

r

r

j

j j j j -

- =

=�
� =�

=�+ = =
=

= = + = - + - =

�  

 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 3

0 0 0

3
3 3

0 00 0 0 0

3

3 3

1 1
3 3

3 3 3

cos 3 sin 31 4 8
1 cos sin .

3 3 3 3 3

i i i i i i

i
i i i i i

i
i

d i id
e e e ie d e id e id

d i id

e
e id e id e d i e d i e

ie
e i

p p p
j j j j j j

p p p p p pj
j j j j j

p
p

j j
j j j

j j

j j j j

p p
p p

-
=

= + = + = =
=

= + = + = + =

+
= - + - = + + - = -

� � �

� � � �  

 
� � 	 � � � �  3 (����#������  ��	����  �	/�  ���  	��	%� '�%�	�  	������ ). 9
4	  

&��
���  ( )f z  ������
���  �  	��	%� '�%���  D  � 
�
��  C �	�����"  ����*
��  

	������  D , �	  ����#���  ( )
C

f z dz�  ��  %���*
��  ���  &	��
  
�
�	�  C, �  %��� -

*
��  �
/�  ���  �� 
�����
�  �	�	
 . 
�	������� . 
���  ��	��	�
  �	�������  ��
����
�	  �	���
	�	 , 4	  �	�����  )(' zf ���� -
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������  (�  	%�������  ������
��	���  	�	� '�%
	�
�  )  �
/�  ��������� )(' zf ). 
����� ( ) ( , ) ( , ).f z u x y iv x y= +  2 	#����  ��  ��������	/����   

 ( )
C C C

f z dz udx vdy i udy vdx= - + +� � �  (72) 

�
�����  ��	  ��%���*�����  ����#����  ( )
C

f z dz�  ���  /����  ����#�������  %�	-

�
����  �	  �
�����  ��	  ��%���*�����  ���  /����  ����#�������  
�
�	������
�  
����#����� , 4	  ��	���  �  ������  ����
��  �
��%�  (72) 

 ;
C

udx vdy-�  (73) 

 .
C

vdx udy+�  (74) 

2�  ��	���	"  -����  ���  ��%���*�	���  ���  /����  ����#�������  
�
�	�� -
����	#	  ����#����  ( ) ( ), ,

C

X x y dx Y x y dy+�  ��	�����	  � �	������	 , 4	�  �  
	 -

*���  �	���  	������  D  �

	�����	��  ��������	/����  
Y X
x y

¶ ¶
=

¶ ¶
. ���  

����#�����  (73) � (74) ��  ��������	/����  ��)  �
#���  

 ,
u v u v
y x x y

¶ ¶ ¶ ¶
= - =

¶ ¶ ¶ ¶
 , (75) 

!�������  (75) %��#�"����  % ��	���
  �	/� -!�����  (38) �  %��	�	����"�� -
�� , 	�
���

  )(zf  – ������
���  &��
��� . ��	����  �	�����	 . 

 
� � � � � � 
 
  % � � 	 � � � 
  3 
1. 9
4	  &��
���  ( )f z¢  ������
���  �  	��	%� ’ �%���  	������  D, �
�  ����
��  

�	�

  1z  i 2z , �	  ��)  �����  &	�����  ��"�	�� -1�������  

 
22

11

2 1( ) ( ) ( ) ( )
zz

zz

f z dz F z F z F z= - =� , (76) 

��  ( )F z  – ���� -�
�  ��������  ���  &��
���  )(zf , �	��	  ( ) ( )F z f z¢ =  �  	������  
D . 

2. 9
4	  &��
���  )(zf  � )(zj  ������
���  �  	��	%� ’ �%���  	������  D , �  1z  ��  

2z  – �	������  �	�

  ��)�  	������ , �	  ��)  �����  &	�����  ����#�������  ����
 -
���
 :  

 [ ]
22 2

11 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
zz z

zz z

f z z dz f z z z f z dzj j j¢ ¢= -� �   (77) 

3. 2�����  %����
�  �  ����#����  ���  &��
���  
	����
��	�  %����	�  �

	�� -
)����  ����	#���	  �
���
�  &��
���  �����	�  %����	� . �����  ������
���  &��
 -
���  ( )z j w=  ���	���*�)  �%�)�		��	%����	  1-  �  w - ��	4
��  ��  -  �  z-
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��	4
�� . �	��   
 [ ]

1

( ) ( ) ( ) .
C C

f z dz f dj w j w w¢=� �  (78) 

2��� �* � � � � .  9
4	  &��
���  
	����
��	�  %����	�  ��  ����
��  ����
&� -
��
�  ���  
	����
��
�  �
���  &��
���  (%���	�*����  �	���� , ��#������ , 
�����	�  � ����	�  ����
� , ����*��	#	  �
��� ), �	  �	��  %������/	#	  )  ������
 -
��	"  ��  ��	*
��  �
%������� . ���  %���	�*����  �������	�  � �	����	�  ��
	�  
&��
���  �	*��  %���	�	�����
  ���  ����
��  �  ����
��  �������
�  � �	����
�  
���  &��
���  �����	#	  ��#������ . 

 
� � � 
 � � �  19.  ������  �	����"  �"�
&��  sin3z iw = - . 
�	
� '�
���� . 

( ) sin3   
(sin3 )

( )

�"�
&�� z i � ���������	#
z i

�	�" %	 �� ������! ���&������� �"�
&��
w

-
¢ ¢= - = = 

( ) ( )

( )

sin cos
(sin3 ) ( )

0

u u uu v u v z i
C

¢ ¢¢ = ×¢ ¢± = ± ¢ ¢= = - = =
¢=

 

( ) ( )
( ) 1

cos3 3 0 3cos3 .Cu Cuz z z
u u ua aa -

¢ ¢=¢= × + = =
¢= ×

 

 
� � � 
 � � �  20 .  ���������  2

C

z dz� , ��  C – �����
	
  1 2z z , 1 1z i= - - , 

2 1z i= + . 
�	
� '�
���� . 
 ���	�"#�� , %	  2z  �  ���������	#  �"�
&��#  ��  ����  
	����
����  ��	 -

%��� : 

( ) ( )( )

( )

1
131

3 32 2

1 1

1
1 11

3 3

2 2 4 4
1 3 3 ( 2 2 ) .

3 3 3 3

ii

C i i

u
u du C z

z dz z dz i i

i i i i

a
a

a

+
++

- - - -

= +
= = = = + - - - =+

= + - - = - + = - +

�� �
 

 
��	����  3 �	*��  �&	����"���
  ���
/� . 
� � 	 � � � �  4. �  	��	%� ’ �%���  	������  ����#���  ���  ������
��	�  &��
���  �	  

���� -�
	��  %��
���	��  
	�����  C, �

�  ��*
��  �  ���  	������ , �	����")  
���" . 

.���#������  ��	����  �	/�  ���  	��	%� ’ �%�	�  	������  �%�#����")����  ��  
�
���	
 , 
	�
  
	����  ����#�������  ��  ����*
��  	������  ������
��	���  &� -
�
���  ( )f z , �  )  �� #���
��" . 
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�� 	 � � � �  5. 9
4	  &��
���  ( )f z  ������
���  �  	��	%� ’ �%���  	������  D  

� ����������  �  %��
�����  	������  D , �	  ����#���  ���  ( )f z , 	��
����
�  
�%�	�*  #���
��  C  ��)�  	������ , �	����")  ���" . 

���  ��#��	%� ’ �%�
�  	�������  �
4�  �
�%���  ����#������  ��	���
  �	/�  ��  
�

	��"���� . �  %�’ �%
�  % �
�  ����#������  ��	����  �	/�  �	*��  �&	����" -
���
  �  ���  ��#��	%� ’ �%�	�  	������ . 

� � 	 � � � �  6 (����#������  ��	����  �	/�  ���  ��#��	%� ’ �%�	�  	������ ). �� -
���  &��
���  ( )f z  ������
���  �  ��#��	%� ’ �%���  	������  D  � ����������  �  

%��
�����  ��#��	%� ’ �%���  	������  D ; 
�
��  C  – �
������  #���
��  ��)�  	� -
����� . �	�� , �
4	  ��
  ����#�������  �%�	�*  C  �"  #���
�"  ��	�	�
�
  ��
 , 
4	  	������  D  %��*�
  ����  �	%��/	����  �	  	�
�  ��
 , �	  ����#���  ���  &��
 -
���  ( )f z  �%�	�*  #���
��  C  �	����"���
��  ���" . 

+	���
�	  �"  ��	���� . ��	%� ’ �%��  	������  %� �
�����	"  #���
��"  
1 2C C C= + , �
�  %	��)��	����  �  �	����	��  ������� , %	���*��	  ��  �
� . 12, � . 

+�	�����	  �	%��% g  (�
� . 12, � ), �

�  ������	�")  D  ��  	��	%� ’ �%��  	� -
�����  *D , 	���*���  %��
���
�  �
����
�  
	����	�  *

1 2C C Cg g+ -= + + + . 

+�
  	��	��  ��	#	  
	�����  	������  *D  ����  ���  %��
/�)����  %���� , �	%��% g  
��
  ��	��  ��	�	�
����  �����  �  ��	�
��*�
�  �������� . 

�����  &��
���  ( )f z  ������
���  �  	��	%� ’ �%���  	������  *D , 	�*� , %� �� -
	���	"  5 
 

*

( ) 0
C

f z dz=� . (79) 

 
                � )                                                                               � ) 

!
���	
  12  
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,��   

 
*

1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

C CC

C C C C

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz

f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz

g g

g g

+ -

+ +

= + + + =

= + - + = + =

� � � � �

� � � � � �
 (80) 

(�*� ,  
 

1 2

( ) 0
C C C

f z dz
= +

=� . (81) 

�  �
���
�  ����/	�  
���
	���  ������/���  
	������  �	  
	*�	#	  % �
�  
��	�	�
����  �	%��%, �

�  ��	����)  �	#	  �% %	���/���  
	����	� , ������	 -
�""�
  ��#��	%� ’ �%��  	������  ��  	��	%� ’ �%�� . 

� � 	 � � � �  7. �����  &��
���  ( )f z  ������
���  �  ��#��	%� ’ �%���  	������  

D  � ����������  �  %��
�����  	������  D , 0C – %	���/���  
	����  #���
��  	� -
�����  D, �  1 2, ,..., nC C C  – �� ������/��  
	����
 . �	��  ��������
��  &	�����  

 
0

1

( ) ( )
k

n

kC C

f z dz f z dz
=

= �� �� � ,  (82) 

��  
	����
  0 1 2, , ,..., nC C C C  %	��)��	����  �  	��	��  � �	��  *  �������  
(�
� . 13). 

 
 

 
!
���	
  13  
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��������  ���  �	
� ' �
����  
19. 2����
  ����#���  ���  &��
���  
	����
��	�  %����	� : 

� ) 
2

Rez

C

e zdz� , C : �����  1 2z z , ��  1 20, 1z z i= = + ; 

� ) Re
C

zdz� , :C  ������  1 2 3z z z , ��  1 0z = , 2 2z = , 3 2z i= + ; 

� ) 2Im
C

z z dz� , :C  1z = , arg 0zp- £ £ ; 

#) Re
C

z zdz� , C : 1z = , 	����  ��	�
  ����  #	�
��

	�	�  �����

 ; 

� ) Re
C

zdz� , :C  (2 )z i t= + × , 0 1t£ £ ; 

� ) 
1z

zzdz
=
�� ; 

* ) ( )
1

1

2 1
i

i

z dz
- -

+

+� ; 


 ) 
1

i
zze dz� . 

 
 
 

6 ����*- �7�  
�-���  ��9�  

� � 	 � � � �  8. �����  D  – 	��	%� ’ �%��  	������ , 	���*���  �	����	  %	��) -
��	���	"  ��	��	"  
�
�	"  C , ( )f z  – &��
���  ������
���  �  %��
�����  	� -

�����  D . �	��  ���  ���� -�
	�  �	�

  z DÎ  ��������
��  ����#������  &	�����  
�	/�  

 ( )0
0

1 ( )
2 C

f z
f z dz

i z zp
=

-�� . (83) 

�	������� . 
�����  &��
���  ( )f z  )  ������
��	"  �  	��	%� ’ �%���  	������ , 4	  	��� -

*���  
	����	�  C. ��%����	  �	������  ������/�"  �	�
�  0z  � �	����)�	  %�-
�
���
�  
	����  g , 4	  �	�����"  ��*
��  �  D  � ������
��  �
	#	  %���	�
����  
�	�
�  0z  (�
� . 14). !	%#�����	  �	�	��*��  &��
��" : 

 
0

( )
( )

f z
z

z z
j =

-
. (84) 



42 

 
!
���	
  14 

'��
���  ( )zj , 	���
��	 , )  ������
��	"  &��
��)"  �	  ����  	������  D  %� 
�

�"������  �	�

  0z . �	��  &��
���  ( )zj  ����  ������
��	"  �  ��	%� ’ �%���  
	������ , 4	  ����
����  ��*  
	������
  C  ��  g . 2#���	  % ��	���	"   6 ����# -
���  ���  &��
���  ( )zj  �	  �
�������  #���
��  ��	%� '�%�	�  	������  �	����")  0, 
�	��	  

 
0 0

( ) ( )
0

C

f z f z
dz dz

z z z zg+

+ =
- -� �� � . (85) 

2���
�/
  ������  ����#�������  �  ���#	��  ����#���� , ��������  (85) �	 -
*��  �����
���
  �  �
#���� : 

 
0 0

( ) ( )

C

f z f z
dz dz

z z z zg-

=
- -� �� � . (86) 

!�������  (86) ��  %���*
��  ���  �
�	��  
	�����  g , �	��  ���  �	����/	#	  
�	%#����  %����	  �
  
	����  ����#�������  g  �
����
  
	�	  ������	�  r  % 
�����	�  �  �	���  0z . 2���	�����/
  &	�����  (70), 	��
��)�	   

 

( )

10

20 0

2 2

0 00 0

0( ) ( )
2

( )
.

i

i
C

i
i

z z ef z f z
dz dz

z z z z dz ie d

f z
ie d i f z d

z e z

j

j
g

p p
j

j

j
j pj

j j

-

== +
= = =

=- - =

= =
+ -

� �

� �

�
 (87) 

(�������  ����#���  ������	�")�	  ��

�  �
�	� : 



43 

 

[ ]

[ ]

2 2 2

0 0
0 0 0

2

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ).

f z d f z f z d f z d

f z f z d f z

p p p

p

j j j

j p

= - + =

= - +

� � �

�
 (88) 

8	��
�  	���*���  ��  ������  r  ��
  �
�������  �
��%��  (87) � (88) �
  ��  
��
�����
 , �	��  �	*��	  �	%#�����
  �
���	
 , 
	�
  0r ® . ����	��"�
 , 
4	  ( )f z  – ������
��� , � , 	�*� , � ����������  &��
���  �  	������  D , �	   

 [ ]
2

00
0

lim ( ) ( ) 0.f z f z d
p

r
j

®
- =�  (89) 

(�
���

  �  &	�����  (88) 	�������  �	���	
  ��  %���*
��  ���  r , �	��  

 
( ) 2

0
0 0

( ) 2 ( )
C

f z
dz i f z d if z

z z

p

j p= =
-� �� , (90) 

%���

  

 0
0

1 ( )
( ) .

2 C

f z
f z dz

i z zp
=

-��  (91) 

��	����  �	�����	 . 
 

� � � 
 � � �  21.  ���������  ��������  
2

2C

z
dz

z i-�� , ��  -  – 
	�	  ����"�	�  2 
  

&����	�  "  �	�&�  3�. 
�	
� '�
���� . 
+��������  	������ , 	������	�  
	�	�  ����"�	�  2 
  &����	�  " �	�&�  3�, 

������!��  �	�
�  0 2z i= , �  �
��  
�������
  �����������!�	�  �"�
&��  ����� -
�	�#��!��  �  �"�!  (��� . 15).  

 
!
���	
  15  
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."�
&��  2( )f z z=  ����������  ���������  
	��  - , �	�"  
�  �	��"�	#  
*	$�  (83) ��������	  

( ) ( )
22

22 2

20

1
2 2 2 8 .

2 2 2C C z i

f z zz
dz z dz i z i i i

z i z i z i
p p p

=

=
= = = × = = -

- - =� �� �   

 
�5�0�/	����  #�$�0��/	��  3��"%/�  ��6#  
9
4	  &��
���  ( )f z  ������
���  �  	������  D  � ��  �� #���
��  C , �	  ���  

���� -�
	#	  ���������	#	  n  ��)  �����  &	�����  

 ( )
0 1

0

! ( )
( )

2 ( )
n

n
C

n f z
f z dz

i z zp +=
-�� , (92) 

��  0z DÎ .  
2��� �* � � � � .  '	����
  (83) ��  (92) %������/	#	  �

	�
��	��"����  

���  %���	�*����  ����#����� , �	��	  �

	�
��	��)����  �  �
#����  

 0
0

1
( ) 2 ( ),

C

f z dz if z
z z

p=
-��  (93) 

 ( )
01

0

1 2
( ) ( ).

( ) !
n

n
C

i
f z dz f z

z z n
p

+ =
-��  (94) 

 
, �#	 � 
 � �  %���	 ��� � � � �   � � � �#� � �� � 	 �  &	�� �� 
  � 	 / �  � �  �%�-

#��� � � � 	 �  � � � �#�� � � � 	 �  &	�� �� 
  � 	 /�  
1. ��  
	����
����  ��	4
��  ����)�	  
	����  ����#�������  C . 
2. �
%����)�	  �	�

  0 1, , ..., nz z z¢ ¢ ¢ �  �

�  �������#������  &��
���  ��� -

�����
���  (%������/	#	  ��  �	�

 , �  �

�  %������

  ������	�" -
)����  ��  ���� ). 

3. 0����  �	�	
  0 1, , ..., nz z z¢ ¢ ¢ �
�
��)�	  �
/�  ��  �	�

  0 1, , ..., kz z z , �
�  
��*���  �  	������  D , 4	  	���*���  
	����	�  ����#�������  C.  

 
9
4	  )  �
 / �  	 � � �  )� 
 � �  � 	 � 
 �  0z , �  � 
 � �  � � � � � � �#� � �� � �  
&��
 � � �  � � � � � � � � 
 � � �  �  � 
 �  � �*
 ��  �  	 � � � � � �  D ,  � 	 : 

4� . 2��
��)�	  ����#���  �  �
#����  
0

1
( )

C

f z dz
z z-��  ��	  

( ) 1

0

1
( )n

C

f z dz
z z

+
-��  � �
%����)�	  ����
�����  �������
  ����#�����	�  

&	����
  �	/� : &��
��"  ( )f z , �	�
�  0z  (���  �%�#������	�  &	��� -

�
  �	/�  4�  ��	�����	  �
%���
�
  n), ����
	��)�	�� , 4	  ( )f z  
������
���  �  	������  D  � �
%����)�	  /�
��
�  ����#���  %� 	���)"  
% &	����  
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0
0

1
( ) 2 ( )

C

f z dz if z
z z

p=
-��  ��	  

( )
( )

01

0

1 2
( ) ( )

!
n

n
C

i
f z dz f z

nz z

p
+ =

-�� . 

 

9
4	  )  � � 
 � � � 
 �  � 	 � 	 
  0 1, , ..., kz z z, �  � 
 
 �  � � � � � � �#� � � � � �  
&��
 � � �  � � � � � � � � 
 � � �  �  � 
 �  � �*� � �  �  	 � � � � � �  D ,  � 	 : 

4� . �  	������  D  ���
	�	  
	*�	�  % �	�	
  0 1, , ..., kz z z  ��	�	�
�	  %�-
�
����  
	����
  0 1, , ..., kg g g , 
	*��  % �

�  	���*�)  	������ , �
�  
����
��  �
/�  	���  )�
��  �	�
� , �  �
��  &��
���  ( )f z  ��������
� -
�� , � %	��)��	���
�  �  �������  
	�����  C . �

	�
����/
  ��	����  
7, 	��
��)�	  

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

...
kC

z dz z dz z dz z dz
g g g

j j j j= + + +� � � �� � � � , (95) 

��  ( )zj  – �������#������  &��
��� ; 
5� . ����  %���	�
�	  	
���	  
	*��  ����#��� , 4	  ��	���  �  ������  ����
 -

��  �
��%�  (95), �

	�
��	��"�
  ����#������  &	����
  �	/� . 2��
 -

��)�	  
	*��  ����#���  �  �
#����  
1

( )
i

i
i

f z dz
z zg -��  ��	  

( ) 1

1
( )

i

in

i

f z dz
z zg

+
-��  � �
%����)�	  ����
�����  �������
  ����#�����	�  

&	����
  �	/� : &��
��"  ( )if z , �	�
�  iz  (���  �%�#������	�  &	��� -

�
  �	/�  4�  ��	�����	  �
%���
�
  n), ����
	��)�	�� , 4	  ( )if z  
������
���  �  	������ , �
�  	���*���  ig , � �
%����)�	  /�
��
�  �� -
��#���  %� 	���)"  % &	����  

1
( ) 2 ( )

i

i i i
i

f z dz if z
z zg

p=
-��  ��	  

( )
( )

1

1 2
( ) ( )

!
i

n
i i in

i

i
f z dz f z

nz zg

p
+ =

-�� ; 

6� . 2���	�
�	  ����  ����  ����#�����  ( )
i

z dz
g

j�� . 

 

� � � 
 � � �  22.  ���������  ��������  
2

2
1 ( )z i

z
dz

z i- = -�� . 

�	
� '�
���� . 
/"�"��	  
	��"�  ������"�����  – 
	�	  
  &����	�  "  �	�&�  z i=  � ����"�	�  

1 (��� . 16). �	
������	  	�����! , �
�  	�������  
	��"�	�  ������"����� , 
����
  D .   
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!
���	
  16  

0����!��
  2z  � 
�������
  ( )2
z i-  �����������!�	�  �"�
&��  – ����������  

�"�
&��  ��  "���  
	����
����  ��	%��� . �	�"  �"�
&��  
( )

2

2

z

z i-
  ������������  

��$�  "  �	�
�� , ��  
�������
  ������	�#��!��  "  �"�! .  ��
	#  �	�
	#  �  �	 -
�
�  0z i= . 1�  �����  �	�
�  �  	������  D , �  �
��  �����������!��  �"�
&��  �� -
���������� .  ���	�"#�� , %	  "  
�������
"  0z z-  
���	���!��  "  ������� , 
�
��  ���������  ���  	����&� , 
���	�	�"��	  "
����!���"  ��������!�"  �	��"�"  
*	$�  (92)  

( ) 22
2

2 2
1 1 0

1
( ) ( ) , 1 2 1z i z i

f z z ���������� � 	������ Dz
dz z dz

z i z i z i D n n- = - =

= -
= = =

- - = Î + = � =� �� �

( )2 22
4 4 4 .

1! z i z i

i
z iz i

p
p p p

= =

¢= = = = -  

� � � 
 � � �  23.  ���������  ��������  
2

2
2

1
( )z i

z
dz

z z i- =

+
-�� . 

�	
� '�
���� . 
/"�"��	  
	��"�  ������"�����  – 
	�	  
  &����	�  "  �	�&�  z i=  � ����"�	�  

1 (��� . 17). �	
������	  	�����! , �
�  	�������  
	��"�	�  ������"����� , 
����
  D .   
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!
���	
  17 

0����!��
  2 1z +  � 
�������
  ( )2z z i-  �����������!�	�  �"�
&��   ����� -

�����  �"�
&��  ��  "���  
	����
����  ��	%��� . �	�"  �"�
&��  
( )

2

2

1z
z z i

+
-

  ����� -

�������  ��$�  "  �	�
�� , ��  
�������
  ������	�#��!��  "  �"�! .  ��
��  
�	�	
  �  ��� : 0 0z =  � 1z i= . ������  &� �	�
�  �������!  	������  D . �	�"  
���
	�	  ���  ��	�	���	  
	��"��  0g  � 1g , 
	���  
  �
��  	����"�  	�����! , 
�
�  ������!  ��$�  	��"  �	�
" : ��	  0z , ��	  1z . ,��� , ��
	����	�"#��  ��	 -
���"  7, 	�������	  

0 1

2 2 2

2 2 2
2

1 1 1
( ) ( ) ( )z i

z z z
dz dz dz

z z i z z i z z ig g- =

+ + +
= +

- - -� � �� � � . 

�	
������	  ��������  
0

2

2

1
( )
z

dz
z z ig

+
-�� . ������! , %	  	����"��!��  0g , ��� -

���!  	��"  �	�
"  0 0z = , "  �
��  �����������!��  �"�
&��  ������������ . �� -
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	�  �	�������  ( ),u x y  �����  )  �����	"  ����
 -

�	" . 9
  ���	  ���%�����	  (�
� . C. 29), ��
  ��	��  &��
���  ( )f z  �
%������  % 

�	�����"  �	  ����	� . +�
  ��	��  �����  �����  ( ),u x y const=  � ( ),v x y const=  
�����	�  �  ����	�  ����
�  ������
��	�  &��
���  �%�)��	  	��	#	������ . �	��  
��
�	�  /�
�
	���  v

�
 �  
	*���  �	���  �����  ���������
�  �	  �	�
����  �	  �����  

�����  ( ),v x y const= , 4	  ��	�	�
��  ����%  ����  �	�
� . '��
���  ( ),v x y , 4	  )  

����	"  ����
�	"  �	���	���	�  �  ��

�  ��	���  ������
��	�  &��
���  ( )f z , 

��%
��)����  &��
��)"  ����� , �  ����  &��
���  ( )f z  
	����
��
�  �	������ -
�	�  ����� . 

(������  ����� , 	���*���  ��	��  ������
  �����  ( ) 1,v x y C=  � ( ) 2,v x y C= , 
��%
��)����  ����
	"  ����� . (�
���

  /�
�
����  ���
�
  �  ���� -�
��  �	���  
����������  �	  �	�
����  �	  �����  ����� , �	  �  �
��  ����
��
�	���  ���
�
  �  
�����	����	#	  ����
����  ���� , 
���
����  ���
�
 , 4	  ��	��
�)  %� 	�
�
�"  
����  ����%  ���� -�
�  ���  �	�������  ������%
  1S  � 2S  ����

  ����� , %��
/�)�� -
��  �	�����	" . ��

�  �
�	� , ��%�
��  %������  ����
�  1C  � 2C , �
%����)  �
 -
�����  ���
�
  �  �����  ������  ����� . 

2 ��	�  �	/� -!�����  �  &	����  (154) �
��
��) , 4	  
		��
���
  /�
�
	 -
���  �	*���  ���
  �
��*���  ����%  ����
���  �	�����  ���  &��
���  �����  

 ;x x

u v
v v

x y
¶ ¶

= � =
¶ ¶

 (156) 

 y y

u v
v v

y x
¶ ¶

= � = -
¶ ¶

. (157) 

�	����
���  �
��	  x yw v iv= +  �	*��  �������������
  �
  ��	�

�  ��
�	�  

% 
		��
�����
  xv  � yv . ��)  �����  	���
���  ��������	/����  

 ( ),x y

u u u v
w v iv i i f z

x y x x
¶ ¶ ¶ ¶ ¢= + = + = - =
¶ ¶ ¶ ¶

 (158) 

�
�  �	� '�%�) ��
�	�  /�
�
	���  �  �	�����  ���  
	����
��	#	  �	��������  �� -
��� . 

�  #���	�
������  ���	���  �	��  ����#��"��  �	�����  �
�
������  �  �	�	
�  
��
�	��  /�
�
	��� . �
%���
�	  ��  ���
�
�
  ����%  
	����
��
�  �	�������  
����� . 

!	%#�����	  
��
	�	 -#������
�  ��	�
�  
�
��  C (%��
����  ��	  ��%��
 -
���� ) � ������	  ��  ���  ��
�	�
  �
&����������  ��#
  ds

�
� �	�����  dn

�
 %� �	 -

�	�	#	"  ��������	/���  
 ds dxi dy j= +

� ��
, (159) 
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 .dn dy i dx j= -
� ��

 (160) 

��)  �����  	���
���  ��������	/����  0n ds dn=
��� �

, ��  0n
���

 – 	�
�
���  �	� -
����  �	  
�
�	�  C , a ds – �
&��������  �	�*
�
  ��#
  ��)�  
�
�	� . 

+�
  �	����	��  	��	��  %��
���	�  
�
�	�  C  &	�����  (160) ��)  ������	
  
%	���/��	�  �	����� . 

+	�	
	�  ��
�	��  /�
�
	���  v
�

 ����%  
�
��  C  (%��
����  ��	  ��%��
�� -
�� ) ��%
��)����  
�
�	������
�  ����#���  ���  �	������	�  �
���	�	�  /�
�
	� -
��  

 ( ) .C
C

v n dsP = ×�
� �

 (161) 

(���
��	 , ���  ����#���  �
%����)  
���
����  ���
�
 , 4	  ��	��
�)  ����%  

�
��  C  %� 	�
�
�"  ���� . .���#���  (161) %��
/��	  �  �
#����  

 .C x y
C C C C

u u v u
v dn v dy v dx dy dx dx dy

x y x x
¶ ¶ ¶ ¶

P = = - = - = +
¶ ¶ ¶ ¶� � � �

� �
 (162) 

+�
  �
%�������  ����	��	�  �
�
 , 4	  ��)  % �	
�  �	�	
�  ���
�
  ��  ���	 , 
�
�  	���
�)����  ��" , ���

�  %�������  ��)  �������  %��
��	�	���  �	�	
� , 
�

�  ����
���
%�)����  %��������  �
�
������ . 5
�
�����)"  ��
�	��  /�
� -

	���  �%�	�*  
�
�	�  C ��%
��)����  
�
�	������
�  ����#���  ���  �	�
��	�  
�
���	�	�  ��
�	��  /�
�
	���  

 .C
C

v dsG = ×�
� �

 (163) 

�
��*�"�
  /�
�
����  v
�

 ����%  
	����
��
�  �	������� , ��������	  

 .C x y
C C C C

u u u v
v ds v dx v dy dx dy dx dy

x y x x
¶ ¶ ¶ ¶

G = = + = + = -
¶ ¶ ¶ ¶� � � �

� �
 (164) 

!	%#�����	  ��  
	����
����  ��	4
��  ����#���  �%�	�*  
�
�	�  C ���  �	 -
����	�  
	����
��	#	  �	��������  

 ( ) .
C C C

u v v u
f z dz dx dy i dx dy

x x x x
¶ ¶ ¶ ¶¢ = - + +
¶ ¶ ¶ ¶� � �  (165) 

+	��������  (162), (164) � (165) ��
�	�
��  �	  &	����
  
 ( ) .C C

C

f z dz i¢ = G + P�  (166) 

5�  &	����� , 4	  ��)  �
��*����  �
�
������  �  �	�	
�  ��
�	��  /�
�
	���  
����%  �	�����  
	����
��	#	  �	�������� , %���	�
��  �
������  %���	�������  
�  #���	�
������ . 2����*
�	 , 4	  
	�
  	������  D , �  �
��  �	%#����)����  ��� , 
)  	��	%� '�%�	" , �	  ����#���  (166) �	  ���� -�
��  %��
�����  
�
���  C, 4	  ��� -

	�  ��*
��  �  D , �	����")  ���"  �  �
��  ��	���
  �	/� . �  �
���
�  ����  �  
��#��	%� '�%���  	������  D  ����#���  �	  %��
�����  
�
���  C, 4	  ���
	�  �� -
*
��  �  D , �	*�  ���
  �������
�  ���  ���� . 5�  ����  ���
  ����� , 
	�
  ����� -
�
��  
�
�	�  C ����
����  	������  D¢, 4	  ��  ����*
��  D , �  �
��  ���������  
�*�����  �  �
��	��  �	�

  ����� , 4	  �	%#����)���� . �  ���  	������ , 	���
��	 , 
�	��/�"����  ��������  (151) � (152). �  	
���	��  �
���
�  	������  D¢ �	*�  
�
�����
��  % 	
���
�  �	�	
 , �
�  ��
  ��	��  )  �%	��	���
�
  	�	��
�
�
  �	 -
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�
��
  ������
��	�  &��
���  ( )f z  – 
	����
��	#	  �	��������  ����� . 
(�*� , �	�����
�  ��	�

�  �	���������
�  ���  �  	������ , �  �
��  ��������  

�*�����  �  �
��	��  �	�

 , �	*�  ���
  	�
���
�  %� �	�	�	#	"  
	����
��	#	  
�	�������� , 4	  )  ������
��	"  &��
��)"  
	����
��	�  %����	� . �
�  ���
�  
���  �
������  ���	#	  
����  �����  �	*�  ���
  �

	�
����
�  �����  ������  ��	 -
���  ������
��
�  &��
��� . 

!	%#�����	  ���  ��

�����  �����	���/
�  ����� , 4	  	�
��"����  ������ -
����
�
  &��
����
  
	����
��	�  %����	� . 

1. �����  
	����
��
�  �	�������  �����  ��)  �
#���  
 ( ) ,f z az=  (167) 

��  1 2a a ia= +  – %�����  
	����
���  �
��	 . �	��  
 ( ) 1 2, ,u x y a x a y= -  (168) 

 ( ) 2 1,v x y a x a y= +  (169) 

� �����  �����  ( ),v x y C=  )  ����
�
 , 
��  ���
��  �

�  �	  	��  x  �
%����)����  

�
��%	�  2

1

tg .
a
a

a = -  2 &	����
  (158) 

 ( ) 1 2,x yw v iv f z a a ia¢= + = = = -  (170) 

%���

  �
��
��) , 4	  /�
�
����  �����  �	������  �  ������	
  ��
�	��  /�
�
	 -
���  %��#�)����  �% ����
�
  ( ),v x y C= . (�*�  &��
���  (167) �
%����)  ��	�
	 -
����������  ����" . 

2. �����  
	����
��
�  �	�������  �����  ��)  �
#���  
 ( ) lnf z a z= , (171) 

��  a  – ������  �
��	 . �	�� , �����/	�/
  �	  �	
�%�

	�	�  &	��
  %��
��  
iz ejr= , 	���*
�	  �
��%  �	��������  �  &��
���  �����  �  �	����
�  
		��
�� -

��� : 
 ( ), ln ,u ar j r=  (172) 

 ( ), .v ar j j=  (173) 
2����
  �
��
��) , 4	  �����  �����  )  ��	�����
 , �
�  �
�	����  �% �	���
�  


		��
��� , �  �
���	����������  �����  – 
	��  �% �����	�  �  �	���
�  
		��
��� . 
,��	�"���  ���
�
��  /�
�
	���  ��
  ��	��  �	����")  

 ( ) ,
a a

w f z
r r

¢= = =  (174) 

�  ��
�	�  /�
�
	���  ���������
�  �	  ��	���"  constj = . 2 (174) �
��
��) , 
4	  �  �	���
�  
		��
���  /�
�
����  �����)  �	  ���
������	��� . �	�
�  0z = , 
	�	��
��  �	�
�  &��
���  ( )f z , �  ��	��  �
���
�  )  �*����	�  �����  (�	����
�  
�*����	�  ��
  0a > , 
	�
  /�
�
����  ����������  ���  �	���
�  
		��
��� , � 
��� ')��
�  �*����	�  ��	  ��	
	�  ��
  0a < , 
	�
  /�
�
����  ����������  �	  
�	���
�  
		��
��� ). �%��/
  �	�����
�  %��
���
�  
	����  C, 4	  ����
��  
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�	�
�  0z =  ������
�� , %� &	����	"  (166) 	���*
�	  

 ( ) 2 .C C
C C

a
f z dz dz a i i

z
p¢ = = = G + P� �  (175) 

2����
  2C apP = . (�*� , �  �
���
� , 4	  �	%#����)���� , �	��
  ���
�
  �� -
��% ���� -�

�  %��
���
�  
	���� , 4	  ����
��  ������
��  �*����	 , �	�����
�  
� �	����")  2 ap . 5"  ���
�
��  ��%
��"��  �	��*����"  �*����� . 

3. �����  
	����
��
�  �	�������  ��)  �
#���  
 ( ) lnf z i a z= , (176) 

��  a  – ������  �
��	 . �  ��	��  �
���
�  �����  �����  ����"��  �	�	"  
	����� -
�
���  
	��  �% �����	�  �  �	���
�  
		��
��� . 2 &	����
  (166), ����	#���	  �
  
� �  �	�������	��  �
���
� , 	���*
�	  0cP = , 2C apG = - . �	�
�  0z =  �  
��	��  �
���
�  ��%
��)����  �
��	�	"  �	�
	"  ����� . 

4. �����  
	����
��
�  �	�������  �����  ��)  �
#���  
 ( ) ( ) ( )ln ln ,f z a z h a z h= + - -  (177) 

��  a  – �	�����  ������  �
��	 , a h – ���
�  
	����
���  ����� . 2#���	  �% �	�� -
������  ��������	�  ���  �	�������  �
%����)  ����"  % �	����
�  �*����	�  �  
�	���  z h= -  � ��	
	�  �  �	���  z h= + , ��
�	��  �	��*�����  �*�����  �  ��	
�  
	���
	��  �  �	����")  2 ap . 2��
/��	  (177) �  �
#����  

 ( ) ( ) ( )ln ln
2

2

z h z h
f z ah

h

+ - -
=  (178) 

��  �	%#�����	  �
���	
 , 
	�
  0h ® , ���*�"�
 , 4	  �	��*�����  �*�����  �  
��	
�  ��
  ��	��  %�	���)  ��
 , 4	  ���
�
��  2m ah=  %��
/�)����  ����	" . �  
��%�������  	���*
�	  

 ( )0 .
m

f z
z

=  (179) 

'��
���  (179) ����)  �	�	"  
	����
��
�  �	�������  �
�	��  �	��*�	���  
m, 4	  %���	�
����  �  �	���
�  
		��
��� . 1����  �����  �
�	�� , 	���
��	 , �
 -
%����"����  ���������
  

 
2 2

my
C

x y
- =

+
 (180) 

��	  
 ( )2 2 0,C x y my+ + =  (181) 

�	��	  )  
	���
  �% �������
  ��  	��  y , 4	  �	�

�)����  �	  	��  x  �  �	���
�  

		��
��� . +�
  ��	��  ���	�"���  ���
�
��  /�
�
	��� , �
�  �	����")  

 2 2 2
,

m m
w

x yz
= =

+
 (182) 

�����)  �	  ����  ��  ���
������	��� . 
5. !	%#�����	  ����" , 
	����
��
�  �	�������  �
	�  ��)  �
#���  
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 ( ) ,
m

f z v z
z¥= +  (183) 

��  v¥  � m – �	�����  ������  �
��� . (���
��	 , ��  �����  )  ������	%
��)"  ��	� -

	���������	�  �����  %� /�
�
���" , 4	  ����������  	��  x  � �	����")  v¥ , � �� -
��� , 4	  ���	�")����  �
�	���  �	��*�	���  m, �

�  %���	�
����  �  �	���
�  

		��
��� . 1����  �����  �
%����"����  ���������
  

 
2 2

.
my

v y C
x y¥ - =

+
 (184) 

2������"  0C =  ����	����)  �����  ����� , ��������  �
	�  ��)  �
#���  

 
2 2

0.
m

y v
x y¥

� �
- =� 	+
 �

 (185) 

�	��  �	%����)����  ��  �����  0y =  � 
	�	  2 2 2x y a+ = , ��  2 .
m

a
v¥

=  (�
� -

��

  

 ( )
2

2 2
1 ,

m a
f z v v

z z¥ ¥

� �¢ = - = -� 	

 �

 (186) 

�	  ��  ���
������	���  /�
�
����  �����  �	����")  v¥  �  ����������  �%�	�*  	��  
x . �  �	�
��  
	��  2 2 2x y a+ = , 4	  )  ����)"  ����� , /�
�
����  �����	����  �	  
�	�
����  �	  ��	#	  
	�� . ���  ���	�"��	�  ���
�
�
  /�
�
	���  �  �	�
��  
	��  

iz aej=  % &	����  (158) � (186) 	���*
�	  

 ( ) 21 2 sin .i

z a z a

w f z v e vj j¥ ¥
= =

¢= = - =  (187) 

�  �	%#�����
�  ��

�����  �
  %� %����
�  
	����
��
�  �	�������	�  �
 -
%�����
  #���	�
�������  ����
���
��


  ����� . +�������	  �����  �	  �	%� '� -
%����  ��
  �
  �	�
�
  	������	�  %����� , %�����  ��	  �
%�������  
	����
��	#	  
�	��������  �����  %� �	#	  #���	�
������
�
  ����
���
��

��
 . 2����*
�	 , 
4	  	�
���

  &�%
���  /�
�
����  �����  �
��*�)����  ����%  �	�����  
	����
� -
�	#	  �	��������  (�
� . &	�����  (158), �	  ���  
	����
��
�  �	�������  ���  
%����	�  �����  �
%����)����  ��	��	%����	 . (���
  �	#	  �	�����  )  	��	%��� -
�	"  ������
��	"  &��
��)" . 5�  	%����) , 4	  �  	
	��  ���� -�
	�  ����
���	�  
�	�

  �����  ��)  �����  �	%
���  

 ( ) ( )0
1

,
n

n
n

f z a z z
¥

=

¢ = -�  (188) 

�  �  	
	��  �%	��	���	�  	�	��
�	�  �	�

  – �	%
���  

 ( ) ( )0 .
n

n
n

f z b z z
¥

=-¥

= -�  (189) 

2 (189) ���  
	����
��	#	  �	��������  �  	
	��  	�	��
�	�  �	�

  0z  	��
 -
��)�	  �	%
���  
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 ( ) ( ) ( )1 0 0ln .
n

n
n

f z b z z c z z
¥

-
=-¥

= - + -�  (190) 

2	
���� , �
4	  ���
������	  ���������  �	�
�  z ����*
��  	������  �����  �  

	����
���  /�
�
����  

 ( ) ( )x yw v i v¥ ¥ ¥
= +  (191) 

�����  �  ���  �	���  	���*��� , �	  �	%
���  
	����
��	#	  �	��������  �  	
	��  �	 -
�

  z¥  ��)  �
#���  

 ( ) 1
0

ln .n
n

n

c
f z w z b z

z

¥

¥ -
=

= + + �  (192) 

2����
  	���*
�	  
 ( ) 12

RC

f z dz ibp -
¢ =� , (193) 

��  RC  – 
	�	  z R=  �	�
��  ���

	#	  �������  R, �	%�  �

�  ����)  	�	��
 -

�
�  �	�	
  &��
���  ( )f z , %� �
���
	�  �	�

  z¥ . 2 ��/	#	  �	
� , �  �
��  &	� -
���
  (166) ����#���  (193) �
%����)  �	��
  � �
�
�����"  ��
�	��  /�
�
	���  
����%  
�
��  RC . (�
���

  /�
�
����  �  �	���  z¥  	���*��� , �	  ��  �	�
�  ��  )  
�*����	� , �	��  �	��
  ��
�	��  /�
�
	���  ����%  
�
��  RC  �	����")  ���" , � 
&	�����  (193) ��)  

 12 .ibp - ¥= G  (194) 
�
�
/��	  	����	��
�  �	%
���  
	����
��	#	  �	��������  �  	
	��  �� -

�
������	  ��������	�  �	�

 , 4	  )  ����
���	"  �	�
	"  ����� : 

 ( )
0

ln .
2

n
n

n

c
f z w z z

i zp

¥
¥

¥
=

G
= + + �  (195) 

!	%#�����	  �����  %�����  	���
����  %��
���	#	  
	�����  ��	�
	������ -
���
�  �	�	
	� . �����  �	��
 , 4	  ��)  ��  ���
������	���  %�����  /�
�
����  
w¥  � �
�
�����"  ¥G , 	���
�)  ���	  S, 	���*���  %��
���
�  
	����	�  C . 
+	�����	  �
%���
�
  /�
�
����  �  ���� -�
��  �	���  �	�	
�  %� %����
�
  #���	 -
�
������
�
  ����
���
��

��
  ��  ���
������	���  %� ��	�
 , 4	  �  �	�
��  

	�����  C  /�
�
����  �����  ����������  �	  �	�
����  �	  
	�����  C . (������  
��	��  	%����) , 4	  
�
��  C  )  ����)"  ����� , �	��	  �����  ����
��  
	����
� -
�	#	  �	�������� , 4	  	�
��)  ����" , �	�
���  %����#��
  �	������  %�������  ��  

�
���  C  

 ( ), .
C

v x y const=  (196) 

2�����  %�	�
����  �	  �
%�������  �	%�  
	����	�  C ��  
	����
����  ��	 -
4
��  ������
��	�  &��
���  ( )f z , �  �	%
����  (195) �
	�  %�����  %�������  w¥  � 

¥G , �  ��  
	�����  C �

	��)����  ��	��  (196). ����	��"�
 , 4	  
	����
��
�  
�	�������  �
%�����
�  % �	�����"  �	  ����	� , %�������  ����	�  �  ��	��  (196) 
�	*��  ���*��
  ����
�  ���" . 



81 

+	����	  �% %�����  	���
����  
��#	�	#	  �
������  �������  R �% �����	�  �  
�	���
�  
		��
��� . �����  /�
�
����  �	�	
�  ��  ���
������	���  �	����")  
v¥  � ����������  ���������	  	��  x , �  �
�
������  ��������  ( 0¥G = ). �
  �	 -
�
���  %����
  
	����
��
�  �	������� , �	%
���  �
	#	  �  	
	��  ���
������	  
��������	�  �	�

  ��)  �
#���  

 ( )
0

n
n

n

c
f z v z

z

¥

¥
=

= + �  (197) 

� �����  ����
��  �
	#	  ������	�")����  �  ����  ��
  z R= . �	����
��
�  �	 -
�������  ��
	#	  �
��  ���	  ���
  �*�  �	%#�����	  (183). �	��  �	%� '�%	
  ���	�  
%�����  ��)  �
#���  

 ( )
2

.
R

f z v z
z¥

� �
= +� 	


 �
 (198) 

+�
  ��	��  /�
�
����  �  �	�
�� , 4	  ��*���  ��  	�����	��  �
������ , �
 -
%����)����  &	����	"  (187), %���

  �
��
��) , 4	  �	��  �	����")  ���"  �  
��	�  
�
�
��
�  �	�
�� : �  �	���  z R= - , �  �
��  �����  �����  0y =  �	%#���*� -
)����  ��  ���  �����  ����� , 4	  %��#�"����  % �������  ��  �
*���  �����
	���
  
z R= , � �  �	���  z R= , �  �
��  ��  �����  �����  ��	������  %�	��  �  �����  0y = . 

5�  �	�

  ��%
��"����  �	�
	"  �	%#���*����  �  �	�
	"  ��	�*���� , ����	�� -
��	 . 2����*
�	 , 4	  
	�
  /�
�
����  �	�	
�  ��  ���
������	���  ��  �������� -
��  	��  x , �  ��)  �
#���  0iw v ej

¥ ¥= , �	  %� �	�	�	#	"  ������	�����  0ize jz -=  
�
  ��
�	�
�	  �	  %�����  ��  ��	4
��  z , 4	  �*�  �	%#�������� . �	��  ���  �	%-
� '�%
�  �
����	�  %�����  	���*
�	  �
��%  

 ( )
2

.
w R

f z w z
z

¥
¥= +  (199) 

�����  �����  �
�
������  ¥G  ��  �	����")  ���" . 9
  �
  ���
�
  �
4�  
(�
� . ��

���  3 ), �����  �����  �  �����  % 
	����
��
�  �	�������	�  lnia z (a  – 
������  �
��	 ) ����"��  �	�	"  
	������
���  
	��  �% �����	�  �  �	���
�  
	 -
	��
��� . �	��  
	����
��
�  �	�������  ����� , 4	  	���
�)  
��#	�
�  �
�����  
�������  R �% %����	"  /�
�
���"  ��  ���
������	���  v¥  � %����	"  �
�
��� -
��)"  ¥G , ��)  �
#���  

 ( )
2

ln .
2

R
f z v z z

z ip
¥

¥

G� �
= + +� 	


 �
 (200) 

2������	  
�
�
���  �	�

  ����� , �  �

�  /�
�
����  �����  �	����")  ���" . 2#�-
��	  % &	����	"  (158) ��)�	  

 ( )
2

2
1 .

2
R

w f z v
z izp

¥
¥

G� �¢= = - +� 	

 �

 (201) 

2����
   

 2 2 0
2

z z R
ivp
¥

¥

G
+ - =  (202) 
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� 

 
2

2

2 2
.

4 16
�z i R
v vp p
¥ ¥

¥ ¥

G G
= ± -  (203) 

+�
  
4

R
vp
¥

¥

G
³  ���
	�����
�  �
��%  �  (203) �	����
� . �	��  

 
2 2

2

2 2 2 2
,

16 16
�z R R
v vp p

¥ ¥

¥ ¥

G G
= - + =  (204) 

�	��	  	�
���  
�
�
���  �	�

  %���	������  ��  
	��  z R=  	�����	#	  �
���� -
�� , ��
�	��  ��
  0¥G >  ( 0v¥ > ) 	�
���  �	�

  ��*���  ��  ������	�� , �  ��
  

0¥G <  ( 0v¥ < ) – ��  �
*��	��  ���
	�� . �
�  ���
�  ���������  �
�
������  
%��
*�)  �	�

  �	%#���*����  �  ��	�*����  �����  �����  (�
� . 30).  

+�
  
4

R
vp
¥

¥

G
=  	�
���  
�
�
���  �	�

  %��#�"����  (�% �	�
	"  z iR=  ��
  

0¥G >  �
  �	�
	"  z iR= -  ��
  0¥G < ). ����/�� , ��
  
4

R
vp
¥

¥

G
>  �  	������  

%��
/�)����  �
/�  	���  
�
�
���  �	�
� , 4	  ��*
��  ��  ������  	��  y . (9
  
�
��
��)  % ��������  (202), �	���	
  
	�����  ��	#	  ��������  �	����")  2R- , 
�	��  ���#�  
�
�
���  �	�
�  ��*
��  ������
��  
	��  z R= ). 3���%  �"  �	�
�  
��	�	�
��  �����  ����� , 4	  ���	
����")  %��
����  �����  �����  ���  ��%��
���
�  
(�
� . 31). 

 

 
!
���	
  30 
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!
���	
  31 

(��
����  ��%������
  �	%�	��"��  �  ��
��
��  �	%� '�%��
  %�����  	��� -

����  �	�����	#	  %��
���	#	  
	�����  C . �����	 , �����  &��
���  ( )zz j=  
%�����")  ���	���*����  	������  W 
	����
��	�  ��	4
�
  z, 4	  %���	�
�� -
��  %	���  
	�����  C , ��  	������  ¢W  ��	4
�
  z , 4	  %	���  	�
�
��	#	  
	��  

1z = , ��
  4	  ( )j ¥ = ¥ . �	�� , 	���
��	 , %����� , 4	  �	%#����)���� , �
���� -
)����  �
���������	"  %�����  	���
����  
��#	�	#	  �
������  	�
�
��	#	  �� -
����� . +�
  ��	��  /�
�
����  �	�	
�  ��  ���
������	��� , �
� , �%�#��� -�	  
%���
���� , �	*�  ���
  ��#
	  �
%������ . �	����
��
�  �	�������  ( )f z  �
�� -

��	�  �����  ��
  ���	��  ���	���*����  �������  �  &��
��"  ( ) ( )F f zz z= � 
� � . 

�	��  %� &	����	"  (158) %������	  

 
z

dF df dz dz
W w

d dz d dz z zz z z¥ ¥
=¥ =¥ =¥=¥

= = =  (205) 

��  

 .
dz

W w
d zz¥ ¥

=¥

=  (206) 

�  �
��  &	����  (199) � (200) �	%� '�%	
  ������	���	�  %�����  ��)  �
#���  

 ( ) ln .
2

W
F W

i
z z z

z p
¥ ¥

¥

G
= + +  (207) 

2����
  ���  �	%� '�%
�  �
����	�  %�����  	��
��)�	  �
��%  
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 ( ) ( ) ( )
( )

( )ln .
2

dz
w

ddz
f z F z w z z

d z i
z

z

z
z j j

z j p

¥
=¥ ¥

¥
=¥

G
= = + +� 
� �  (208) 

9
  ��

���  �	%#�����	  ��%�
�
��������  	���
����  ���
������	�  ���� -
�
�

  ��	�

�  �	�	
	�  ���
�
 . �����  ��	4
��  Oxy �����
��)  �����
�
�  
�	  �����%
�  a x a- £ £ , �  ��
�	�  /�
�
	���  �	�	
�  ��*
��  �  ��	4
��  Oxy �  
��  ���
������	���  ��)  %�����  %�������  w¥ . 9
  �
��
��)  % �	%#����  �����
 -
�	����  &��
���  8�
	���
	#	  &��
���  

 ( )1
2
a

z z y z
z

� �
= + =� 	


 �
 (209) 

%�����")  ���	���*����  	������ , �
�  %���	�
����  %	���  	�
�
��	#	  
	��  
��	4
�
  z , ��  ��	4
��  z, 4	  �	%��%���  �	  �����%
�  a x a- £ £ . +�
  ��	��  

( )y ¥ = ¥  ��  .
2

dz a
d zz =¥

=  �	��  %����� , 4	  �	%#����)���� , �
����������  %�-

����  	���
����  ��% �
�
������  
��#	�	#	  �
������  	�
�
��	#	  �������  ��  
��	4
��  z  �	�	
	� , 4	  ��"��  ��  ���
������	���  
	����
���  /�
�
����  

2
a

W w¥ ¥= . �	����
��
�  �	�������  	������	�  %�����  ��)  �
#���  

 ( ) .
2

wa
F wz z

z
¥

¥

� �
= +� 	


 �
 (210) 

+������
�	  �"�
  %������  z  � 
1
z

 %�������  % (209) ���
�
�
  

 
2 2

,
z z a

a
x

+ -
=  (211) 

 
2 21

.
z z a

ax
- -

=  (212) 

���  2 2 0z a- >  ��
  z x a= > . !	%�� ')�	  w¥  ��  ������  �  �����  ����
�
  

 ( ) ( ) .x yw v i v¥ ¥ ¥
= +  (213) 

�	��  ���  
	����
��	#	  �	��������  �
����	�  %�����  	���*
�	  	����	� -
�
�  �
��%  

 ( ) ( ) ( ) 2 2 .x yf z v z i v z a
¥ ¥

= - -  (214) 

��  %�
�������  %������	  �
�� , 4	  ��)  % �	
�  �	�	
�  ��  	������  �
�  ���	 . 
0
��  �
�
� , 4	  ��)  ��  �������  ��#
  ds 
	�����  C, ��	�	������  #���	�
 -
������	��  �
�
�  p  �  �����  �	���  �	�	
�  �  �����	����  �  ������
�  ������ -

/��	�  �	�����  dn idy jdx- = - +
� ��

. �	��  ���  
		��
���  �
�
 , 4	  ��)  ��  

	����  C, 	���*
�	  �
��%  
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 ,x
C

R pdy= - �  (215) 

 y
C

R pdx= � . (216) 

�
%���
�/
  #���	�
������
�  �
�
  p  % ����#����   �������  

 
2

,
2
v

p A
r

= -  (217) 

��  A – ����� , �  r  – #���
��  ���
�
 , � ����/
  
	����
���  ���
�
��  

y xR R iR= + , 	��
��)�	  

 ( )2 2

2 2C C

R v dx idy v dz
r r

= - - = -� � . (218) 

 (.���#���  ���  ����	�  A �	  %��
���	��  
	�����  C, 	���
��	 , �	����")  
���" .) +�����	�
�	  ����#���  (218). (�
���

  �  �	�
��  
	�����  C /�
� -

����  �����	����  �	  �	�
����  �	  
	����� , �	  
	����
���  /�
�
����  �����  w 
�	� '�%���  % ���
�
�	"  &�%
��	�  /�
�
	���  v  ��������	/�����  iw vej= , ��  
j   – 
��  ��*  �	�
��	"  �	  
	�����  ��  ����"  x . �	��  &	�����  (158) ��)  

( )ive f zj- ¢= . 2 ��/	#	  �	
� , idz dsej-= . �	��  

 ( )( )22 2 2i iv dz v e dse f z dzj j- ¢= =  (219) 

� &	�����  (7.74) ������  �
#����  

 ( )( )2
.

2 C

R f z dz
r ¢= - �  (220) 

5�  ��
  %����  &	�����  3���
#��� , 4	  �
��*�)  �
�� , �
�  ��)  % �	
�  �	�	 -

�  ��  	������  �
�  ���	 , ����%  �	�����  
	����
��	#	  �	�������� . 2 �
��%�  
(195) ���  
	����
��	#	  �	��������  �	%�  	�����	#	  ����  	���*
�	  

 ( )
2

1
,

2
n
n

n

c
f z w

i z zp

¥
¥

¥
=

¢G
¢ = + + �  (221) 

 ( )( )2 2

2

.n
n

n

bw
f z w

i z zp

¥
¥ ¥

¥
=

G
¢ = × + +�  (222) 

(�*� , 

 ( )( )2
2 .

C

f z dz w¥ ¥
¢ = G�  (223) 

+������
�/
  ���  �
��%  �  &	�����  (220) � ���	
���
�/
  ������  �  �����  �� -
��
�
 , %������	  

 ( ) ,x yR vr ¥¥
= G  (224) 

 ( ) .y xR vr ¥¥
= - G  (225) 

2����
  
 .R vr ¥ ¥= × G  (226) 
'	�����  (226) ����)  �	�	"  ��	����  8�
	���
	#	  ��	  ����	���  �
�� : 

�
��  �
�
�  ��%�
��	�	#	  �	�	
� , 4	  ��)  ��  ���
������	���  /�
�
����  v¥  � 
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	���
�)  
	����  C  �% �
�
�����)"  ¥G , �
��*�)����  &	����	"  
.R vr ¥ ¥= × G  ������	
  ��)�  �
�
  ���	�")����  �	�	�	�	�  ��
�	��  v¥  ��  

����
�  
��  �  ��
 , ��	�
��*�
�  �
�
������ . 
�

	�
������  �������  ������
��
�  &��
���  
	����
��	�  %����	�  �	 -

%�	�
�	  � . : . 8�
	���
	��  �  0 . , . 3���
#���  �	%�
���
  ���	�
  �	%� '�%�� -
��  %����  #���	 - � ���	�
����

 , 4	  �	���*
�
  ��	���
��	"  	��	�	"  ���  
���
�


  ������������� . �
�  ���
�  ���	�
  ��	���  &��
���  
	����
��	�  
%����	�  %�#���
  ���
��%��  �	��  �  �	%�
�
�  ������	�  ������� .  

 
 
 

12 � ������ ��)  MAPLE ��)   � ����  
������  
�����������  �������  

�	����
���  �
���  x iy+  ��	������  �  
	�����
�  ���	
  �  �
#����   
> x+y*I; 
����

��� , 
> 2+3*I;  

  + 2 3 I  
������  ��  �����  ����
�
  
	����
��	#	  �
���  (&��
���  
	����
��	�  

%����	� ) %���	������  ����	���
�
  &��
����
  Re(z) � Im(z), ����	����	 . 
> Re(2+3*I);  

 2  
> Im(2+3*I);  

 3  
9
  %����
  
	����
��	 -����*���  �
��	  %�	%����	  % ��

����  
> conjugate(2+3*I);  

  - 2 3 I  
�	����  ��  #	�	���  %�������  ��#������  
	����
��	#	  �
���  �
%���� -

"����  ����	���
�
  &��
����
  abs � argument. 
  
� � � 
 � � �  38 . ������  �	�"�!  ��  �	�	���  
�������  ���"����"  
	���� -


��	�	  �����  1 3i+ . 
�	
� '�
���� . 
> abs(1+sqrt(3)*I);  

 2  
> argument(1+sqrt(3)*I); 

 
p
3  

 ���	���! : 1 3 2+ = , ( )arg 1 3
3
p

+ = . 
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�	����  ��  #	�	���  %�������  ��#������  
	����
��	#	  �
���  	��	����	  

�
�	������  ����	���	"  &��
��)"  polar(z) 
> polar(1+sqrt(3)*I);  

 �


��

�
�
		polar ,2

p
3  

9
  �

	�����
  ��#��������  ���  �% 
	����
��
�
  �
����
 , �	
�%��	  ��  
��

����� : 

> (2+3*I)*(1+2*I);  
  + -4 7 I  

> (2-I)/(1+I);  

  - 
1
2

3
2

I  

> (1+I)^10;  
 32 I  

 

� � � 
 � � �  39. ���������  ����	  ( )21
(1 ) 3 2z i i

i
= + + - . 

�	
� '�
���� . 
> 1/I+(1+I)^2*(3-2*I);  

  + 4 5 I  
 ���	���! : 4 5z i= + . 
 
2�������  &��
���  
	����
��	�  %����	�  %���	������  %� �	�	�	#	"  &�� -


���  evalc. ����

��� , 
> evalc(cos(1+I));  

  - ( )cos 1 ( )cosh 1 ( )sin 1 ( )sinh 1 I  
> evalc(exp(x+y*I));  

  + eeeex ( )cos y eeeex ( )sin y I  
> evalc(I^I);  

 eeee
�


��

�
�
		-

p
2

 
> evalc(Re(exp(x+y*I)));  

 eeeex ( )cos y  
'��
���  evalc �
%����)  �
/�  #	�	���  %�������  nw z= . ����

��� , 
> evalc((-1)^(1/4));  

 
 + 

2
2

1
2

I 2
 

���  %�������  nw z=  %���	������  �
  
	����  ��������  nw z= . ���  %��-
�	�*����  
	�����  ��������  ��	  �
����  �������  �  Maple �

	�
��	��)����  
&��
���  fsolve. 0���
����  &��
���  fsolve: 
���  �	%� '�%����  	�
�
��
�  �������   
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fsolve( ), ,eq var complex; 
���  �	%� '�%����  �
����
  �������  

fsolve { } { }( )1, 2,..., , 1, 2,..., ,eq eq eqn var var varn complex; 

��  , 1, 2,...,eq eq eq eqn – �������� ; , 1, 2,...,var var var varn – %����� , %�������  
�

�  �
%����"���� ; complex – ��	�
����  �
/�  �	�� , 
	�
  �	�����	  %���	 -
�
�
  ��
	*  
	����
���  
	����  (�
���	
 , �

�  ���  ��
��
�� ). 

 
� � � 
 � � �  40.  ������  ����	  4 1z = - . 
�	
� '�
���� . 
> fsolve(z^4=-1,z,complex); 

 

 - -0.7071067812 0.7071067812I  + -0.7071067812 0.7071067812I, ,
 - 0.7071067812 0.7071067812I  + 0.7071067812 0.7071067812I,  

 ���	���! : 1 0.7071067812 0.7071067812z i= - - , 

2 0.7071067812 0.7071067812z i= - + , 

3 0.7071067812 0.7071067812z i= - ,  

4 0.7071067812 0.7071067812z i= + . 
 

� � � 
 � � �  41.  ������  
	����  �������  
2 2 1,

2.

z w

z w

+ = -�
�

+ =�
 

�	
� '�
���� . 
> fsolve({z^2+w^2=-1,z+w=2},{z,w},complex);  

 { }, = w  + 1.000000000 1.224744871I  = z  - 1.000000000 1.224744871I  
 ���	���! : 1 1.224744871w i= + , 1 1.224744871z i= - . 

 

+	���	��  �	�	
  ��  
	����
����  ��	4
��  �

	��)����  %� �	�	�	#	"  
&��
���  complexplot, 4	  ��	�
��  �  ��
��  plots. +����  �

	�
�������  
complexplot ��	�����	  �
�
�����
  ��
��  plots 

> with(plots):  
0���
����  &��
���  complexplot: 
complexplot( ), .. , , ,expr t a b r s options= ; 

complexplot( ), , ,L r s options ;  
��  expr – �
��%  % ��������	�  t , 4	  �
%����)  
�
��  ��  
	����
����  ��	 -
4
�� ; t  – ��������  
�
�	� ; ,a b – #���
���  %�������  ���������  t ; L  – ���� -
��
  
	����
��
�  �
��� ; r  – ��*�  #	�
%	������	�  	��  (��	�	� '�%
	�
�  
�������� ); s – ��*�  ����

����	�  	��  (��	�	� '�%
	�
�  �������� ); options – 
�	���
	��  �����
�	���  #��&�
�  (��	�	� '�%
	�
�  �������� ). 

 
� � � 
 � � �  42. �	���
���  ��  
	����
����  ��	%���  
	����
���  �����  

1 1 2z i= + , 2 3 4z i= + , 3 5z i= - , 4 7 8z i= - . 
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�	
� '�
���� . 
> complexplot([1+2*I, 3+4*I, 5-I, 7-8*I], x=0..10, 

style=point);  

  
 
� � � 
 � � �  43 . �	�"�"����  ��  
	����
����  ��	%���  
���" , �
�  	���" -

��!��  ���������  ( ) cos sinz t t i t= + , tp p- £ £ . 
�	
� '�
���� . 
> complexplot(cos(t)+sin(t)*I, t=-Pi..Pi);  

  
 
���  %���	�*����  �	��
�  ��  ����
��
�  �	����
�  �  Maple %���	�	��)�� -

��  &��
���  diff. 0���
����  &��
��� : 
diff ( )1 2, , ,..., nf x x x ; 
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��  f  – &��
���  (	���)�  ��	  ��#���	�  %����
� ), �	�����  �
	�  �
%����)���� ; 

1 2, ,..., nx x x  – %����� , %� �

�
  �
%����)����  �	����� ; n  – �	���	
  �	����	� . 
 
� � � 
 � � �  44. ������  "��  �	�����  ���$	�	  ��  ��"�	�	  �	���
��  �"�
&��  

( )2 sinx xy- .  
�	
� '�
���� . 
> diff(x^2-sin(x*y),x);  

  - 2 x ( )cos x y y  
> diff(x^2-sin(x*y),y);  

 - ( )cos x y x  
> diff(x^2-sin(x*y),x,y); 

  - ( )sin x y x y ( )cos x y  
> diff(x^2-sin(x*y),x,x);  

  + 2 ( )sin x y y2  
> diff(x^2-sin(x*y),y,y);  

 ( )sin x y x2  

 ���	���! : ( )( ) ( )2 sin 2 cos
x

x xy x xy y¢- = - ; 

( )( ) ( )2 sin cos
y

x xy xy x¢- = - ; 

( )( ) ( ) ( )2 sin sin cos
xy

x xy xy xy xy¢¢- = - ; 

( )( ) ( )2 2sin 2 sin
xx

x xy xy y¢¢- = + ; 

( )( ) ( )2 2sin sin
yy

x xy xy x¢¢- = . 

 
9
4	  &��
���  �
&������")����  ��
���
�  ��% %� 	���)"  %����	" , �	  ���  

�
	�	�����  �	*��  %���	�	�����
  	�����	�  $. 2��
�
  
> diff(sin(x),x$3);  

 - ( )cos x  
> diff(sin(x),x,x,x);  

 - ( )cos x  
�
���������� , � ��

�  �
�	�  �
%����)����  �����  �	�����  ���  &��
���  sinx . 

�  Maple ���  %���	�*����  �
%�����
�  ��  ���
%�����
�  ����#�����  %�-
��	�	��)����  &��
���  int.  

0���
����  &��
���  int ���  %���	�*����  ���
%�����
�  ����#����� : 
int( ),f x ; 

��  f  – �������#������  &��
��� ; x  – %�����  ����#������� . 
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� � � 
 � � �  45. ������  ����
�������  ��������  ( )2sin x dx� . 

�	
� '�
���� . 
> int((sin(x))^2,x);  

 -  + 
1
2

( )sin x ( )cos x
x
2  

 ���	���! : ( )2 1
sin sin cos

2 2
x

x dx x x C= - × + +� . 

 
0���
����  &��
���  int ���  %���	�*����  �
%�����
�  ����#����� : 
int( ), ..f x a b= ; 

��  f  – �������#������  &��
��� ; x  – %�����  ����#������� ; a  � b – �
*��  � 
������  ��*�  ����#������� , ����	����	 . 
 

� � � 
 � � �  46. ���������  ��������  ( )
1

0

sinx nx dx� . 

�	
� '�
���� . 
> int(x*sin(n*x),x=0..1);  

 

 - ( )sin n ( )cos n n
n2

 

 ���	���! : ( )
1

2
0

sin cos
sin

n n n
x nx dx

n
-

=� . 

 
+	%�������   �  Maple ���

�  �������
��
�  &��
���  �������	  �  ����
 -

��  1. 
 

����
��  1 – +	%�������  �������
��
�  &��
���  �  Maple 
�������
���  

&��
���  
;�  �	%�������  �  

Maple 
�������
���  

&��
���  
;�  �	%�������  �  

Maple 
x y×  x*y thx tanh(x) 

yx  x^y cthx  coth(x) 

x  sqrt(x) arcsinx  arcsin(x) 
xe  exp(x) arccosx  arccos(x) 

sinx  sin(x) arctgx arctan(x) 
cosx  cos(x) arcctgx arccot(x) 
tgx  tan(x) arcshx  arcsinh(x) 
secx  sec(x) arcchx  arccosh(x) 
ctgx cot(x) arcthx arctanh(x) 
shx  sinh(x) arccthx  arccoth(x) 
chx  cosh(x)   
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� � � 
 � � �  47 .  �
������  	�����!  ���������	���  �"�
&��  
( )cos 3 2w z i= +  �, �
%	  �	����	 , 	��������  
�������  �	����	�  &��� �"�
&��  

"  �	�&�  0z i= . 
�	
� '�
���� . 
 ������	  �����"  � "���"  �������  �"�
&��  ( )cos 3 2z i+  

> evalc(cos(3*(x+I*y)-2*I));  
  - ( )cos 3 x ( )cosh  - 3 y 2 ( )sin 3 x ( )sinh  - 3 y 2 I  

���� , 
 ( ) ( ), cos(3 )ch 3 2 ;u x y x y= -  

 ( ) ( ) ( ), sin 3 sh 3 2v x y x y= - - . 
���������	  ��
	�����  "�	�  *	$� -������  
> diff(cos(3*x)*cosh(3*y-2),x);  

 - 3 ( )sin 3 x ( )cosh  - 3 y 2  
> diff(-sin(3*x)*sinh(3*y-2),y);  

 - 3 ( )sin 3 x ( )cosh  - 3 y 2  

( ) ( )3sin 3 ch 3 2
u v

x y
x y

¶ ¶
= = - -

¶ ¶
 – ���$�  "�	��  *	$� -������  ��
	�"��! -

�� . 
> diff(cos(3*x)*cosh(3*y-2),y);  

 3 ( )cos 3 x ( )sinh  - 3 y 2  
> diff(-sin(3*x)*sinh(3*y-2),x);  

 - 3 ( )cos 3 x ( )sinh  - 3 y 2  

( ) ( )3cos 3 sh 3 2
u v

x y
y x

¶ ¶
= - = -

¶ ¶
 – ��"��  "�	��  *	$� -������  ��
	�  �� -


	�"��!�� . ���� , 	�����  "�	��  *	$� -������  ��
	�"#�!��  ��  "���  
	���� -

����  ��	%��� , �  &� 	
����� , %	  �"�
&��  ����������  ��  "���  
	����
����  
��	%��� . �	�"  ��  �	���	  	��������  
�������  �	����	�  "  �	�&�  0z i= . ,��  
&!	�	  ��  �	���	  ��
	�������  Maple-�"�
&�#  subs. 6� ���"
�"�� : 

subs( )11 21, 12 22,..., 1 2 ,expr expr expr expr expr n epr n expr= = = ; 
��  , 11, 12,..., 1 , 21, 22,..., 2expr expr expr expr n expr expr expr n – ���
�  ����
� . + 
��
"�!����  ��
	�����  &��� �"�
&��  "  	�������  ����
  expr 
�����!  ����
��   

11,expr  12,expr  …, 1expr n �"�"�!  �����������  ����
�  21,expr  22,expr  …, 
2expr n, ����	����	 .  

> evalc(subs(x=0,y=1,-3*sin(3*x)*cosh(3*y-2)-
I*3*cos(3*x)*sinh(3*y-2)));  
 -3 I ( )sinh 1  

 ���	���! : ( ) 3sh1f i i¢ = - . 
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� �� ��)  ��)  �,���,;  -��- ;�����  

���'���&  1. +	�������
  ����"  (	������ ) ��  
	����
����  ��	4
�� , 4	  
�
%����)����  ���������  (���������" ). 

1. 2Re( ) 0.z z- =  
2. 2 1 2 4.z i< - + <  

3. 2Im 4.z <  
4. 3 3, Im 3.z i z- < £ -  

5. 
1

Re 1.
z

� � =� 	

 �

 

6. 0,5 1 0,5 .z z- < -  

7. 1 2 2.z i£ + + £  

8. 4 4 1.z z i- + + <  

9. Re 0.z z- £  

10. 2 2 1.z z+ =  
11. 2 2 2 8.z z i< - + + <  

12. 1 Re 5, 5 Im 1.z z- < < - < <  

13. arg , 5.
3 2

z z
p p

£ £ £  

14. 
2

1.
2

z
z

+
£

-
 

15. 4 6 6.z i+ - >  

16. 
1

1, 0.z
z

³ ¹  

17. 2Im 4.z ³  
18. 2 2 .z i z i- = +  

19. 
2

2.
2

z i
z i

+
<

-
 

20. 2Re 1.z =  
21. 4 1 8.z i z£ + + + £  

22. Re(1 ) .z z+ =  

23. 
2

5 8, arg .
4 3

z i z
p p

- = £ £  

24. 
5

4.
z
z i

-
³

+
 



94 

25. 1 2 4.z z< + + <  

26. 1 Re 2, 0 Im 1.z z£ < < £  
27. Re 1.z z+ <  

28. arg , 4.
4 2

z z
p p-

< < <  

29. 2 4, Im 0.z z< < >  

30. 2.z i z i- - + =  

31. 1 3 3z z- + - <  

32. 
5

5 5, 0 arg .
6

z i z p- < < <  

33. 1 .z z i- < -  

34. arg , 2 3.
4 2

z z
p p

< < < <  

35. 5, Im 4.z i z+ = <  

36. 2Im 2, 0 arg .
2

z z
p

= £ £  

37. 
1

2, ( 0).
2

z£ ¹  

38. 3 Re 12.z z- =  

39. 3, Im 5.z i z- > £  

40. 2 Im .z z< +  

41. 1 4, Im 0.z i z- - < >  

42. 2Im 2.z =  
43. 3Im 6.z z- =  

44. 
1 1

Im .
2z

� � =� 	

 �

 

45. 2Im 1.z £  

46. 
4

arg .
8 3

z
p

p< £  

47. 2.z i z i- + + =  

48. 2 1 2 .z z- = -  

49. 1 2 5.z z+ + - =  

50. 2Im 4.z =  
51. 2 3, Im 0.z z- < >  
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52. 
1

1.
1

z
z

+
£

-
 

53. Re(1 ) 1.z z+ = +  

54. 2 2.z i- ³  

55. 2 2 2.z z i- + + <  

56. 2 2,0 arg .
3

z i z
p

+ = £ £  

57. 1 1 4.z z< + + <  

58. ( )2Im 1 4.z + =  

59. 2 1 2Re .z i z- = +  

60. ( )2Im 3 4.z - <  

61. 1 2 4.z z+ + - =  

62. 2Im 2.z ³  
63. ( )Im 3.z i+ £ -  

64. 
5

4,0 arg .
6

z i z p+ < < <  

65. 1 2 4z z- + - <  

66. 2Re( 3 ) 0.z z- =  

67. arg , 1 2.
4

z z
p

p
-

< < - <  

68. Re 2.z z+ <  

69. 2Re 4.z =  
70. 2Im 2.z =  

71. arg ,1 3.
6 2

z z
p p

< < < <  

72. arg , 3.
4 2

z z
p p

£ £ £  

73. 2 .z z i- < -  

74. 1 2 1.z z i- - + =  

75. 
2

arg .
4 3

z
p

p< £  

76. 2Im 1, arg .
6 3

z z
p p

= £ £  

77. 0 Re 1,1 Im 3.z z£ < < £  
78. 0,5 1.z - <  
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79. 1 3,Re 2.z i z- + > £  

80. 2 2 1.z z- =  

81. 
2

2.
z i
z i
+

<
-

 

82. 2 1 2.z z- + + <  

83. 4Re 5.z z- =  

84. 2.z £  

85. 2Re 1.z £  
86. 2 1 4.z i z£ + + + £  

87. 2 1 3.z i£ + + £  

88. 1 2 4.z i< + <  

89. 2 3.z + £  

90. 1 3 5.z i+ - >  

91. 3 1.z i+ ³  

92. 6Re 7.z z- =  

93. 2 2Re .z z< +  

94. 2Im 0.z z- £  

95. 1 2 2.z- =  

96. 1 2.z z i- + + =  

97. 
2

3.
z
z i
-

³
+

 

98. 5,1 Im 2.z i z+ £ < <  

99. ( )1 Im 5,Re 2 1.z z i- < < - + <  

100. 
1

1 4,Im 0.
2

z z< + < >  

 
 
���'���&  2.  ���  ���	#	  z %����
  mz  ��  ���  %�������  .n z  
1. 81 81 3 , 3, 4.z i m n= - = =  
2. 8, 4, 3.z m n= - = =  

3. 3 3 , 4.z i m n= - = =  

4. 12 12 3 , 5, 4.z i m n= - = =  
5. 36 36 , 3, 2.z i m n= - + = =  
6. 16 , 5, 4.z i m n= - = =  
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7. 3 , 6, 3.z i m n= - + = =  
8. 144 144 , 2, 4.z i m n= - = =  
9. 27 , 3.z i m n= = =  
10. 27 27 , 3.z i m n= - - = =  
11. , 5, 4.z i m n= - = =  
12. 81, 3, 4.z m n= = =  

13. 3 , 5, 4.z i m n= - - = =  

14. 3 , 5, 3.z i m n= - = =  
15. 2 2 , 4.z i m n= - = =  
16. 64 64 , 4.z i m n= - - = =  

17. 1 3, 5, 4.z i m n= - + = =  
18. 40, 4.z m n= - = =  

19. 
1

, 3, 4.
1

i
z m n

i
-

= = =
+

 

20. 16, 8, 6.z m n= = =  

21. 1 3, 5, 4.z i m n= + = =  
22. 4 , 5, 4.z i m n= - = =  
23. 25 , 5, 3.z i m n= = =  
24. 8 8 , 4, 3.z i m n= - = =  
25. 1 , 5, 4.z i m n= - + = =  
26. 8, 5, 6.z m n= - = =  
27. 1, 4.z m n= - = =  

28. 2 2 3 , 5, 4.z i m n= + = =  
29. 4 4 , 5, 4.z i m n= - - = =  
30. 36 , 3, 4.z i m n= = =  

31. 3 3, 5, 3.z i m n= + = =  
32. 16, 5, 3.z m n= = =  
33. 16 , 3, 4.z i m n= = =  
34. 7, 4.z m n= - = =  
35. 17, 5, 4.z m n= = =  
36. 2 , 3.z i m n= - = =  
37. 27 , 6, 3.z i m n= = =  
38. 25 25 , 3, 4.z i m n= + = =  
39. 1 , 4, 3.z i m n= + = =  
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40. 64 , 3.z i m n= = =  

41. 8 3 8 , 4, 3.z i m n= - = =  
42. 5, 5, 4.z m n= - = =  

43. 2 3 6 , 5, 4.z i m n= - = =  

44. 12 12 3 , 3, 4.z i m n= - + = =  
45. 2 2 , 4.z i m n= - = =  
46. , 6, 3.z i m n= = =  

47. 1 3 , 6, 4.z i m n= - + = =  
48. 4 , 4.z i m n= = =  

49. 
1 3

, 10, 4.
1

i
z m n

i
+

= = =
-

 

50. 8 8 , 6, 3.z i m n= - = =  
51. 81, 3, 4.z m n= - = =  
52. 36 , 4, 2.z i m n= - = =  
53. 9 , 2.z i m n= = =  

54. 3 3, 5, 2.z i m n= - + = =  
55. 8, 5, 4.z m n= - = =  

56. 4 4 3 , 2, 3.z i m n= - + = =  
57. 125 , 2, 3.z i m n= = =  
58. 1 , 3, 4.z i m n= + = =  
59. 4 4 , 5.z i m n= - - = =  
60. 81 , 2, 4.z i m n= - = =  
61. , 4, 2.z i m n= - = =  
62. 125 , 4, 3.z i m n= = =  
63. 1 1 , 3, 4.z i m n= + = =  
64. 1 , 3, 4.z i m n= - + = =  
65. 1 , 3.z i m n= - = =  
66. 16, 2, 4.z m n= - = =  
67. 49 , 2.z i m n= = =  
68. 4 4 , 3, 5.z i m n= + = =  

69. 2 2 3 , 3, 4.z i m n= + = =  
70. 8 , 6, 3.z i m n= - = =  
71. 1 , 10, 3.z i m n= - = =  

72. 2 2 3 , 3, 2.z i m n= + = =  
73. 6 6 , 4.z i m n= - - = =  

74. 1 3 , 6, 2.z i m n= - + = =  



99 

75. 4, 3, 2.z m n= - = =  
76. 27, 5, 3.z m n= = =  

77. 12 12 3 , 3, 2.z i m n= - = =  
78. 1, 3.z m n= - = =  
79. 64, 3.z m n= - = =  

80. 1 3 , 2.z i m n= - = =  
81. 3, 5, 3.z m n= - = =  
82. 7 7 , 4.z i m n= - - = =  
83. 256, 4.z m n= - = =  
84. 64 , 2.z i m n= - = =  
85. 3 3 , 4.z i m n= - = =  

86. 12 12 3 , 3, 2.z i m n= + = =  

87. 3 , 5, 3.z i m n= - = =  

88. 3 3 , 2.z i m n= - = =  
89. 144 144 , 2, 4.z i m n= - + = =  
90. 16 , 4.z i m n= = =  
91. 3 , 5, 3.z i m n= - = =  

92. 81 81 3 , 3, 2.z i m n= - = =  

93. 2 3 6 , 2, 3.z i m n= - = =  
94. 1 , 3, 2.z i m n= + = =  
95. 16 , 2, 4.z i m n= = =  
96. 9 9 , 3, 2.z i m n= - + = =  
97. 5 , 5, 3.z i m n= - = =  
98. 64, 8, 6.z m n= = =  

99. 8 3 8 , 2, 3.z i m n= - + = =  

100. 3 , 2, 4.z i m n= - + = =  
 
 
���'���&  3. �����	�
�
  ������
������  
	����
��	�  &��
���  ( )w f z=  �, 

�
4	  ��  �	*�
�	 , 	��
��
�
  %�������  �� �	����	�  �  � . 0z . 

1. ( )22
01 , .w iz z i= - = -  

2. 2
01 3 , 4 .w z z i= - = -  

3. ( )( ) 01 1 , 2 .w z z z i= + - =  

4. 
2 2

0, 1.z zw e z-= =  

5. 0, .
ze

w z i
z

= =  
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6. ( )3

01 , 1.w iz z= - =  

7. 03sin3 , 1.w z i z= - =  

8. 2
02 , .w z iz z i= - = -  

9. 0, 2.w z z= =  

10. 0

1 2
, .

1
z

w z i
z

-
= =

+
 

11. 
2

02

1
, .

2
z

w z i
z

-
= =

+
 

12. ( )22
07 , 1.w z i z= - =  

13. 3
0, 3 3 .zw e z i-= = -  

14. 2
05 7, 3 .w z z z i= + - = -  

15. 0cos( 1), 1.w iz z= - = -  

16. 0, 1.zw e z z= - = -  

17. ( ) 0cos 7 2 , 1.w iz z= - =  

18. 0cos2 , .w z iz z i= =  

19. 2
0cos , 1.w z z= =  

20. ( ) 0sin 1 , 1.w z z z= - =  

21. 1 2
0, .

3
zw e z i

p-= =  

22. ( )2
01 , 1 .zw z e z i-= - = -  

23. 2
0cos , 1 .w z z z i= - = -  

24. 0, 2.izw ze z-= = -  

25. 2
01, 2.w z iz z= + - = -  

26. 2
0, 2 .w z z z i= =  

27. ( ) 0sin , .
6

w z i z
p

= + =  

28. ( )( )2
01 1 , 2 .w z z z i= - + = +  

29. 0sh7 , .w iz z i= = -  

30. ( )32
0, 2 .w z i z i= - = -  

31. 0(3 1), 1.w i z z= - =  

32. 0, 2 .w z z z i= =  

33. ( ) 01 , 2.zw z e z-= - =  

34. 0sh3 , 2.w iz z= =  
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35. ( )32
0, 1 2 .w z i z i= - = +  

36. 
2

0, 3 .izw e z i= =  

37. ( ) ( )2 3

06 1 3 , 0.w z z i z= - - =  

38. ( ) 0chsh 1 , 1.zw z z×= - =  

39. 4
02 , .w z iz z i= - = -  

40. 
21 2

0, 1.zw e z-= =  

41. ( )3

01, 2.w iz z= - =  

42. 3
0, 2 .w z z i= =  

43. 02

3 2
, .

9
iz

w z i
z

+
= =

+
 

44. ( ) 01 cos , .w z iz z i= + =  

45. 2
03 7 , 2 .w z z i= - = -  

46. 0Re , 2 .w z z z i= =  

47. ( )2
01 1 , 2.

3
z

w z z� �= - - =� 	

 �

 

48. 2
0, 2.izw z e z-= =  

49. ( )2

0ch 1 , .w z z i= - =  

50. ( )2
0sin 7 , .w z z z i= - = -  

51. 0sh 2 , 1 .w iz z i= = -  

52. 0, .
ize

w z i
z

= =  

53. ( )2

0sh 1 3 , 1 2 .w z i z i= - - = +  

54. 0, 2.izw z e z-= = -  

55. ( )2
01 2 , 0.

2
z

w z z� �= - - =� 	

 �

 

56. 1
0, 0.zw e z-= =  

57. 3
0, 1 .izw ie z i+= = - +  

58. 2
07 3 , 3 .w z z z i= - + = -  

59. 2
0, .

6
z zw e z i

p-= =  

60. 3
0, 1 .w z iz z i= - = -  

61. ( )2
0cos 7 , .w z z i= - = -  
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62. 0Im , .w z z z i= =  

63. 02sin 2 , .w z zi z i= - = -  

64. ( ) 0cos 2 , 1.w i z z= =  

65. 2
0(3 2), 2.w i z z= - =  

66. ( ) 01 sin , .w z iz z i= + =  

67. ( 1)
0, 1.i zw ze z- += =  

68. ( ) 03 , 2 .zw z e z i-= - = -  

69. 
22

0, 2 .izw e z i+= =  

70. 0ch5 , .w iz z i= = -  

71. 2
0, 2 .w zz z i= =  

72. ( ) ( )22
07 2 , 1.w z i z= - - - =  

73. ( ) ( )2 2

01 3 , 0.w z z i z= - - =  

74. 02

1
, .

2
z

w z i
z

-
= =

+
 

75. 03 2 , 2.w z i z= + - =  

76. ( )32
02 , 1 2 .w z i z i= - = -  

77. 3 2
05 , 2 .w z z z i= - = - -  

78. ( )3

0, 2 .w z i z i= - = +  

79. ( ) 01 , .w z z z i= + = -  

80. ( )3

01 3, 2 .w iz z i= - + = -  

81. 0, .zw e z z i= - = -  

82. 3 2
0, 2 .w z z z i= - =  

83. 0cos2 3 , 0.w iz i z= + =  

84. 0

1 2
, .

z
w z i

z
-

= =  

85. 2
02 4, 2 1.w iz z z i= + - = - +  

86. ( )3

02 , 1 2 .w z i z i= - + = +  

87. 0chsh 2 , 1.zw iz z×= =  

88. 0cos( 2 ), 2 .w z i z i= - = -  

89. 2
03 1, 2 .w iz z z i= - - = -  

90. ( ) 0cos , .
3

w z i z
p

= + =  
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91. 0, 2 .w z i z z i= + = -  

92. 2
0, 3 .zw z e z i= - = -  

93. ( ) 0cos 1 , 1.w z z z= - =  

94. 2
02 3 , 2 .w z z z i= + = -  

95. 2
0cos 3 , 0.w z z z= - =  

96. 02

1 2
, .

4
iz

w z i
z

+
= =

+
 

97. ( )( )2
01 3 , 2 .w i z z z i= - + = +  

98. ( ) 01 , 1.zw iz e z= - =  

99. ( )3

01 2 , 2 .w z z i= - = -  

100. 
2 2

0, 2 .z zw e z i-= =  
 
 
���'���&  4. ����	�
�
  ������
���  &��
��"  ( )w z  %� ���	�	"  �����	"  

( , )u x y  ��	  ����	"  ( , )v x y  ����
�	"  ��  ���	�
�  %��������  0 0( )w z w= . 

1. ( ) ( ), , 2 2 1 ;
2
y

v x y w i i= + = +  

2. ( ) ( )1 2, sin , 1 ;xv x y e y w e+= =  

3. ( ) ( ), 2 , 0 0;u x y xy x w= - + =  

4. ( ) ( ), 3 1, 0 1 ;v x y y w i= - = - -  

5. ( ) ( ) ( )2 2, sin 2 , 1 1;xv x y e y w e= = +  

6. ( ) ( ), 2, 2 2;v x y x w i= - + + =  

7. ( ) ( ), cos sh , 1 sin1;v x y x y w= - = -  

8. ( ) ( ), cos sh , 3 sh3;u x y x y w i= - - =  

9. ( ) ( )2 2, , 1 ;
y

u x y w i
x y

= =
+

 

10. ( ) ( )2 2, , ;v x y x y w i i= - + =  

11. ( ) ( )2 2, 1 , 2 1 ;
2

x i
u x y w i

x y
= + = -

+
 

12. ( ) ( ), 2 , 1;v x y xy w i= = -  

13. ( ) ( )2 2, 1, 1 2 ;v x y x y w i= - + - =  

14. ( ) ( ) 1
, , ;

2
v x y y xy w i i= + = - +  

15. ( ) ( ) 3, cos , 3 ;yu x y e x w i e- -= =  
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16. ( ) ( ) ( ), cos sh 1 , 3 sh 2;v x y x y w i i= - =  

17. ( ) ( ) ( )
2 2 4, cos 2 , 2 ;x yu x y e xy w e-= - =  

18. ( ) ( ), 2 2 , 0 1;v x y xy x w= + = -  

19. ( ) ( )2 2, 3 3 , 0 ;u x y x y x w i= - - = -  

20. ( ) ( ), 7 3, 3 7 ;u x y x w i i= + = +  

21. ( ) ( ), cos sin , 0 1 ;x xu x y e y e y w i= - = +  

22. ( ) ( )
2 2

, , 0 0;
2 2
x y

v x y w= - =  

23. ( ) ( ) 4 1
, , 1 ;

3 3 3
y

v x y w i i= + = +  

24. ( ) ( ), 2cos ch , 3 2ch3;u x y x y w i= =  

25. ( ) ( )2 2

2
, , 2 1;

x
v x y w i

x y
= - = -

+
 

26. ( ) ( ), 3 2 , 3 ;v x y xy x w i i= - + + - = -  

27. ( ) ( ), 1, 2 2;u x y y w i= + + =  

28. ( ) ( )2 2

5
, , 5 ;

y
u x y w i

x y
= - = -

+
 

29. ( ) ( ), 2 sin , 0 2 ;xu x y e y w i= - =  

30. ( ) ( ), 2, 0 2;u x y y w= - + =  

31. ( ) ( ), , 0 0;u x y xy w= - =  

32. ( ) ( ), sh sin , 1 ch1;v x y x y w= =  

33. ( ) ( )2 2

1
, , 3 ;

3
x

v x y w i
x y

= - - =
+

 

34. ( ) ( ) ( ) ( ), sin 2 sh 2 , 2 ch 4;v x y x y w i= - =  

35. ( ) ( )2 2, 3 4, 1 5 3 ;u x y x y y w i= - - + = +  

36. ( ) ( )2 2 1
, 2 2 , 2 9;

2
u x y x y x w= - + =  

37. ( ) ( ) 2

1
, sin , 2 ;xv x y e y w

e
= - =  

38. ( ) ( ), 2 , 1 0;v x y xy y w= - =  

39. ( ) ( ) ( ), cos ch 1 , 0 ch1;u x y x y w= + =  

40. ( ) ( )2 2, 2 2 1, 0 1;u x y x y w= - + =  

41. ( ) ( ), ch cos , 3 cos3;u x y x y w i= - =  

42. ( ) ( ), 2 , 1 2 ;v x y y w i i= = +  
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43. ( ) ( ), 4 , 0 1;v x y xy w= =  

44. ( ) ( ), 1 3 , 3 9 ;v x y y w i= - + - = - -  

45. ( ) ( ) ( ), 2sin 2 ch , 0 2sin 2;u x y x y w= + =  

46. ( ) ( ), 7 , 3 7 ;v x y y w i i= = +  

47. ( ) ( )2 2, 2 2 , 2;u x y x y x w i= - + = -  

48. ( ) ( ) ( ), sin sh 1 , ch 2;v x y x y w i= - + =  

49. ( ) ( )2 2, 2 2 3 4, 2 6;u x y x y x w= - + + - =  

50. ( ) ( ), sin ch , 1 sin1;v x y x y w i= =  

51. ( ) ( ), cos , 1 ;xu x y e y w e= =  

52. ( ) ( ), 2 , 1 2 ;u x y xy w i= - - =  

53. ( ) ( ), 2 , 2 3;v x y xy y w= - =  

54. ( ) ( ), 2 , 2 3 2 ;v x y xy y w i i= + = - +  

55. ( ) ( )2 2, , 0 0;v x y x y y w= - + =  

56. ( ) ( ) ( ), sin ch 1 , 3 sh 4;u x y x y w i i= - - = -  

57. ( ) ( ), ch sin , 1 sh1;u x y x y w i= - - = -  

58. ( ) ( ), 4 , 2 9;
2
y

v x y xy w= + =  

59. ( ) ( ), 2 , 2 4 ;u x y xy w i i= - =  

60. ( ) ( ), 4 3 , 2 6;v x y xy y w= + - =  

61. ( ) ( ), 4 1, 2;v x y xy y w i= + - = -  

62. ( ) ( ), sin ch , 2 sin 2;u x y x y w= =  

63. ( ) ( )2 2, 1, 2 3;u x y x y x w= - - + =  

64. ( ) ( )2 2, , 3 ;
3

x i
u x y w i

x y
= = -

+
 

65. ( ) ( )2 2

2 2
, , 3 ;

3
y

u x y w i
x y

= - = -
+

 

66. ( ) ( ), cos ch , 0 1;u x y x y x w= + =  

67. ( ) ( ), 2 3 , 1 5 3 ;v x y xy x w i= + = +  

68. ( ) ( )2 2, , 1 0;
y

v x y w
x y

= - - =
+

 

69. ( ) ( )2 2, , 1;u x y x y w i= - = -  

70. ( ) ( ), sin sh , 3 ch3 3 ;v x y x y y w i i= - + = +  

71. ( ) ( )2 2, , 2 ;
2

y i
v x y w i

x y
= - - =

+
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72. ( ) ( )2 2, , 2 2 ;u x y x y y w i i= - - - = - +  

73. ( ) ( ) 4
, 1, 1 ;

3 3 3
x i

u x y w i= + + = +  

74. ( ) ( )2 2, , 3 12 3 ;u x y x y y w i i= - - = - -  

75. ( ) ( ), 2sin sh , 2ch1;v x y x y w i= - - =  

76. ( ) ( ), 2 1, 1 2 ;u x y x w i i= + = +  

77. ( ) ( ), 2 , 1 0;v x y xy w= =  

78. ( ) ( ) ( ) ( ), cos 2 ch 2 , 3 cos6;u x y x y w= =  

79. ( ) ( ), , 0 2;v x y x w= =  

80. ( ) ( )2 21 1 1
, , ;

2 2 2
u x y x x y w i i= + - = - +  

81. ( ) ( )2 2, 2 1, 0 1;u x y x y y w= - - - = -  

82. ( ) ( ), 2 , ;u x y xy w i i= - - = -  

83. ( ) ( ), 3 , 3 9 ;u x y x w i= = -  

84. ( ) ( )1, cos , 1 1;xu x y e y w+= - =  

85. ( ) ( ), cos sin , 0 1 ;x xv x y e y e y w i= + = +  

86. ( ) ( )2 2, , 1 ;
y

u x y w i
x y

= - = -
+

 

87. ( ) ( )2 2, , 1 0;u x y x x y w= - - =  

88. ( ) ( ) ( )2, 1 cos 2 , 0 2;xu x y e y w= + =  

89. ( ) ( ) ( )
2 2

, sin 2 , 0 1;x yv x y e xy w-= =  

90. ( ) ( )2 2, 1, 1 0;u x y x y w= - - =  

91. ( ) ( ), , 2 2 1 ;
2
x

u x y w i i= + = +  

92. ( ) ( ), sh cos , 2 sh 2;v x y x y w i= - = -  

93. ( ) ( ), 2 cos , 1 2 ;xv x y e y w ei= =  

94. ( ) ( ), 6 1, 0 ;v x y xy y w i= - - = -  

95. ( ) ( ) ( ), 2cos 2 sh , 1 2sin3;v x y x y w= + =  

96. ( ) ( )2 2, , ;v x y x y w i i= - - = -  

97. ( ) ( ), 3 1, 0 1 ;u x y x w i= - = - -  

98. ( ) ( )2 2, 1, 2 3 2 ;u x y x y x w i i= - + + = - +  

99. ( ) ( )2 2, , 1 ;
x

v x y w i
x y

= - = -
+

 

100. ( ) ( ), 2 1, 2 2 .v x y xy x w i i= + + - = - +  
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���'���&  5.  (��
��
�
 . 

1. ( ) , : 4, 0 arg .
C

iz z dz C z z p+ = £ £�  

2. ( )
1

2

0

3 .
i

z z dz
+

-�  

3. 
2

1 2 1 2Re , : , 0, 1 .z

C

e zdz C ����� z z z z i= = +�  

4. 7 3
1 2 1 2, : , , 3 2 .z

C

e dz C ����� z z z � z i- = = +�  

5. 
32

0

.
i

zz e dz�  

6. 
2

2

0

sin .
�

z z dz�  

7. ( )Re , : 2 , 0 1.
C

zdz C z i t t= + £ £�  

8. ( )
22

3 2

1

.
i z

i

z z e dz
+

-�  

9. 1 2 1 2Im , , 2, 2 .
C

zdz C ����� z z z z i- = = +�  

10. 1 2 1 2Im , : , , 2
C

z zdz C ����� z z z � z i= = -�  

11. 2
1 2 1 2Im , : , 0, 2 .

C

z dz C ����� z z z z i= = +�  

12. , : 3cos , 2sin , 0 2 .
4C

dz
C x t y t t

z
p= = £ £

-�  

13. 
1

sin .
i

i

z zdz
-

�  

14. Re , : 1.
C

z zdz C z=�  

15. 
2

1

0

.zze dz-�  
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16. 3
1 2 1 2, : , 0, 1 .z

C

e dz C ����� z z z z i- = = +�  

17. 
1

sin .
i

z zdz�  

18. 
2

sin

0

cos .zze dz�  

19. 
2

.
i

z

i

ze dz
-
�  

20. ( )3 2 , : 1, arg .
2 2C

z z dz C z z
p p

+ = - £ £�  

21. 1 2 1 2cos , , , .
2C

zdz C ����� z z z z i
p

p- = = +�  

22. ( )2
1 2 1 22 , : , , 1 .

C

z z dz C ����� z z z � z i- = = -�  

23. Re , : 4, arg .
2 2C

z zdz C z z
p p

= - £ £�  

24. 2
1 2, : , 0, 1 .z

C

e dz C y x z z i= = = +�  

25. ( )2 2
1 2 1 2, : , 1 , 2 3 .

C

x iy dz C ����� z z z � z i+ = + = +�  

26. 2Im , : 1, arg 0.
C

z z dz C z zp= - £ £�  

27. ( ) 1 2 1 21 , : , 1, .
C

iz dz C ����� z z z z i+ = = -�  

28. ( )Im , : 3 , 0 1.
C

zdz C z i t t= + £ £�  

29. , : 1.
C

zdz C z=�  

30. ( ) .
i

z

i

z i e dz-

-

-�  

31. ( ) 1 2 1 23 , : , 0, 2 2 .
C

z z dz C ����� z z z z i- = = +�  
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32. ( )2 3
3 , : 1, 0 arg .

2C

z z dz C z z p- = £ £�  

33. ( )
1

1

1 2 .
i

i

z dz
+

- +

+�  

34. 
1

.
i

zze dz-�  

35. ( )
2

2

sin 3 .
i

i

i z dz
-

-�  

36. ( ) 21 2 , : , 0 1.
C

i z dz C y x x- + = £ £�  

37. ( )4 3

1

3 2 .
i

z z dz-�  

38. 
1

3 .
�

�

z dz
+

�  

39. , : 2, 0 arg .
2C

zzdz C z z
p

= £ £�  

40. ( )
2

2

1

3 2 .
i

i

z z dz
+

-

-�  

41. ( ) 1 2 3 1 2 31 , : , 0, 1 , 1.
C

i z dz C ������ z z z z z i z- + = = + =�  

42. 
1

0

sin cos .
i

z zdz
+

�  

43. 1 2 1 2cos3 , : , , .
2C

zdz C ����� z z z z i
p

p= = +�  

44. ( ) ( )3 5 , : 1 , 0 1.
C

z dz C z i t t+ = + £ £�  

45. ( )
1

3

0

1 .
�

z dz
+

-�  

46. ( ) , : 1.
C

z z dz C z+ =�  

47. ( )
1

0

1 sin .
i

z zdz
+

+�  
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48. ( ) 1 2 1 27 5 , : , 3, 1.
C

z dz C ����� z z z z i+ = = -�  

49. Im , : 1, 0 arg .
C

z zdz C z z p= £ £�  

50. Im , : 1, 0 arg 2 .
C

z zdz C z z p= £ £�  

51. 
1

2 .
�

�

z dz
+

�  

52. 1 2 1 2Im , : , , 2
C

z zdz C ����� z z z � z i= - = -�  

53. 
3

1
2

0

.zz e dz-�  

54. ( )2

0

2 .
i

z z dz-�  

55. ( ) 1 2 1 2, : , 1, .
C

z i dz C ����� z z z z i+ = = -�  

56. ( )
2

2

2

sin 3 .
i

i

i z dz
-

-�  

57. , : 1, arg .
2C

zzdz C z z
p

p= - £ £�  

58. ( )
1

2 3 sin5 .
i

z zdz-�  

59. ( 2 ) , : 1, 0 arg .
C

z z dz C z z p+ = £ £�  

60. ( )
1

1

2 .
i

i

i z dz
+

- +

+�  

61. 
1

2

0

sin cos .
i

z zdz
+

�  

62. ( ) 1 2 1 23 , : , , 1 .
C

z i dz C ����� z z z � z i- = = -�  

63. ( )2 , : 1.
C

z dz C z+ =�  
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64. 2 .
i

zi

i

z e dz
-
�  

65. ( )3 , : 2.
C

z z dz C z+ =�  

66. 1 2 1 2sin(3 ) , : , , .
2C

z i dz C ����� z z z z i
p

p- = = +�  

67. ( ) 3
1 2Re , : , 0, 1 .

C

z z dz C y x z z i+ = = = +�  

68. 
2

1 2 1 2Re , : , 1 , 1 .z

C

e zdz C ����� z z z i z i= - - = +�  

69. Re , : 3, arg .
6 2C

z zdz C z z
p p

= - £ £�  

70. ( ) 1 2 3 1 2 32 , : , 0, 1 , 1.
C

i z dz C ������ z z z z z i z- + = = + =�  

71. ( )Re , : 2 , 0 1.
C

zdz C z i t t= + £ £�  

72. Im , : 2.
C

z zdz C z=�  

73. 1 2 1 2Im , , , 2 .
C

zdz C ����� z z z i z i- = = +�  

74. ( ) 2
2

3 .
i

z

i

z z e dz-�  

75. ( )2 2
1 2 1 2, : , 0, 1 .

C

x iy dz C ����� z z z z �+ = = +�  

76. ( )
1

0

1 sh .
i

z zdz
+

+�  

77. ( )2cos 3 .
i

i

z z dz
-

-�  

78. 
2

2

0

cos .
�

z z dz�  

79. ( ) ( )Re 2 , : 1 , 0 1.
C

z dz C z i t t- = + £ £�  
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80. Im , : 1, 0 arg .
C

z zdz C z z p= £ £�  
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