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Особливості формування еліпсів, повернутих на заданий кут, 
на гексагональному растрі 

Еліпси відносять до найбільш поширених графічних примітивів. Особлива велика їх питома 
частка в машинобудівних кресленнях. Оскільки графічні примітиви формуються в 
дискретному просторі, то траєкторія заміняється набором точок, які територіально 
розміщені ближче до ідеальної траєкторії. У дискретному просторі завжди є кілька 
альтернативних варіантів вибору точок, які формують крокову траєкторію. Для 
забезпечення максимальної точності вибирають із набору точок ту точку, яка найближче 
розміщена до ідеального примітиву. Існуючі методи орієнтовані на формування еліпсів, осі 
яких паралельні координатним осям, що складає частковий випадок. При формуванні 
траєкторії кривих на гексагональному растрі досягається їх краща згладженість. 
Визначено типи крокових приростів для побудови еліпса, розміщеного під довільним кутом, 
за умови  відображенні на екрані з гексагональним растром. Якщо еліпс відображається 
на гексагональній сітці, то незважаючи на локальне підвищення обчислювальної складності 
запропонованого алгоритму за рахунок додаткових обчислень, він стає надзвичайно 
ефективним порівняно з неоптимізованим алгоритмом Брезенхема – обчислювальна 
складність алгоритму асимптотично зменшується утричі. 
Ключові слова: еліпс, гексагональний растр, метод оцінювальної функції, еліптична 
інтерполяція, крокова траєкторія. 
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Вступ 
Еліпси відносять до найбільш поширених 

графічних примітивів [1, 2]. Особлива велика їх 
питома частка в машинобудівних кресленнях. 
Оскільки графічні примітиви формуються в 
дискретному просторі, то траєкторія заміняється 
набором точок, які територіально розміщені 
ближче до ідеальної траєкторії.  

У дискретному просторі завжди є кілька 
альтернативних варіантів [1, 3] вибору точок, які 
формують крокову траєкторію. Для забезпечення 
максимальної точності вибирають із набору точок 
ту точку, яка найближче розміщена до ідеального 
примітиву.  

Існуючі методи [1,2] орієнтовані на 
формування еліпсів, осі яких паралельні 
координатним осям, що складає частковий 
випадок. 

Ставиться задача визначення типів 
крокових приростів для побудови еліпса, 
розміщеного під довільним кутом, за умови 
відображенні на екрані з гексагональним растром. 

При формуванні траєкторії кривих на 
гексагональному растрі [2-6] досягається їх краща 
згладженість, тому доцільна розробка методів і 
засобів формування графічних примітивів для 
такої моделі пікселя [7]. 

Аналіз літературних джерел 
Рівняння похилого еліпса з центром у 

початку координат має вигляд: 

 (1) 

де  – кут між великою піввіссю  та віссю 
абсцис , тобто кут, на який повернуто еліпс у 
напрямку проти годинникової стрілки. Це 
рівняння можна записати у параметричній формі: 

 (2) 

Використовуючи наведені формули можна 
згенерувати еліпс за прямим методом [1,2]. Проте, 
операції синуса та косинуса суттєво обмежують 
швидкодію. Для досягнення високої точності 
потрібно використовувати числа з плаваючою 
комою. 

Ще один метод – формування звичайного 
еліпса з подальшим його поворотом [1]. До 
кожної точки застосовується перетворення:  

 (3) 

де  – значення координат після повороту.
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При використанні методу оцінювальної 
функції [1] для похилих еліпсів, модифікують 
рівняння (1). Для спрощення обчислень його 
приводять до стандартного вигляду кривої 
другого порядку  

: 

(4) 

(5) 

(6) 

 (7) 

Коефіцієнти (5)-(7) обчислюють один раз у 
циклі підготування. Оцінювальна функція матиме 
вигляд: 

(8) 

Оцінювальна функція поза еліпсом 
приймає від’ємні значення, а всередині – додатні. 
Координатний рух здійснюють по обом осям (  і 

) та в обох напрямках (додатному та 
від’ємному). Для еліпсів можливі 8 випадків 
(комбінацій) руху, тому ці криві розбивають на 8 
октантів. Еліпс симетричний, тому обчислення 
потрібно провести лише для 4 октантів. 

Після одиничного кроку по осі 
оцінювальна функція матиме такий вигляд:  

(9) 

Аналогічно для кроку по осі : 

(10)

У результаті можна отримати дві точки 
(результуючу та симетричну їй відносно центра 
еліпса). Після кожного кроку потрібно виконувати 
операцію множення, що суттєво обмежує 

швидкодію формування еліпса. 
Метод скануючих ліній [8] – теж дозволяє 

отримувати дві точки. Одна зі змінних рівняння 
інкрементується, а відносно іншої розв’язують 
одержане нове рівняння. Проте потрібно 
розв’язати квадратне рівняння. 

Для формування еліпсів зі згладжуванням 
на квадратному растрі можна використовувати 
алгоритм Ву [9]. Принцип формування ліній зі 
згладжуванням, запропонований Ву Сяолінем, 
простий та універсальний.  

Залежно від кутового коефіцієнту дотичної 

(відношення ) кожну лінію можна вважати 

більш горизонтальною ( , ) або 
більш вертикальною ( , ); власне 
горизонтальні ( ) та вертикальні ( ) 
лінії розглядають окремо. 

Лінії першого типу формуються на основі 
цілих, дискретних значень  Далі обчислюють 
значення  як числа з рухомою комою. 
Отримана точка  займає два пікселі з 

координатами і  Дробова
частина числа  потрібна для визначення 
інтенсивності (непрозорості) пікселя. Ця 
інтенсивність обернено пропорційна відстані від 
центру пікселя до «ідеальної лінії». 

Лінії другого типу формуються аналогічно. 
За цілими значеннями  обчислюють дійсні 
значення  У результаті отримують два пікселі 

 та 
Необхідність роботи з дійсними 

значеннями є основним недоліком даного методу. 
До переваг алгоритму Ву можна віднести 
простоту реалізації, швидкість та можливість 
одразу формувати згладжену лінію. 

Мета роботи – розробити оптимальний 
алгоритм відображення еліпса на гексагональну 
сітку. Використаємо результати, отримані у 
роботі [2], де задачу розв’язано у частинному 
випадку, коли одна з осей еліпса розташована 
горизонтально. 

Визначення типів крокових приростів 
для побудови еліпса 

Приймемо певні припущення та введемо 
позначення. Вузлом назвемо центр гексагональної 
комірки. Нехай відстань між сусідніми вузлами 
дорівнює 1. Відстанню від лінії (еліпса) до 
комірки назвемо найкоротшу відстань від вузла до 
лінії (при умові, що лінія не має ширини). Для 
відображення на гексагональну сітку лінії 
(еліпса), згідно алгоритму Брезенхема [1], 
зафарбовуються лише ті комірки, для яких 
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відстань до лінії найменша. Приймемо, що 
відображення лінії має одиничну ширину. Якщо 
лінія неперервна, то комірки зафарбовуються 
неперервно, тобто для кожної зафарбованої 
комірки обов’язково має бути зафарбована лише 
одна з шести сусідніх. 

Систему гексагональних координат будемо 
для зручності співставляти з системою декартових 
координат  із центром , що 
співпадає з центром еліпса і є центром деякої 
комірки гексагональної сітки. Позначимо за  
кут, утворений вектором дотичної  до еліпса і 
додатним напрямком горизонтальної осі  
декартової системи координат (див. рис.1).  

У роботі [2] доведено, що у випадку, коли 
дотична  до лінії утворює кути 

 (обхід проти годинникової 
стрілки), то зафарбувати комірки гексагональної 
сітки, що відображають відповідну ланку лінії, 
можна рухаючись від початкової точки  
у напрямку проти годинникової стрілки, 
переходячи від комірки до сусідньої комірки з 
використанням лише переходів у напрямках 

(що відповідає ) та  (що відповідає 
) (див. рис.1), причому перехід у 

напрямку  не може відбуватися двічі підряд.

Рисунок 1 

Продовжуючи такі міркування і розбивши 
всі можливі значення  на певні
проміжки, ми зможемо мінімізувати кількість

переходів при зафарбуванні комірок, що 
відображають лінію на кожному проміжку, з 
шести до двох. З метою оптимізації будемо 
використовувати також симетрію еліпса. 

Таким чином задача полягає у визначенні 
меж ланок еліпса на кожній з яких необхідні 
переходи лише у двох напрямках. 

Параметричне рівняння еліпса з півосями 
,  паралельними координатним осям і центром 

в початку координат має вигляд:  

 (11) 

де  – кут утворений радіус-вектором  точки 
еліпса і додатним напрямком осі абсцис. 
Зазначимо, що вектори  і  для точки еліпса, 
взагалі кажучи, не є ортогональними. Здійснимо 
поворот еліпса на кут . Не втрачаючи 
загальності, нехай . Матриця, 
що здійснює поворот має вигляд: 

 (12) 

Тоді декартові координати точки 
 еліпса після 

повороту: 

 (13) 

Визначимо кут  точки еліпса, у 

якій дотична  нахилена під кутом  з умови: 

 або . 

Звідки, після спрощень, отримаємо: 

 (14) 

Враховуючи область визначення і область 
значень функцій та допустимі значення 
параметрів, що входять в останнє рівняння, 
отримаємо: 

(15) 
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(16) 

(17) 

(18) 

Співвідношення (15)-(18) є базовими у 
подальших розрахунках. Зауважимо, що  – 
кут, який відповідає точці еліпса  без 
врахування повороту на кут . Для того, щоб 
знайти декартові координати цієї ж точки, але 
після повороту, потрібно скористатися 
формулою (13). Кут, під яким видно точку після 
повороту: . 

З наведених вище міркувань випливає, 
що у той час коли радіус-вектор  точки еліпса 
рухається по дузі  

 (обхід проти годинникової 

стрілки), дотична  до лінії утворює кути 
. А отже, можна зафарбувати 

комірки, рухаючись від початкової точки 
 у напрямку проти годинникової 

стрілки, переходячи від комірки до комірки з 
використанням лише переходів у напрямках 

та , причому перехід у напрямку  не може
відбуватися двічі підряд. Для обчислення 

використовуємо формули (15), (16). 
Далі, за результатами [2], якщо дотична 

 до лінії утворює кути , то 
зафарбувати комірки гексагональної сітки, що 
відображають задану дугу, можна рухаючись 
від початкової точки  у напрямку 

проти годинникової стрілки з використанням 
лише переходів у напрямках  (що відповідає 

) та  (що відповідає ).

Причому перехід у напрямку  не може 

відбуватися двічі підряд при , а 

перехід у напрямку  не може відбуватися 

двічі підряд при . Отримані 
вище формули (15)–(18) дають змогу визначити 
кути та декартові координати точок, що є 
крайніми для дуг, що відповідають 

 і 
Розглянемо дугу еліпса, до якої дотична 

 утворює кути  (обхід проти 

годинникової стрілки). Для радіус вектора 
точки еліпса, що відповідає цій дузі, кути  
визначаються формулами  та 

, див. формули (15), (18). Як було 
доведено у [2], зафарбовування (обхід проти 
годинникової стрілки) вимагає лише двох 
переходів у напрямках  ( ) та 

( ). Причому перехід у напрямку  не 
може відбуватися двічі підряд при 

, а перехід у напрямку  не 
може відбуватися двічі підряд при 
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Використаємо тепер центральну 
симетрію повернутого еліпса і гексагональної 
сітки. З властивостей симетрії еліпса видно, що 

. З 
досліджень, проведених у [2], випливає, що на 
проміжку  переходи можливі 

лише у напрямках  та . 
Для побудови еліпса на ділянці 

 достатньо попередньо 

побудувати еліпс на ділянці  і 
врахувати, що якщо зафарбована точка, що має 
координати , то має бути 
зафарбована також точка, що має координати 

 у системі декартових 
координат з центром, що співпадає з центром 
еліпса. 

Рисунок 2 ілюструє специфіку 
досліджуваної задачі. 

Рисунок 2 

Методику застосовану у роботах [2] та у 
даному дослідженні, можна узагальнити на 
випадок відображення на гексагональній сітці 
будь якої кривої, кутові коефіцієнти дотичних 
до якої обчислюються за аналітичними 
формулами і відносно просто.  

Зауважимо, що для простоти програмної 
реалізації алгоритму необхідне швидке 
обчислення значень трансцендентої функції 

, . Стандартні методи 
апроксимації  [10, 11]: модель [10]: 

 (19) 

дає похибку  , при . 
Інша модель [11]: 

 (20) 

має похибку , при . 
Для значень  поза межами проміжку 

 використовується тотожність 
. 
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FEATURES OF FORMATION OF ELIPSES, ROTATED ON A GIVEN ANGLE, ON A HEXAGONAL 
RASTER 

Ellipses are considered to be one of the most used graphic primitives. Their share is especially large in 
machine-building drawings. As graphic primitives are formed in a discrete space, the trajectory is replaced by a 
set of points that are geographically closer to the ideal trajectory. There are always several alternative options for 
selecting points that form a step trajectory in a discrete space. To ensure maximum accuracy, the point that is 
closest to the ideal primitive is chosen from a set of points. Existing methods are focused on the formation of 
ellipses whose axes are parallel to the coordinate axes, which is a partial case. 

Forming the trajectory of curves on a hexagonal raster leads to their better smoothness. Various types of 
incremental step increments for different sections of the screen coordinate system for a hexagonal raster screen 
are determined. Despite the local increase in the computational complexity of the proposed algorithm due to 
additional calculations, if the ellipse is displayed on a hexagonal grid, the proposed algorithm becomes 
extremely efficient compared to Bresenham's non-optimized algorithm ― the computational complexity of the 
algorithm decreases asymptotically three times. 

Key words: ellipse, hexagonal raster, estimation function method, elliptic interpolation, stepper 
trajectory. 
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