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Рано чи пізно будь-яка правильна математична ідея  
знаходить застосування в тій чи іншій справі 

         Академік Крилов 

 
ВСТУП 

 
 

В даному практикумі викладено один із розділів курсу вищої матема-
тики «Функції багатьох змінних». Бурхливий розвиток економіки в наш 
час досить часто потребує розв’язання задач на екстремум функції бага-
тьох змінних, оскільки економічні показники, як правило, залежать від ба-
гатьох змінних. Такі задачі добре вивчені теорією функцій багатьох змін-
них, яка використовує методи диференціального числення. 

У практикумі подано декілька практичних занять із даного розділу. 
Кожне практичне заняття містить: тему, мету, питання для самопідготовки, 
план, термінологічний словник ключових понять, зразки розв’язування ти-
пових задач, добірку завдань для аудиторної та самостійної роботи. Для 
допомоги у підготовці до практичних занять, а також для виконання само-
стійної роботи у практикумі наведений список рекомендованої літератури. 

Практикум призначений для використання студентами різних спеціа-
льностей денної та заочної форм навчання в процесі вивчення вищезгада-
ного розділу курсу. 

 
 

 4



Практичне заняття № 1 
 

Тема. Поняття функції багатьох змінних. Неперервність. Частинні  
похідні. Диференційовність і диференціал функцій.  

Мета: закріпити отримані теоретичні знання з даної теми, набути на-
вичок і вмінь знаходження частинних похідних ФБЗ, обчислення похідних 
складених функцій. 

 
Питання для самопідготовки 
Основні поняття. 
Поняття границі та неперервності функції багатьох змінних. 
Частинні похідні. 
Частинні похідні вищих порядків. 
 
План практичного заняття 
1. Поняття ФБЗ. Область визначення, область значень, лінії рівня. 
2. Обчислення частинних похідних І та ІІ порядків.  

 
Теоретичний довідник 

 
Нехай деяка множина впорядкованих пар дійсних чисел: 

 Припустимо, що кожній парі 
D 

.D X Y  ( , )x y D  поставлено у відповід-
ність число  із множини z .Z  Тоді кажуть, що на множині задано функ-
цію двох змінних . Змінні 

D
( ,z f )x y ,x y називають незалежними змінни-

ми, або аргументами; залежною змінною; кажуть також, що z 
( , )f x y  значення функції f  у точці ( , ).x y  Множину  називають облас-

тю визначення функції. Всі значення, яких набуває функція 
D

( , )f x y при 
( , ),x y

.z
( , ,u f x y

 що належать області визначення, утворюють область значень функ-
ції  Аналогічно можна ввести поняття функції трьох змінних 

 визначеної на множині , що складається з упорядкованих 
трійок чисел 

),z
( ,

D
, ).x y z  Усі такі функції називаються функціями багатьох 

змінних. Оскільки кожній впорядкованій парі чисел ( , )x y  у фіксованій 
прямокутній системі координат відповідає єдина точка М площини, і на-
впаки, кожній точці М відповідає єдина впорядкована пара чисел ( , )x y , то 
функцію двох змінних можна розглядати як функцію точки М і записувати 

 замість . Областю визначення функції тоді буде мно-

жина 
( )z f M ( ,z f )x y

M точок площини. 

Лінією рівня функції  називають множину точок ( , ).z f x y ( , )x y
c

 пло-
щини ,  в яких функція набуває одного й того ж самого значення  і ви-
значається співвідношенням 

Oxy
( , ) .f x y c  Поверхнею рівня функції 

 називається поверхня ( , ,x y )u f z ( , , )f x y z c , в точках якої функція збе-
рігає стале значення  .u c
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Стала  називається границею функції b ( , )f x y  при 0 0, ,x x y y 

0 )

 
якщо для будь-якої послідовності точок (з області визначення функції) 

 відмінних від 1 1 2 3 3( , ),( ),( , ),...,( , ),...,n nx y x x y x y2 , y 0( ,M x y , що прямують 
до точки 0 0( , )M x y

1 1 2 2 3 3( , ), , ), ( , ),..., ( ,f x y y f x y f x
b

0

0

lim
x x
y y

, відповідна послідовність 
 значень функції завжди прямує до 

. Коротко це записують так: 
(f x ),...n ny

( , )f x y b



 . 

Функція ( , )f x y називається неперервною в точці 0 0( , ),M x y  якщо вона 
визначена в області, що містить точку 0M , та в самій точці 0M  і 

0

0

0lim ( , ) ).
x x
y y

0( ,f x y



 f x y  Функція називається неперервною в деякій області, 

якщо вона неперервна в кожній точці цієї області. 

0 0 0( , ) ( ,z f x x y y f x y      
( , )

0 )  є повним приростом функції 
f x y . 

Якщо надається приріст, наприклад, лише змінній x , а залишається 
незмінною величиною, то 

y

0 )0 0( , ) ,x z f x x y f x0( y      є частинним 
приростом функції ( , )f x y  за змінною x .  

Так само  є частинним приростом фун-

кції 
0 0 0 0( , ) ( , )y z f x y y f x y    

( , )f x y  за змінною .  y
Функція ( , )f x y називається неперервною в точці 0 0( , ),M x y  якщо не-

скінченно малим приростам змінних x  та  відповідає нескінченно малий 

приріст функції, тобто 

y

)y 0 0 ) 0.0 0,x y
0
0

lim ( ( ,
x
y

f x f x y
 
 

      

Нехай  є функцією від двох незалежних змінних ( , )z f x y x  та . 
Утворимо частинний приріст функції 

y
( , )f x y  за змінною x  

 

( , ) ( ,xz f x x y f x y     )  
 

(припустимо, що залишається незмінним) і розглянемо відношення y
 

( , ) ( ,x z f x x y f x y

x x

   


 
)

  

 

Якщо існує границя цього відношення, коли x  прямує до нуля, то во-
на називається частинною похідною функції (z f , )x y  за змінною x  у то-

чці ( , )x y  і позначається символом ' ( , )xf x y  або 
z

x




. 

Отже, ' ( , )xf x y
0

( , ) ( ,
lim
x

)f x x y f x y

x 

  



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Аналогічне означення частинної похідної за  y
 

' ( , )yf x y
0

( , ) ( , )
lim
y

f x y y f x y

y 

  



. 

 

Частинні похідні ' ( , )xf x y  і ' ( , )yf x y  називають частинними похідними 

першого порядку, які є функціями від x  та  і від них можна шукати час-
тинні похідні. В результаті одержимо частинні похідні другого порядку 

y

 
2 2 2 2

'' '' '' ''
2 2

( , ); ( , ); ( , ); ( , ).xx xy yy yx

z z z z
f x y f x y f x y f x y

x x y y y x

   
   

     
 

 

Похідна 
2 f

x y


 

 називається мішаною похідною другого порядку. 

Теорема (Шварца). Якщо частинні похідні 
2z

x y


 

 і  
2z

y x


 

 існують в де-

якому  -околі точки ( , )M x y і неперервні в самій точці, то вони рівні між 

собою в цій точці, тобто справедлива рівність 
2z

x y


 

=
2z

y x


 

. 

З геометричної точки зору ( , )z f x y  – це  поверхня у просторі прямо-
кутної системи координат. Нехай 0 0 0( ; ; )A x y z  точка цієї поверхні 

  Проведемо через неї площину, паралельну  і перпенди-
кулярну до Oy . Рівняння площини 

0 0( ; ).z f x y 0 Oz

0y y . У перетині з поверхнею отриму-
ємо криву, яка проходить через точку 0 0 0( ; ; )A x y z

0( ; )x y
 і належить поверхні. В 

площині  крива має рівняння 0yy  z f . 
Частині похідні першого порядку від ( , )z f x y  в точці 0 0( ; )x y  є ку-

товими коефіцієнтами дотичних ліній перетину поверхні площинами, 
паралельними координатним площинам , , що проходять через то-
чку 

zOy zOx

0 0 0( ; ; )A x y z . 
Теорема. Нехай на множині визначено складну функцію  

де  і функції  у деякому околі точки 
D ( , ),z f u v

( , ), ( , ),u u x y v v x y 

0 0( , )
( , ), ( , )u x y v x y

x y  мають неперервні частинні похідні за x  і ,  а функція y ( , )f u v

, )y

 має 
неперервні частинні похідні за змінними ,u v  якому околі точки 0 0( , ),u v  

0 0  ( ( , ( , )f u x v x y

в де

складна функціяде 0 0 0 0( , ), ( ,u u x y v v  )x y  . Тоді  z   

ці 0 0( , )диференційовна в точ x y , причому 
 

;
z z u z v z z u z v

x u x v x y u y v y

         
   

         
. 
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Якщо рівність  1 2, , , , 0nF x x x z   визначає неявну функцію 

 1 2, , , nz z x x x  , яка є диференційовною, то її похідні можуть бути знай-

дені з рівнянь  F F
k n

x z

 
 

0  1,2, ,
k k

z

x


   


 . 

Частинні похідні функції двох незалежних змінних  ;z f x y , яку за-

дано за допомогою рівняння  ; ; 0F x y z  , де  ; ;F x y z  – диференційовна 

функція змінних x, y, z, можуть бути обчислені за формулами 
 

F
z x

Fx
z


  




,      

F
z y

Fy
z


  




 за умови, що 0
z

F



. 

 

Якщо рівняння  задає  деяку функцію ( )  в неявному ви-

гляді і  то 

( , ) 0F x y  y x
' ( , ) 0,xF x y 

 
'

'

( , )

( , )
x

y

dy F x y

dx F x y
  . 

 

Якщо рівняння ( , , ) 0F x y z   задає функцію двох змінних  в не-

явному вигляді і  то справедливі формули 

( , )z x y
' ( ,F x , ) 0,y z z

 
'

'

( , , )
,

( , , )
x

z

z F x y z

x F x y z





  

'

'

( , , )

( , , )
y

z

F x y zz

y F x y z


 


. 

  
Приклади розв’язування типових завдань 

 
Приклад 1. Знайти область визначення функцій:  
 

а) 2 21 ;z x   y  б) 2 24 1 ;z x y     в) 2u x y z     
 

Розв’язування  
 

а) Очевидно,  набуватиме дійсних значень лише тоді, коли 
 тобто, коли 

z
2 21 x y   0, 2 2 1.x y 

2 2x y

 Цю нерівність задовольняють коор-
динати всіх точок, що лежать на полі круга з радіусом 1, також і точки йо-
го контура, тобто точки кола 1.   

б) Шуканою областю буде прямокутник. Оскільки, з нерівності 
24 0x   та  маємо 21 y  0 2 24, 1,x y   або 2 2, 1 1.x y       
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Отже, до області визначення функції належать всі точки, що знаходяться на 
полі прямокутника, також точки контура (прямокутника). 

 

2

2

2

y

x

z

в)

2,

2 0,

2.

u x y z

x y z

x y z

   

   
    

 

 
Приклад 2. Побудувати лінії рівня функцій 2 2u x y  . 

 

Розв’язування 
 

2 2

2 2

1,

2.

x y

x y

 

   

x1 2

y

 
 
 
 

 

Приклад 3. Побудувати поверхні рівня 
3

x y z
u

 
 . 

 
Розв’язування 

 

1,
3

x y x 
  

y

x

z
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