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Передмова 

 

Всі реальні теплоенергетичні процеси є досить складними і тому мо-

делюються переважно з використанням математичних моделей [1, 2] та 

можуть бути досліджені тільки із застосуванням відповідних математич-

них методів, наприклад, в даних методичних вказівках розглянуто мате-

матичні методи для розрахунку теплових схем котелень і ТЕЦ, гідравліч-

них задач, розрахунків теплоізоляції, задач нагріву та охолодження мате-

ріалів в нестаціонарних режимах, апроксимації теплофізичних та термо-

динамічних властивостей теплоносіїв. 

В методичних вказівках увага приділена підвищенню якості диплом-

ного проектування за рахунок розробки математичної моделі теплоенерге-

тичного об’єкта та його дослідженню, наприклад, з метою оптимізації. 

Укладачі вдячні рецензентам за корисні поради і зауваження в процесі 

рецензування і підготовки рукопису. 

 

 

Укладачі 

 

 

 

Порядок виконання роботи 

Виконання лабораторної роботи починають з домашньої підготовки, в 

процесі якої студенти усвідомлюють мету, вивчають необхідний теоретич-

ний матеріал, розбираються у методах розв’язання завдання, готують звіт, 

відповідають на контрольні запитання. Звіт повинен містити: найменуван-

ня і мету роботи, початкові дані, розв’язок задачі, необхідний графічний 

матеріал, висновки. 

Для контролю самостійної підготовки наведено контрольні запитання, 

на які студенти повинні дати обґрунтовані відповіді під час співбесіди з 

викладачем. До виконання лабораторної роботи допускаються студенти, 

які пройшли інструктаж з техніки безпеки і співбесіду з викладачем. 
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Лабораторна робота № 1 

Вступне заняття. Особливості роботи в MS Excel та Mathcad 

 

Мета роботи: перевірка залишкових знань з дисципліни «Основи ін-

формаційних технологій та програмування» та ознайомлення із роботою у 

Mathcad. 

 

Порядок виконання і звітування 

Перед виконанням даної лабораторної роботи буде доцільно пригадати 

теоретичний, практичний та лабораторний курс дисципліни «Основи інфо-

рмаційних технологій та програмування». Теоретичні викладки з приводу 

роботи у Mathcad можна знайти у довідковій літературі. 

Під час лабораторної роботи необхідно: розв’язати систему рівнянь за 

допомогою оберненої матриці (завдання А); знайти корені рівнянь графіч-

ним способом (завдання Б); побудувати графік функції, яка в різних діапа-

зонах своєї області визначення має різні значення (завдання В). 

Для виконання завдання А перетворіть систему рівнянь на дві матриці 

– квадратну та матрицю-стовпець. 

Для отримання коренів необхідно помножити матрицю, обернену до 

квадратної, на матрицю-стовпець.  

Для знаходження оберненої матриці виділяємо масив 33, ставимо ку-

рсор миші в рядок формул, і, користуючись меню Вставка - Функція, вста-

вляємо з розряду математичних функцію  МОБР. 

Далі звертаємо вікно функції і виділяємо квадратну матрицю, утриму-

ючи разом клавіші Ctrl+Shift 

Двічі натисніть на Enter, знов утримуючи разом клавіші Ctrl+Shift.  

Знайдіть корені рівняння шляхом множення оберненої матриці на мат-

рицю-стовпець. 

Виділяємо масив для отримання результату і, зайшовши в рядок фор-

мул, вставляємо функцію МУМНОЖ. Далі вказуємо мишкою Масив 1 та 

Масив 2, утримуючи разом клавіші Ctrl+Shift.  

Кількість стовпців аргументу Масив 1 повинна відповідати кількості 

рядків аргументу Масив 2, та обидві масиви повинні містити тільки числа. 

Це означає, що Масив 1 – обернена матриця, Масив 2 – матриця-стовпець. 

Коли вказано масиви, натискаємо на Enter, знов утримуючи разом кла-

віші Ctrl+Shift. Отримуємо розв’язок системи рівнянь. 

Виконуючи завдання Б потрібно звернути увагу, що розв’язком рів-

няння буде точка перетину кривих, які описуються функцією до знаку рів-

ності (у1) і функцією після знаку рівності (у2), де значення  х  вибирається 

довільно. 

Підберіть значення для х, визначить крок. 

Розрахуйте значення   у1   та   у2   для кожного х. 
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Побудуйте графіки функцій  у1  та  у2  і графічно в місці перетину розв’язок 

рівняння.  Залежно від видів рівнянь, коренів може бути декілька. 

Виконайте перевірку, підставляючи знайдені корені. 

Аналогічним чином виконується завдання у середовищі Mathcad. 

В Excel завдання В виконується за допомогою вкладеної логічної фун-

кції ЕСЛИ.  

Вона виводить на екран одне значення, якщо задана умова при обчис-

ленні ВИКОНУЄТЬСЯ, і інше значення, якщо умова НЕ ВИКОНУЄТЬСЯ. 

Функція ЕСЛИ використовується при перевірці умов для значень і фо-

рмул. Функція може бути проста і вкладена. 

Загальний вигляд простої функції: 

ЕСЛИ(лог_вираз умови; значення або математичний вираз, якщо умова 

виконується; значення або математичний вираз, якщо не виконується). 

Лог_вираз умови — це математичне значення або будь-який логічний 

вираз, що може виконуватись або не виконуватись (наприклад х > у). 

Логічну умову можна виконати у Mathcad за допомогою команд if та 

otherwise (рис. 1.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Розв’язки завдань і графіки оформити у вигляді звіту. 

 

Варіанти завдань 

Випишіть початкові дані до лабораторної роботи відповідно до видано-

го викладачем варіанта. 
Варіант Завдання А Завдання Б Завдання В 

1 2 3 4 

1 















6x5x

5xx2x

10xx5x

32

321

321

 0,5
х
-x = х-2 

у = 2х
2
 – 100х при х < 12 

у = 2х
2
  при х  12 

х = 4…20 

Рисунок 1.1 – Виконання логічної умови у Mathcad 
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1 2 3 4 

2 














1x6x7x-

2x4x

2x4x3x

321

21

321

 1-x
3 

= х+2 

у = 4х
3
 – 50х

2
  при х < 11 

у = 4х
3
    при х  11 

х = 3…25 

3 














1x23xx-

6xx5x

4x8x4x

321

321

321

 x
2
-9 = (x+1)

1/2
 

у = 2/х
2
 – 1/х  при х < 9 

у = 2/х
2 
   при х  9 

х = 1…15 

4 














3x43x2x

0xx25x

1xx2

321

321

32

 x
2
+9 = (x+1)

2
 

у = 2/х
4
 – 20/х

3
  при х < 6 

у = 2/х
4
    при х > 6 

х = 0…14 

5 














5x42x3x

0x4x62x

5xx3

321

321

21

 1-x
3
 = х+2 

у = 2/х
5
 – 2х   при х < 3 

у = 2/х
5
     при х  3 

х = -3…11 

6 














0x23x2x

3xx5x-

4x2x25x

321

321

321

 (5
2х

-1) = 0 

у = 5х
4
 + 4/х

3
  при х < 0,3 

у = 5х
4
     при х  0,3 

х = -0,6…1,8 

7 














1x2x2x

5x2x

8xx3x-

321

31

321

 (0,5
х
+1)

-1
 = 0,6 

у = 2х
2
 – 10х   при х < 8 

у = 2х
2
   при х  8 

х = -4…16 

8 














1x7x8x

4xx32x

10xx3x

321

321

321

 0,5
х
+x = 2 х 

у = 3х
2
 - 15х  при х < 34 

у = 3х
2
 + 1  при х  34 

х = 23…48 

9 















0x23x2x

3xx5x-

4x2x25x

321

321

321

 1-x
3
 = х

2
+2 

у = 1,8х + 0,3/х
2
 при х < 6 

у = 1,8х + 12  при х  6 

х = -3…17 

10 















0x23x2x

0x4x52x

5x8x

321

321

21

 
(2x

2
+1)/ln(x)+9 =  

= (x+2)
2
 

у = 1,2х
2
 – 90/х при х < 9 

у = 1,2х
2
 +10  при х  9 

х = 1…19 

11 















5x43x2x

4x3x-

1xx62x

321

21

321

 1+x
2 
= (х+2)

2
 

у = 2/х
2
 – 5х  при х < 4 

у = 2/х
2
 – 3  при х  4 

х = -4…10 

12 















5,1x5x4x

5,3x2x3x

5,2x22x

321

321

31

 x
2
-9 = (x+1)

1/2
 

у = 5х
2
 – 3х

3
  при х < 38 

у = 5х
2
 – 0,6  при х  38 

х = 20…50 

13 















3xx2x

0xx5x

1x2x2

321

321

32

 x
2
-9 = (x+1)

-1
 

у = 12х
0,6 

– 9х  при х < 19 

у = 12х
0,6

 – 1,7   при х  19 

х = 8…32 
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1 2 3 4 

14 















5x7x

16xx32x

20xx12x

32

321

321

 0,2
x+3

 = x+3 

у = 6х
2 
– 2,4х  при х < 3 

у = 6х
2 
– 60  при х  3 

х = -4…10 

15 















3x43x2x

0xx25x

1xx2

321

321

32

 (5
2х

+1) =1 

у = 2х
3
 – 1/х

0,3
  при х < 8 

у = х
3
 – 400   при х  8 

х = -4…29 

16 















5x11x1x

10x6x32x

20x15x105x

321

321

321

 ln(x)/2 = x/2 

у = ln(х
3
)–1/ln(х

3
)  при х < 0,6 

у = ln(х
3
) – 4   при х  0,6 

х = 0,1…2 

17 















5x43x2x

3x2x5x-

4x2x32x

321

321

321

 e
x
/2 = x

2
/5 

у = e
x/5

–1/ e
x/5

 при х < 3 

у = e
x/5

 – 2   при х  3 

х = -1…10 

18 















3x22x3x

5x4x23x-

4x2x44x

321

321

321

 
tg(x) = x

3
/2 +3 

у = tg(3х)+5 при х < 7 

у = tg(3х)/3  при х  7 

х = 1…10 

19 















5x33x5x

4x2x42x-

8x4x36x

321

321

321

 5cos(x) =6x-5 

у = cos(10х)/10 при х < 12 

у = cos(10х)  5x   при х  12 

х = 3…20 

20 















2x33x2x

3x3x33x-

6x2x32x

321

321

321

 10sin(x/5) =6x
2
-2 

у = 10sin(х/5) при х < 8 

у = sin
2
(х/5)    при х  8 

х = 3…20 

 

Контрольні запитання 

 

1. За допомогою якої функції середовища Excel визначають матрицю, 

обернену до даної? 

2.  За допомогою якої функції середовища Excel визначають добуток 

двох матриць? 

3. За допомогою яких функцій середовищ Excel та Mathcad визначають 

функцію, яка в різних діапазонах своєї області визначення має різні 

значення? 

4. Наведіть порядок побудови графіка функції у середовищах Excel та 

Mathcad. 

5. Наведіть порядок побудови графіка двох функцій з однаковим аргу-

ментом у середовищах Excel та Mathcad. 
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Лабораторна робота № 2 

Точні методи розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь 

 

Мета роботи: закріпити вивчення методів Гаусса, Гаусса-Жордана та 

Крамера розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, створити про-

граму для розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь точними ме-

тодами в середовищі Еxcel. 

 

Теоретичні відомості 

Теоретичний матеріал, що є основою для виконання студентом завдань 

лабораторної роботи, викладений в [1].  

Метод Гаусса. Ідея методу полягає в такому. Дана система лінійних 

рівнянь з n невідомими. Застосовуючи лінійні перетворення рівнянь, сис-

тему зводимо до еквівалентної трикутної системи вигляду 

 

)1(
nn

)1(
1nn

)1(
n,1n1n

)1(
2n

)1(
n23

)1(
232

)1(
1n

)1(
n13

)1(
132

)1(
121

bx

bxax

............

bxa...xax

bxa...xaxax











 (2.1) 

В цій системі спочатку з останнього рівняння визначається величина n-

ного невідомого, а потім послідовною підстановкою визначаються величи-

ни решти невідомих. 

Для виключення х1 до кожного рівняння, крім першого, додаємо перше 

рівняння, домножене на (-аj1/a11). Аналогічно виключаємо друге невідоме. 

Домножаємо друге рівняння на (-а’j2/a’22). 

Метод Гаусса-Жордана. Метод полягає у такому. Вибираємо 

розв’язувальний елемент. Всі елементи розв’язувального рядка ділимо на 

розв’язувальний елемент. Всі елементи розв’язувального стовпця обнуля-

ють. Решту елементів розраховуємо за формулою прямокутника. 

 ,

b

b

b

B,

aaa

aaa

aaa

A

3

2

1

333231

232221

131211


































  (2.2) 
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 отримаємо ,

b

b

a
b

B,

aa0

aa0

a
a

a
a

1

A

3

2

11

1

3332

2322

11

13

11

12











































  (2.3) 

де a'22 = a11  a22 – a21  a12  , a'23 = a11  a23 – a21  a13 , a'32 = a11  a32 – a31  a12, 

інші коефіцієнти нової системи визначаються за аналогічними формулами. 

Метод Крамера. Метод зручний для використання в матричному ви-

гляді. Для виявлення коренів системи використовують поняття визначника 

матриці [4].  

Знаходять визначник матриці коефіцієнтів А – det A. Перший стовпець 

матриці А замінюють на стовпець вільних членів і для такої нової матриці 

знаходять визначник det А1, аналогічно замінюють інші стовпці і отримують 

det А2 , …, det Аn . Тоді корені системи визначаються х1 = det А1 / det А , х2 = 

det А2 / det А , …, хn = det Аn / det А. 

В пакетах прикладних математичних програм та в середовищі Excel є 

стандартний оператор для визначення визначника матриці, наприклад, в 

середовищі Excel це МОПРЕД (границі матриці). 

 

Порядок виконання і звітування 

 

Для розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь використову-

ється середовище Ехсеl. Спочатку слід створити матрицю з коефіцієнтами 

та вільним членами. 

 

 

 

Рисунок 2.1 – Початок лабораторної роботи 

 

За допомогою операторів Ехсеl розробити методику розв’язання сис-

тем лінійних алгебраїчних рівнянь точними методами.  
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Під час розробки програм в Ехсеl при написанні формул в комірках не 

використовувати цифрові значення коефіцієнтів, застосовувати тільки по-

силання на комірки. 

Під час домашньої підготовки до лабораторної роботи необхідно ви-

вчити точні методи розв’язання систем рівнянь, відповісти на контрольні 

запитання. 

Після завершення виконання лабораторної роботи № 2 студент оформ-

лює звіт, пояснює отримані результати та робить висновки. 

 

Варіанти завдань 

Випишіть початкові дані до лабораторної роботи, відповідно до вида-

ного викладачем варіанта. 

Варіант Завдання Варіант Завдання 

1 2 3 4 

1 















11x252xx

10x5x154x

16xx210x

321

321

321

 

11 















6x94x2x

0x4x73x

12xx23x

321

321

321

 

2 















2x32xx

1x2x126x

8x4x35x

321

321

321

 

12 















1x74x3x

5x8x95x

25x7x89x

321

321

321

 

3 















12x52x5314x

66x9x2112x

1x5x37x

321

321

321

 

13 















12x72xx

3x5x62x

5x3x45x

321

321

321

 

4 















4x22x,0x

2,2x9,0x3,10,6x

5,0x2,0x3,0x

321

321

321

 

14 















25x94x3x

12x2x96x

8xx23x

321

321

321

 

5 















6x73x2x

1x3x62x

3xx2x

321

321

321

 

15 















12x957x5x

10xx62x

5xx2x

321

321

321

 

6 















25x162x14x

10x6x92x

12x2x3x

321

321

321

 

16 















50x30x518x

35x5x1510x

25xx510x

321

321

321
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1 2 3 4 

7 















10x62xx

10x3x62x

50x15x1025x

321

321

321

 

17 















10x75x2x

15x2x105x

5xx25x

321

321

321

 

8 















2x32xx

5xx32x

10xx2x

321

321

321

 

18 















5x92x5x

6xx53x

5xx2x

321

321

321

 

9 















0x7,0x6,00,2x

1x2,0x3,00,1x

2x6,0x3,0x

321

321

321

 

19 















2x63x2x

3x3x93x-

3x2x510x

321

321

321

 

10 















0x6x42x

3xx42x

1xx26x

321

321

321

 

20 















51x103x4x

25x3x82x

10x4x27x

321

321

321

 

 

 

 

Контрольні запитання 

1. Поясніть метод Крамера розв’язання системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь. 

2. Поясніть метод Гаусса розв’язання системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь. 

3. Поясніть метод Гаусса-Жордана та метод головних елементів 

розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 
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Лабораторна робота № 3 

Наближені  методи розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь 

 

Мета роботи: закріпити вивчення методів простих ітерацій та методу 

Зейделя розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, створити про-

граму для розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь наближени-

ми методами в середовищі Еxcel. 

 

Теоретичні відомості 

Теоретичний матеріал, що є основою для виконання студентом завдань 

лабораторної роботи викладений в [1].  

Метод простих ітерацій. Запишемо систему рівнянь в матричному ви-

гляді bхА  , 

 .

b

...

b

b

b,

x

...

x

x

x,

a...aa

............

a...aa

a...aa

A

n

2

1

n

2

1

nn2n1n

n22221

n11211

































































  (3.1) 

 

Вважатимемо, що діагональні елементи 0a ii  , виразимо х1 через пер-

ше рівняння системи, х2 – через друге рівняння і т. д. В результаті отрима-

ємо систему рівнянь [4] 

 


























1n

nn

1n,n
2

22

23
1

nn

1n

nn

n
n

n

22

n2
3

22

23
1

22

21

22

2
2

n

11

n1
3

11

13
2

11

12

11

1
1

x
a

a
...x

a

a
x

a

a

a

b
x

.........................................................

x
a

a
...x

a

a
x

a

a

a

b
x

x
a

a
...x

a

a
x

a

a

a

b
x

 (3.2) 

 

Позначимо , , де 1,2,…,n, 1, 2, …, n. 

Тоді система запишеться 
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

















 1n1n,n22n11nnn

nn232312122

nn131321211

x...xxx

.........................................................

x...xxx

x...xxx

 (3.3) 

 

Введемо позначення 

 ,
...

,

...

............

...

...

n

2

1

nn2n1n

n22221

n11211























































  (3.4) 

тоді 

 .

x

...

x

x

...

............

...

...

...

x

...

x

x

n

2

1

nn2n1n

n22221

n11211

n

2

1

n

2

1








































































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























 (3.5) 

Розв’яжемо таку систему методом послідовних наближень (ітерацій). 

За нульове наближення візьмемо стовпець вільних членів 

















































n

2

1

)0(

n

)0(

2

)0(

1

...

x

...

x

x

 – 

це нульове наближення. 

 

Тоді перше наближення 

 ,

x

...

x

x

...

............

...

...
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x
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x

x

)0(

n

)0(

2

)0(

1
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n

2

1

)1(

n

)1(

2

)1(

1








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

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
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


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
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
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

 (3.6) 

друге  
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

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............
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x
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x

x

 і т. д. (3.7) 

Метод Зейделя. Цей метод є модифікацією методу простих ітерацій. 

Тут при обчисленні кожного наступного невідомого використовують, ре-

зультати щойно отримані для попередніх невідомих [4]. 

Так, для матриці 
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в першій ітерації при визначенні х1 використовується рівняння  

, а для х2 можна викорис-

тати щойно отримане уточнене значення х1   

, для змінної х3 з врахуван-

ням отриманих х1 і х2 маємо рівняння  

і т. д. 

Порядок виконання і звітування 

Для розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь використову-

ється середовище Ехсеl. Спочатку слід створити матрицю з коефіцієнтами 

та вільним членами. Далі перетворити матрицю коефіцієнтів до ітерацій-

ного вигляду. Потім виконати ітераційний розрахунок. 

 
Рисунок 3.1 – Порядок виконання лабораторної роботи 
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Під час розробки програм в Ехсеl при написанні формул в комірках не 

використовувати цифрові значення коефіцієнтів, застосовувати тільки по-

силання на комірки. 

Під час домашньої підготовки до лабораторної роботи необхідно ви-

вчити наближені методи розв’язання систем рівнянь, відповісти на контро-

льні запитання. 

Після завершення виконання лабораторної роботи № 3 студент оформ-

лює звіт, пояснює отримані результати та робить висновки. 

Варіанти завдань 

Варіанти завдань вибрати відповідно до даних лабораторної роботи № 2.  

 

 

Контрольні запитання 

1. Поясніть метод простих ітерацій розв’язання системи лінійних алге-

браїчних рівнянь.  

2. Поясніть метод Зейделя розв’язання системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь. 

3. Поясніть умови збіжності ітераційного процесу. 
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Лабораторна робота № 4 

Методи відокремлення коренів нелінійних рівнянь 

 

Мета роботи: закріпити вивчення методів відокремлення коренів та 

метода бісекції пошуку кореня нелінійного рівняння, створити програму в 

середовищі Еxcel для відокремлення коренів та пошуку кореня нелінійного 

рівняння методом бісекції. 

 

Теоретичні відомості і методичні вказівки 

Теоретичний матеріал, що є основою для виконання студентом завдань 

лабораторної роботи, викладений в [1]. 

Кількість дійсних додатних коренів алгебраїчного рівняння можна ви-

значити приблизно за таким правилом. Якщо рівняння повне, то кількість 

його додатних коренів дорівнює числу змін знака в послідовності коефіці-

єнтів або на парне число менша, а кількість від'ємних коренів – кількості 

сталості знака або на парне число менша. 

Для знаходження області існування коренів та визначення кількості 

коренів нелінійного рівняння використовують методи та теореми вищої 

математики. 

Правило кільця 

Нехай дано алгебраїчне рівняння  

   0axa...xaxaxaxP n1n
2n

2
1n

1
n

0n  
 , (4.1) 

де а0, а1,…, аn – дійсні коефіцієнти і нехай 

  n21 a,...,a,amaxA  , (4.2) 

  1n10 a,...,a,amaxB  . (4.3) 

Тоді корені рівняння розташовані в круговому  кільці Rxr  , де 

 
n

aB1

1
r


 , 

0
a

A
1R  . (4.4) 

При цьому  r – нижня, а R – верхня границя додатних коренів алгебраї-

чного рівняння   0xP
n

  і r,R   – відповідно нижня і верхня границя 

від’ємних коренів. 

Метод Ньютона 

Якщо при х = с многочлен   0a...xaxaxaxP
n

2n

2

1n

1

n

0n
   і йо-

го похідні    ,...xP,xP
nn
  набувають додатних значень, то  с  є верхньою 
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границею додатних коренів рівняння   0xP
n

 . За нижню границю можна 

взяти число 1/с. 

Метод бісекції (половинного ділення) 

Метод бісекції полягає у тому, що в кожному наступному наближенні 

за корінь беруть значення  х  в середині відрізку. Після першої ітерації (ро-

зділення відрізку навпіл) визначають, на якій з половин відрізку міняється 

знак функції. Саме цю частину вибирають для подальших уточнень. Ітера-

ції проводять до тих пір, поки відстань між кінцями відрізку не стає мен-

шою за задану абсолютну похибку. 

Метод бісекції є повільним, однак збіжність його гарантована. 

 

Порядок виконання і звітування 

 

Для розв’язання нелінійного рівняння використовується середовище 

Ехсеl. Спочатку слід створити матрицю з коефіцієнтами а0 , а1 , …, аn полі-

номіального рівняння   0a...xaxaxaxP
n

2n

2

1n

1

n

0n
  . 

 

 
 

Рисунок 4.1 – Порядок виконання лабораторної роботи 

 

За допомогою операторів Ехсеl розробити методику визначення кіль-

кості коренів, відокремлення коренів нелінійного рівняння та методику 

пошуку кореня методом бісекції.  

Під час розробки програм в Ехсеl при написанні формул в комірках не 

використовувати цифрові значення коефіцієнтів, застосовувати тільки по-

силання на комірки. 

Під час домашньої підготовки до лабораторної роботи необхідно ви-

вчити методи відокремлення коренів та пошуку кореня методом бісекції, 

відповісти на контрольні запитання. 
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Після завершення виконання лабораторної роботи № 3 студент оформ-

лює звіт, пояснює отримані результати та робить висновки. 

Варіанти завдань 

Випишіть початкові дані до лабораторної роботи, відповідно до вида-

ного викладачем варіанта. 

Варіант Завдання 

1 Рn(х) = х
4
 – 2х

3
 + 4х

2 
+ 10х – 10 = 0 

2 Рn(х) = х
4
 – 3х

3
 – 2х

2 
– 3х + 1 = 0. 

3 Рn(х) = 2х
4
 – 35х

3
 + 10х

2 
– 10х + 2 = 0. 

4 Рn(х) = 10х
4
 – 2х

3
 + 2х

2 
+ х – 3 = 0. 

5 Рn(х) = 0,5х
4
 + 1,5х

3
 + 12х

2 
– 6х – 10 = 0. 

6 Рn(х) = 0,33х
4
 + 13х

3
 – 6х

2 
+ 24х – 25 = 0. 

7 Рn(х) = 13х
4
 – 5х

3
 + 2х

2 
– 4х – 50 = 0. 

8 Рn(х) = 2х
4
 + 5х

3
 + 3х

2 
–5х – 10 = 0. 

9 Рn(х) = 2х
4
 – 3х

3
 + 6х

2 
– 5х – 2 = 0. 

10 Рn(х) = х
4
 + 60х

3
 – 122х

2 
+ 105х – 30 = 0. 

11 Рn(х) = 2х
4
 + 20х

3
 – 12х

2
 + 15х – 40 = 0. 

12 Рn(х) = 0,1х
4
 + 2х

3
 – 5х

2
 + 14х – 10 = 0. 

13 Рn(х) = 0,01х
4
 – 1,4х

3
 + 2х

2
 + 3х – 1 = 0. 

14 Рn(х) = 4х
4
 + 3х

3
 + 2х

2
 + х – 10 = 0. 

15 Рn(х) = 2х
4
 + 6х

3
 + 10х

2
 + 14х – 2 = 0. 

16 Рn(х) = 0,2х
4
 – 0,8х

3
 + х

2
 – 2,5х + 3 = 0. 

17 Рn(х) = 14х
4
 + 2х

3
 – 58х

2
 – 12х + 3 = 0. 

18 Рn(х) = 15х
4
 – 254х

3
 – 517х

2
 – 268х + 1003 = 0. 

19 Рn(х) = 2х
4
 – 5х

3
 – 2х

2
 + 3х + 2 = 0. 

20 Рn(х) = 0,2х
4
 – 1х

3
 + 0,8х

2
 – 2х + 3 = 0. 

 

Контрольні запитання 

1. Поясніть методи визначення кількості коренів нелінійних рівнянь. 

2. Поясніть методи відокремлення коренів нелінійних рівнянь. 

3. Поясніть метод бісекції розв’язання нелінійних рівнянь. 
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Лабораторна робота № 5 

Методи розв’язання нелінійних рівнянь 

 

Мета роботи: закріпити вивчення методів розв’язання нелінійного рів-

няння, створити програму в середовищі Еxcel для пошуку кореня неліній-

ного рівняння різними методами. 
 

Теоретичні відомості і методичні вказівки 

 

Теоретичний матеріал, що є основою для виконання студентом завдань 

лабораторної роботи, викладений в [1]. 

Метод хорд 

Для пошуку кореня на відрізку х [a,b] кожним наступним наближен-

ням кореня є точка перетину відрізка, що з’єднує значення функції на кін-

цях відрізка (перша ітерації – f(а) і f(b)) – хорди, з віссю х. Причому кожен 

раз значення функції на кінцях відрізка повинні мати різний знак. Ітерації 

проводять до тих пір, поки відстань між кінцями відрізка не стане меншою 

за задану похибку.  

Значення х для кожної наступної ітерації визначають з рівняння хор-

ди
 

   
 ab

afbf

af
ax

i



 , де а і b – кінці відрізка на кожній ітерації. 

Метод дотичних (метод Ньютона) 

Даний метод полягає у заміні функції f(х) = 0 її дотичною в кінці відрі-

зка [а,b].  

В кожній наступній ітерації за корінь вважаємо значення абсциси пере-

тину дотичної з віссю х. Розрахункова формула для визначення точки пе-

ретину записується
 
 

i

i

i1i
xf

xf
xx





.  

Ітераційний процес припиняється за умов зменшення відстані між ре-

зультатами послідовних ітерацій до величини, меншої за задану похибку. 

Метод простих ітерацій  

Для використання такого методу необхідно функцію перетворити до 

ітераційного вигляду х = (х). 

Кожна наступна ітерація розраховується за формулою  1ii xх  . Іте-

раційний процес припиняється за умов зменшення відстані між результа-

тами послідовних ітерацій до величини, меншої за задану похибку. 

Не кожне рівняння можна розв’язати методом простих ітерацій, тому 

що ітераційний процес може бути збіжним або розбіжним. Збіжність іте-

раційного процесу залежить від величини похідної ітераційної функції.  

Умовою збіжності ітерацій є   1x0  . 
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Порядок виконання і звітування 
 

Для розв’язання нелінійного рівняння використовується середовище 

Ехсеl. Спочатку слід створити матрицю з коефіцієнтами а0 , а1 , …, аn полі-

номіального рівняння   0a...xaxaxaxP
n

2n

2

1n

1

n

0n
 

. 

За допомогою операторів Ехсеl розробити методику визначення коре-

нів нелінійного рівняння методом хорд, методом дотичних та методом 

простих ітерацій. 
 

 
 

Рисунок 5.1 – Порядок виконання лабораторної роботи 
 

Під час розробки програм в Ехсеl при написанні формул в комірках не 

використовувати цифрові значення коефіцієнтів, застосовувати тільки по-

силання на комірки. 

Під час домашньої підготовки до лабораторної роботи необхідно ви-

вчити методи хорд, дотичних та простих ітерацій пошуку коренів неліній-

ного рівняння, відповісти на контрольні запитання. 

Після завершення виконання лабораторної роботи № 5 студент оформ-

лює звіт, що містить лістинг з розробленими програмами розрахунку, по-

яснення отриманих результатів та висновки. 
 

Варіанти завдань 

Варіанти завдань вибрати відповідно до даних лабораторної роботи № 4.  

 

Контрольні запитання 

1. Поясніть метод хорд розв’язання нелінійних рівнянь. 

2. Поясніть метод дотичних (метод Ньютона) розв’язання нелінійних рів-

нянь. 

3. Поясніть метод простих ітерацій розв’язання нелінійних рівнянь. 

4. Поясніть умови збіжності ітераційного процесу розв’язання нелінійних 

рівнянь. 
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Лабораторна робота № 6 

Розв’язання систем нелінійних рівнянь 
 

Мета роботи: закріпити вивчення методів розв’язання систем неліній-

них рівнянь, створити програму в середовищі Маthcad для пошуку коренів 

системи нелінійних рівнянь. 

Теоретичні відомості і методичні вказівки 

Теоретичний матеріал, що є основою для виконання студентом завдань 

лабораторної роботи, викладений в [1]. 

Використання пакетів прикладних програм для розв’язання сис-

тем нелінійних рівнянь (СНР) 

Одним з найзручніших математичних пакетів прикладних програм для 

розв’язання систем нелінійних рівнянь є Mathcad. 

В середовищі Mathcad запрограмоване розв’язання СНР. Для цього ви-

користовується мітка Given, яка вказує на початок запису системи рівнянь 

і оператор Find (x1 , х2 , …), який записується нижче системи рівнянь і по-

вертає корені системи рівнянь. Нелінійні рівняння записуються із викорис-

танням символьного знака рівності (Сtrl+). 

Для коректного розв’язання системи рівнянь в Mathcad на початку не-

обхідно задати початкові наближення для всіх величин, що використову-

ються в системі рівнянь. 
 

Порядок виконання і звітування 

На початку необхідно скласти систему рівнянь для розрахунку задачі. 

Для розв’язання системи нелінійних рівнянь використовується середовище 

Mathcad. Спочатку слід ввести позначення та числові значення для абсолютно 

всіх величин. Для шуканих невідомих слід ввести їх перші наближення. Чим 

ближчі вони будуть до сподіваного результату, тим надійніший розрахунок. 
 

 

Рисунок 6.1 – Порядок виконання лабораторної роботи 



 23 

Система рівнянь повинна бути розміщена між міткою Given та опера-

тором Find. Для коректного розв’язання системи нелінійних рівнянь іноді 

необхідно змінити порядок формул або переписати формули так, щоб з 

них визначалася інша величина. 

Під час домашньої підготовки до лабораторної роботи необхідно ви-

вчити лекційний матеріал, відповісти на контрольні запитання. 

Після завершення виконання лабораторної роботи № 6 студент оформ-

лює звіт, що містить лістинг з розробленими програмами розрахунку, по-

яснення отриманих результатів та висновки. 

 

Варіанти завдань 

Скласти програму розрахунку системи нелінійних рівнянь з викорис-

танням пакета математичних прикладних програм Mathcad для розв’язання 

такої задачі. 

№ 1. Контур циркуляції опалювальної системи має довжину 10 м. Різ-

ниця висот між верхньою та нижньою точками системи біля котла стано-

вить 4 м, густина води у подавальному трубопроводі в верхній точці 985 

кг/м
3
, а в зворотному трубопроводі в найнижчій точці контура 990 кг/м

3
. 

Середню в’язкість води взяти 0,8  10
-6

 м
2
/с. Шорсткість труб 0,5 мм. Сума 

місцевих опорів контура становить 6. Визначити витрату води в контурі, 

швидкість циркуляції, коефіцієнт опору тертя, втрати тиску в контурі. 

№ 2. Вода з густиною 999 кг/м
3
 перетікає з однієї посудини до іншої з 

сталими рівнями самопливом. Необхідна витрата води 8 кг/с. Шорсткість 

труб 0,5 мм. Сума місцевих опорів лінії становить 8. Довжина труби 250 м. 

Діаметр труби 150 мм. Середню в’язкість води взяти 0,4  10
-6

 м
2
/с. Визна-

чити необхідну різницю висот між рівнями рідини в посудинах, швидкість 

води в трубі, коефіцієнт опору тертя, втрати тиску в контурі. 

№ 3. Труба з теплоносієм, температура якого 120 С, ізольована матері-

алом з теплопровідністю 0,05 Вт/(мК). Довжина труби 15 м. Зовнішній діа-

метр труби 89 мм. Температура зовнішнього повітря мінус 10 С, темпера-

тура на поверхні ізоляції 25 С. Коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції до 

зовнішнього повітря 10 Вт/(м
2
К). Термічним опором теплоносія та стінки 

труби знехтувати. Визначити тепловтрати труби, питомий лінійний тепло-

вий потік, товщину теплоізоляції, зовнішній діаметр ізольованої труби. 

№ 4. Ізольована труба з теплоносієм, температура якого 250 С, прокла-

дена в приміщенні з температурою 5 С. Зовнішній діаметр труби 108 мм. 

Коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції до зовнішнього повітря описується 

рівнянням    0,3
зов

7,0
к dw65,4 , де w – швидкість вітру, яку слід взяти 2 м/с. 

Питомий лінійних тепловий потік – 55 Вт/м. Термічним опором теплоносія та 

стінки труби знехтувати. Теплопровідність ізоляції 0,03 Вт/(мК). Визначити 

товщину теплоізоляції, зовнішній діаметр ізольованої труби, температуру 

на поверхні ізоляції, коефіцієнт тепловіддачі від ізоляції до повітря. 
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№ 5. Різниця висот між верхньою та нижньою точками опалювальної 

системи становить 10 м. Довжина контуру циркуляції становить 50 м, гус-

тина води у подавальному трубопроводі в верхній точці 980 кг/м
3
, а в зво-

ротному трубопроводі в найнижчій точці контура 992 кг/м
3
. В’язкість води 

взяти 10
-6

 м
2
/с. Шорсткість труб 0,2 мм. Сума місцевих опорів контура ста-

новить 12. Визначити витрату води в контурі, швидкість циркуляції, кое-

фіцієнт опору тертя, втрати тиску в контурі. 

№ 6. Дві посудини зв’язані трубопроводом довжиною 50 м. Вода з гус-

тиною 990 кг/м
3
 перетікає з однієї посудини до іншої з сталими рівнями 

самопливом. Необхідна витрата води 12 кг/с. Шорсткість труб 0,3 мм. Су-

ма місцевих опорів лінії становить 10. Діаметр труби 100 мм. Середня 

в’язкість води 0,8  10
-6

 м
2
/с. Визначити необхідну різницю висот між рів-

нями рідини в посудинах, швидкість води в трубі, коефіцієнт опору тертя, 

втрати тиску в контурі. 

№ 7. Труба довжиною 10 м і зовнішнім діаметром 76 мм з теплоносієм, 

температура якого 120 С, ізольована матеріалом з теплопровідністю      

0,05 Вт/(мК). Температура зовнішнього повітря мінус 21 С, температура 

на поверхні ізоляції 5 С. Коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції до зов-

нішнього повітря 8 Вт/(м
2
К). Термічним опором теплоносія та стінки тру-

би знехтувати. Визначити тепловтрати труби, питомий лінійний тепловий 

потік, товщину теплоізоляції, зовнішній діаметр ізольованої труби. 

№ 8. Питомий лінійних тепловий потік тепловтрат від труби діаметром 

89 мм становить 55 Вт/м. Температура теплоносія всередині 250 С, темпе-

ратура в приміщенні 10 С. Коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції до 

зовнішнього повітря описується рівнянням    0,3
зов

7,0
к dw65,4 , де w – 

швидкість вітру, яку слід взяти 0,5 м/с. Термічним опором теплоносія та 

стінки труби знехтувати. Теплопровідність ізоляції 0,036 Вт/(мК). Визна-

чити товщину теплоізоляції, зовнішній діаметр ізольованої труби, темпе-

ратуру на поверхні ізоляції, коефіцієнт тепловіддачі від ізоляції до повітря. 

№ 9. Визначити витрату води в контурі, швидкість циркуляції, коефіці-

єнт опору тертя, втрати тиску в контурі, якщо різниця висот між верхньою 

та нижньою точками контура становить 20 м. Довжина контура циркуляції 

становить 100 м, густина води у подавальному трубопроводі в верхній то-

чці 975 кг/м
3
, а в зворотному трубопроводі в найнижчій точці контура           

990 кг/м
3
. В’язкість води взяти 10

-6
 м

2
/с. Шорсткість труб 1 мм. Сума міс-

цевих опорів контуру становить 25.  

№ 10. Визначити необхідну різницю висот між рівнями рідини в посу-

динах, швидкість води в з’єднувальній трубі довжиною 75 м, коефіцієнт 

опору тертя, втрати тиску в трубі, якщо вода з густиною 995 кг/м
3
 переті-

кає з однієї посудини до іншої з сталими рівнями самопливом. Необхідна 

витрата води 2 кг/с. Шорсткість труб 1 мм. Сума місцевих опорів лінії ста-

новить 6. Діаметр труби 50 мм. Середня в’язкість води 0,6  10
-6

 м
2
/с.  
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№ 11. Визначити тепловтрати труби довжиною 50 м і зовнішнім діаме-

тром 57 мм, питомий лінійний тепловий потік, товщину теплоізоляції, зов-

нішній діаметр ізольованої труби, якщо температура теплоносія 180 С, 

теплопровідність ізоляції 0,035 Вт/(мК). Температура зовнішнього повітря 

мінус 20 С, температура на поверхні ізоляції 8 С. Коефіцієнт тепловідда-

чі від теплоізоляції до зовнішнього повітря 6 Вт/(м
2
К). Термічним опором 

теплоносія та стінки труби знехтувати.  

№ 12. Визначити товщину теплоізоляції, зовнішній діаметр ізольованої 

труби, температуру на поверхні ізоляції, коефіцієнт тепловіддачі від ізоля-

ції до повітря, якщо питомий лінійних тепловий потік тепловтрат від труби 

діаметром 57 мм становить 58 Вт/м. Температура теплоносія 200 С, тем-

пература в приміщенні 0 С. Коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції до 

зовнішнього повітря описується рівнянням    0,3
зов

7,0
к dw65,4 , де w – 

швидкість вітру, яку слід взяти 0,3 м/с. Термічним опором теплоносія та 

стінки труби знехтувати. Теплопровідність ізоляції 0,06 Вт/(мК). 

№ 13. Довжина контура циркуляції становить 20 м, а різниця висот між 

верхньою та нижньою точками контура – 5 м. Визначити витрату води в 

контурі, швидкість циркуляції, коефіцієнт опору тертя, втрати тиску в кон-

турі, якщо густина води у подавальному трубопроводі в верхній точці 960 

кг/м
3
, а в зворотному трубопроводі в найнижчій точці контура 995 кг/м

3
. 

В’язкість води взяти 10
-6

 м
2
/с, шорсткість труб 1 мм, сума місцевих опорів 

контура становить 5.  

№ 14. Необхідна витрата води з одної посудини в іншу самопливом 

1 кг/с, діаметр труби 40 мм, довжина труби 40 м. Визначити необхідну різ-

ницю висот між рівнями рідини в посудинах, швидкість води в 

з’єднувальній трубі, коефіцієнт опору тертя, втрати тиску в трубі, якщо гу-

стина води 995 кг/м
3,
 шорсткість труб 1 мм, сума місцевих опорів лінії ста-

новить 6, середня в’язкість води 0,6  10
-6

 м
2
/с.  

№ 15. Температура теплоносія в ізольованому трубопроводі довжиною 

20 м і зовнішнім діаметром 76 мм становить 150 С. Температура зовніш-

нього повітря мінус 20 С, температура на поверхні ізоляції 8 С. Визначити 

тепловтрати труби, питомий лінійний тепловий потік, товщину теплоізоля-

ції, зовнішній діаметр ізольованої труби, якщо теплопровідність ізоляції 

0,035 Вт/(мК), коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції до зовнішнього по-

вітря 6 Вт/(м
2
К). Термічним опором теплоносія та стінки труби знехтувати.  

№ 16. Питомий лінійний тепловий потік тепловтрат від труби діамет-

ром 76 мм становить 50 Вт/м. Визначити товщину теплоізоляції, зовнішній 

діаметр ізольованої труби, температуру на поверхні ізоляції, коефіцієнт 

тепловіддачі від ізоляції до повітря, якщо температура теплоносія 160 С, 

температура в приміщенні 0 С. Коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції 

до зовнішнього повітря описується рівнянням    0,3
зов

7,0
к dw65,4 , де w – 
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швидкість вітру, яку слід взяти 0,9 м/с. Термічним опором теплоносія та 

стінки труби знехтувати. Теплопровідність ізоляції 0,035 Вт/(мК). 

№ 17. Довжина контура циркуляції становить 30 м, а різниця висот між 

верхньою та нижньою точками контура – 8 м. Визначити витрату води в 

контурі, швидкість циркуляції, коефіцієнт опору тертя, втрати тиску в кон-

турі, якщо густина води у подавальному трубопроводі в верхній точці 980 

кг/м
3
, а в зворотному трубопроводі в найнижчій точці контура 990 кг/м

3
. 

В’язкість води взяти 10
-6

 м
2
/с, шорсткість труб 0,5 мм, сума місцевих опо-

рів контуру становить 8.  

№ 18. Необхідна витрата води з одної посудини в іншу самопливом 

6 кг/с, діаметр труби 70 мм, довжина труби 10 м. Визначити необхідну різ-

ницю висот між рівнями рідини в посудинах, швидкість води в 

з’єднувальній трубі, коефіцієнт опору тертя, втрати тиску в трубі, якщо гу-

стина води 990 кг/м
3,
 шорсткість труб 0,5 мм, сума місцевих опорів лінії 

становить 10, середня в’язкість води 0,9  10
-6

 м
2
/с.  

№ 19. Температура теплоносія в ізольованому трубопроводі довжиною 

40 м і зовнішнім діаметром 89 мм становить 120 С. Температура зовнішньо-

го повітря мінус 10 С, температура на поверхні ізоляції 12 С. Визначити те-

пловтрати труби, питомий лінійний тепловий потік, товщину теплоізоляції, 

зовнішній діаметр ізольованої труби, якщо теплопровідність ізоляції 

0,03 Вт/(мК), коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції до зовнішнього пові-

тря 10 Вт/(м
2
К). Термічним опором теплоносія та стінки труби знехтувати.  

№ 20. Питомий лінійний тепловий потік тепловтрат від труби діамет-

ром 89 мм становить 70 Вт/м. Визначити товщину теплоізоляції, зовнішній 

діаметр ізольованої труби, температуру на поверхні ізоляції, коефіцієнт 

тепловіддачі від ізоляції до повітря, якщо температура теплоносія 190 С, 

температура в приміщенні 5 С. Коефіцієнт тепловіддачі від теплоізоляції 

до зовнішнього повітря описується рівнянням    0,3
зов

7,0
к dw65,4 , де w – 

швидкість вітру, яку слід взяти 0,2 м/с. Термічним опором теплоносія та 

стінки труби знехтувати. Теплопровідність ізоляції 0,1 Вт/(мК). 

 

 

Контрольні запитання 

1. Поясніть особливості розв’язання систем нелінійних рівнянь з викорис-

танням пакета прикладних програм Mathcad. 
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Лабораторна робота № 7 

Розв’язання диференціальних рівнянь 

 

Мета роботи: методами Ейлера та Рунге-Кутта знайти наближене рі-

шення звичайних диференціальних рівнянь. 

 

Теоретичні відомості 

Велика кількість наукових і технічних проблем приводить до інтегру-

вання диференціальних рівнянь.  Диференціальні рівняння, які можна  про-

інтегрувати відомими методами, зустрічаються порівняно рідко. Через це 

важливого значення набувають наближені методи розв’язання диференціа-

льних рівнянь. 

Наближені методи розв’язання звичайних диференціальних рівнянь 

можна розбити на два класи. Одні з них дають наближений розв’язок у ви-

гляді аналітичного виразу, інші – у вигляді таблиці чисельних значень. Пе-

ршу групу методів називають аналітичною, а другу – чисельною. 

Диференціальні рівняння (ДР) – це рівняння, що містять шукані функ-

ції, їх похідні будь-яких порядків і незалежні змінні. ДР поділяються на 

звичайні, до яких належать невідомі функції тільки однієї змінної, і рів-

няння з частинними похідними, що містять частинні похідні функцій кіль-

кох аргументів. Серед звичайних диференціальних рівнянь найпростішими 

є рівняння 1-го порядку [5], тобто рівняння виду F(x, y, y) = 0, іноді його 

можна записати у вигляді  

  y,xfy  . (7.1) 

Розв’язати це рівняння означає знайти всі криві на площині, які перет-

ворюють його у тотожність. 

Рівняння (7.1) має геометричну інтерпретацію. В кожній точці площи-

ни (х; у) можна провести вектор з тангенсом нахилу до осі Ох; К = f (x, y). 

Отже, утворюється поле напрямів. Крива у(х) буде розв’язком рівняння 

(7.1), якщо вона в кожній своїй точці дотикається до деякого вектора поля 

напрямів. Кожне диференційне рівняння має безліч розв’язків. Тому для 

знаходження частинного розв’язку потрібно навести початкові дані, тобто 

задати через яку точку проходить крива розв’язку [5]. Із теореми існування 

та єдності для рівняння першого порядку випливає, що сім’я розв’язків є 

однопараметричною сім’єю кривих 

 C) F(x,  y(x) . (7.2) 

Якщо з рівняння (7.2) відповідним вибором С можна дістати будь-який 

розв’язок, то він називається загальним розв’язком диференціального рів-

няння. 

m1_t5_lecture8.htm


 28 

Метод Ейлера – це один з найпростіших методів чисельного 

розв’язування ДР і доведення їх існування. Провідна ідея цього методу по-

лягає в застосуванні рядів для обчислення наближених значень розв’язку 

у(х). 

Диференціальне рівняння y = f (x, y) розв’язують у точках х1, х2, …, хn 

деякого фіксованого відрізка [х0; b], де х0 визначає початкову умову            

у(х0) = у0. 

Для обчислення у(х1), де х1 = х0 + h, h = (b – х0)/n, потрібно подати у(х1) 

у вигляді ряду за степенями h = х1 – х0, взявши потім скінченну кількість 

членів цього ряду. Якщо обмежитись лише двома першими членами ряду, 

то дістанемо: 

 )y,x(fh  )y(x  )y(x iii1i  , (7.3) 

 ih   x x 0i  . (7.4) 

Метод Ейлера – це метод ламаних: на кожному відрізка [хі; xі+1] інтег-

ральна крива замінюється прямолінійним відрізком ламаної Ейлера. Дово-

диться при досить загальних припущеннях, що при h0 ламані Ейлера 

завжди прямують до інтегральної кривої [1]. 

Метод Рунге-Кутта – один з найбільш використовуваних методів під-

вищеної точності. У випадку 4 порядку отримуємо розв’язки диференціа-

льного рівняння за формулами: 

  4321i1i kk2k2k
6

1
yy  , (7.5) 
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2
ii3

1
ii2

ii1









 (7.6) 

Порядок виконання і звітування 
 

Методом Ейлера та Рунге-Кутта розв’язати задачу Коші для рівняння 

на проміжку [х0; b] згідно із варіантом, взявши h = (b – x0)/10, у середовищі 

Excel або Mathcad. 

За результатами розрахунків побудувати графіки, що висвітлюють роз-

біжність (збіжність) методів Ейлера та Рунге-Кутта. 

Після завершення виконання лабораторної роботи № 7 студент оформ-

лює звіт, що містить лістинг з розробленими програмами розрахунку, по-

яснення отриманих результатів та висновки. 
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Варіанти завдань 

Випишіть початкові дані до лабораторної роботи відповідно до видано-

го викладачем варіанта. 

Варіант Диференціальне 

рівняння 

Початкове наближеня Проміжок 

1 у = х +у/х у(1) = 0 х  [1; 2] 

2 у = х + 1/cos(y/5) у(1,8) = 2,6 х [1,8; 2,8] 

3 
 2

2
x1y

x1

x2
y 


  

у(0) = 1 х [0; 1] 

4 у= х + sin(y/5) у(1,8) = 2,6 х [1,8; 2,8] 

5 у = х
2
 + у

2
 у(0) = 1 х [0; 1] 

6 у = х + cos(y/3) у(1,6) = 4,6 х [1,6; 2,6] 

7 ух = х
2
 – у у(1) = 0 х [1; 2] 

8 у = х + sin(y/0,3) у(0,1) = 1 х [0,5; 3] 

9 у = (ху)/(х
2
+1) у(0) = 1 х [0; 1] 

10 у = х + cos(y)/1,25 у(0) = 3 х [2; 3] 

11 
у =  

10x

y

1x

y 2





 

у(0) = 4 х [2; 3] 

12 у = cos(y)/x у(0) = 2 х [2; 3] 

13 
у =  

yx

y


 

у(2) = 1 х [2; 7] 

14 уln(x) = 1+y у(4) = 0 х [2; 3] 

15 (х+у)у = 1 у(1) = 2 х [1; 2] 

16 у = х + cos(y/) у(1,7) = 5,3 х [1,7; 2,7] 

17 у = 2х – у у(0) = 2 х [0; 1] 

18 у = х + sin(3y) у(1,1) = 1,5 х [1,1; 2,1] 

19 у = 2у – е
х
 у(0) = 2 х [0; 1] 

20 у = 2 + е
х/у

 у(0) = 1 х [2; 3] 

 

 

Контрольні запитання 

1. Дайте характеристику диференціальних рівнянь.  

2. Поясніть відмінність одно- та багатоступеневих методів розв’язання 

диференціальних рівнянь. 

3. Поясніть метод Ейлера розв’язання диференціальних рівнянь. 

4. Поясніть метод Рунге-Кутта розв’язання диференціальних рівнянь. 

5. Що називається загальним розв’язком диференціальних рівнянь? 

 

 



 30 

Лабораторна робота № 8 

Апроксимація даних, метод найменших квадратів 

 

Мета роботи: методом найменших квадратів визначити залежності те-

плофізичних властивостей теплоносіїв від певних заданих параметрів. 

 

Теоретичні відомості 

Перед виконанням лабораторної роботи детально ознайомтесь з лек-

ційним матеріалом із даної теми [1]. 

Метод найменших квадратів широко застосовується при підборі емпі-

ричних формул. 

Нехай в результаті дослідження проведено n вимірювань взаємо-

пов’язаних між собою величин х та у, і за цими даними потрібно знайти ем-

піричну формулу у = f (x), в якій всі значення у при х = хі мало б відрізнялись 

від експериментальних значень уі (і = 1…n). Критерій, за яким відшуковуєть-

ся “найкраща емпірична формула у = f (х)”, значною мірою умовний. Прийн-

ято за методом найменших квадратів брати мінімум суми квадратів відхилень 

фактичних значень у від значень, обчислених за рівнянням кривої. 

Нехай експериментальну криву можна апроксимувати многочленом 

другого ступеня 

 2
210 xaxaay  . (8.1) 

Згідно з принципом найменших квадратів найкращими значеннями бу-

дуть ті, для яких сума квадратів відхилень фактичних значень у від зна-

чень, обчислених за рівнянням 
2

210 xaxaay  , буде мінімальна. 

Тобто 

    



n

1i

22

i2i10i210 .minxaxaaya,a,aF  (8.2) 

Використовуючи необхідну умову екстремума функції трьох змінних 

(рівність нулю всіх її частинних похідних першого порядку), отримаємо 

таку систему рівнянь 
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 (8.3) 

Або після перетворень отримаємо систему рівнянь відносно невідомих 

а0, а1, а2 : 
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 (8.7) 

Коефіцієнти при а0, а1, а2 і вільні члени вищенаведеної системи легко 

обчислюються за відомими координатами заданих точок. Розв’язки а0, а1, 

а2 системи (8.4) будуть невідомими коефіцієнтами рівняння (8.1). 

Аналогічно виконаємо апроксимацію степеневою функцією 

 bxay  . (8.5) 

Після логарифмування і взяття часткових похідних отримаємо таку си-

стему рівнянь 
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 (8.8) 

Далі коефіцієнти рівняння (8.6) розв’язуються як корені системи рів-

нянь одним з відомих методів. 
 

Порядок виконання і звітування 
 

Для визначення параметрів а0, а1, а2 за методом найменших квадратів 

необхідно заповнити допоміжну таблицю.  

хі уі хі
2
 хі

3
 хі

4
 хіуі хі

2
уі 

… … … … … … … 

Визначити суму кожного стовпця таблиці. За результатами розрахунків 

побудувати систему (8.4). Розв’язати отриману систему зручним методом. 

Використовуючи отримані значення параметрів а0, а1, а2, запишіть рів-

няння (8.1), що описує експериментальні дані. Провести порівняння експе-

риментальних результатів із результатами розрахунку за отриманою зале-

жністю. Обчислити похибки визначення параметрів а0, а1, а2. Побудувати 

графіки залежностей  у = f(х) (точками) та 
2

210 xaxaay   (кривою). 

Аналогічно провести апроксимацію за степеневою функцією. 

Аналогічним чином знайти апроксимаційну залежність іншої теплофі-

зичної властивості. 
 

Варіанти завдань 

Випишіть початкові дані до лабораторної роботи, відповідно до вида-

ного викладачем варіанта. 
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Варіант 1 Варіант 2 Варіант 3 Варіант 4 

Властивості повітря Властивості повітря Властивості димових газів 

t, C , кг/м
3
 
10

6
, 

Пас 
t, C 

10
2
, 

Вт/(мК)
 Рr t, C 

Ср, 

кДж/(кгК)
 
10

6
, 

м
2
/с 

t, C 
, 

кг/м
3 

10
6
, 

Пас 

-50 1,584 14,6 -50 2,04 0,728 0 1,042 12,2 0 1,295 15,8 

-40 1,515 15,2 -40 2,12 0,728 100 1,068 21,54 100 0,95 20,4 

-30 1,453 15,7 -30 2,20 0,723 200 1,097 32,8 200 0,748 24,5 

-20 1,395 16,2 -20 2,28 0,716 300 1,122 45,81 300 0,617 28,2 

-10 1,342 16,7 -10 2,36 0,712 400 1,151 60,38 400 0,525 31,7 

0 1,293 17,2 0 2,44 0,707 500 1,185 76,3 500 0,457 34,8 

10 1,247 17,6 10 2,51 0,705 600 1,214 93,61 600 0,405 37,9 

20 1,205 18,1 20 2,59 0,703 700 1,239 112,1 700 0,363 40,7 

30 1,165 18,6 30 2,67 0,701 800 1,264 131,8 800 0,330 43,4 

40 1,128 19,1 40 2,76 0,699 900 1,290 152,5 900 0,301 45,9 

50 1,093 19,6 50 2,83 0,698 1000 1,306 174,3 1000 0,275 48,4 

 

Варіант 5 Варіант 6 Варіант 7 Варіант 8 

Властивості води Властивості насиченої пари 

t, C , кг/м
3 10

6
, 

Пас 
t, C 

10
3
, 

Вт/(мК)
 Рr t, C , Н/м 

10
4
, К

-

1 t, C , кг/м
3 10

6
, 

Пас 

0 999,9 1752,5 0 569 12,99 0 75,5 -0,63 0 0,0048 8,04 

10 999,7 1299,2 10 586 9,3 10 74,4 0,70 10 0,0094 8,45 

20 998,2 1001,5 20 602 6,96 20 72,9 1,82 20 0,0173 8,85 

30 995,7 797,0 30 617 5,4 30 71,2 3,21 30 0,0304 9,26 

40 992,2 651,3 40 630 4,32 40 69,5 3,87 40 0,0509 9,66 

50 988,1 544,0 50 643 3,54 50 67,8 4,49 50 0,0831 10,0 

60 983,1 463,0 60 653 2,97 60 66,1 5,11 60 0,1302 10,5 

70 977,8 400,5 70 662 2,54 70 64,4 5,7 70 0,1982 10,9 

80 971,8 351,0 80 669 2,2 80 62,7 6,32 80 0,2934 11,3 

90 965,3 311,3 90 675 1,94 90 60,9 6,95 90 0,4235 11,7 

100 958,4 279,0 100 680 1,73 100 59,0 7,52 100 0,5980 12,1 

 

Варіант 9 Варіант 10 Варіант 11 Варіант 12 

Властивості насиченої пари 
Властивості димових 

газів 

t, C 
10

2
, 

Вт/(мК)
 Рr t, C Рr 

а10
6
, 

м
2
/с 

t, C Р, кПа 
Ср, 

кДж/(кгК) 
t, C 

10
2
, 

Вт/(мК)
 Рr 

0 17,6 0,85 0 0,85 1967,1 0 0,61 1,864 0 2,28 0,72 

10 18,2 0,87 10 0,87 1036,5 10 1,23 1,868 100 3,13 0,69 

20 18,8 0,88 20 0,88 579,88 20 2,34 1,874 200 4,01 0,67 

30 19,4 0,90 30 0,90 338,90 30 4,24 1,883 300 4,84 0,65 

40 20,1 0,91 40 0,91 208,49 40 7,37 1,894 400 5,7 0,64 

50 20,9 0,92 50 0,92 131,88 50 12,33 1,907 500 6,56 0,63 

60 21,6 0,94 60 0,94 86,22 60 19,92 1,924 600 7,42 0,62 

70 22,3 0,95 70 0,95 57,88 70 31,17 1,944 700 8,27 0,61 

80 23,1 0,96 80 0,96 39,98 80 47,36 1,968 800 9,15 0,60 

90 23,9 0,98 90 0,98 25,7 90 70,11 1,999 900 10,0 0,59 

100 24,8 0,99 100 0,99 18,58 100 101,3 2,034 1000 10,9 0,58 
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Варіант 13 Варіант 14 Варіант 15 Варіант 16 

Властивості води і пари 

Р, 

бар 
s, 

кДж/(кгК) 

s, 

кДж/(кгК) 

Р, 

бар 
h, 

кДж/кг 
h, 

кДж/кг 

Р, 

бар 
v, кг/м

3 
v, кг/м

3 Р, бар 
h, 

кДж/кг 
r, 

кДж/кг 

0,5 1,091 7,593 0,5 340,6 2645 0,5 0,00103 3,239 2 2707 2202,2 

0,7 1,1918 7,479 0,7 376,8 2660 0,7 0,001036 2,364 2,1 2709 2197,6 

0,9 1,2696 7,394 0,9 405,3 2670 0,9 0,001041 1,869 2,2 2711 2193,2 

1 1,3026 7,36 1 417,4 2675 1 0,001043 1,694 2,3 2713 2189 

1,2 1,3606 7,298 1,2 439,4 2683 1,2 0,001047 1,429 2,5 2717 2181,6 

1,4 1,4109 7,246 1,4 458,5 2690 1,4 0,001051 1,236 2,7 2721 2174,8 

1,5 1,4336 7,223 1,5 467,2 2693 1,5 0,001053 1,159 2,9 2724 2167,5 

1,6 1,455 7,202 1,6 475,4 2696 1,6 0,001054 1,091 3 2725 2163,6 

1,8 1,4943 7,163 1,8 490,7 2702 1,8 0,001058 0,9773 3,2 2728 2156,9 

1,9 1,5126 7,145 1,9 497,9 2704 1,9 0,001059 0,929 3,3 2730 2154,3 

2 1,5302 7,127 2 504,8 2707 2 0,001061 0,8854 3,4 2731 2150,8 

 
Варіант 17 Варіант 18 Варіант 19 Варіант 20 

Властивості трансформаторного масла 
Властивості розчину 

 етиленгліколю 

Властивості розчину 

хлористого кальцію 

t, C 
, 

кг/м
3 

10
4
, 

Пас 

t, 

C 

10
2
, 

Вт/(мК)
 Рr 

Концентр, 

% 
, кг/л

 
tзамерз C 

Концентр, 

% 
, 

кг/м
3 

tзамерз 

C 

0 892,5 70,5 0 0,1123 866 26,4 1,034 -10 0,1 1000 0 

10 886,4 37,9 10 0,1115 484 32 1,044 -16 5,9 1050 -3 

20 880,3 22,5 20 0,1106 298 36,4 1,051 -20 11,5 1100 -7,1 

30 874,2 14,7 30 0,1098 202 45,6 1,063 -30 17,8 1160 -14,2 

40 868,2 10,3 40 0,109 145 52,6 1,071 -40 23,8 1220 -25,7 

50 862,1 7,58 50 0,1082 111 58 1,078 -50 28,4 1270 -43,6 

60 856 5,78 60 0,1072 87,8 63,1 1,083 -60 29,9 1286 -55 

70 850 4,54 70 0,1064 71,3 66 1,086 -67 31,2 1300 -41,6 

80 843,9 3,66 80 0,1056 59,3 72,1 1,0923 -60 33,3 1329 -27,1 

90 837,8 3,03 90 0,1047 50,5 78,4 1,098 -50 34,7 1340 -15,6 

100 831,8 2,56 100 0,1038 43,9 85,4 1,1043 -40 37,3 1370 0 

 
Контрольні запитання 

1. Наведіть приклади необхідності використання методів наближення 

функцій.  

2. Поясніть відмінність інтерполяції та екстраполяції функцій. 

3. Поясніть метод поліноміальної інтерполяції. 

4. Поясніть використання многочлена Лагранжа першого та другого 

степеня для інтерполяції функцій. Поясніть недоліки такого метода. 

5. Поясніть метод найменших квадратів апроксимації функцій. 
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Лабораторна робота № 9 

Розробка оптимізаційної математичної моделі теплообмінника 
 

Мета роботи: використовуючи системний підхід, розробити математи-

чну модель теплообмінного устаткування та оптимізувати його параметри. 

 

Теоретичні відомості і методичні вказівки 

Перед виконанням лабораторної роботи детально ознайомтесь з особли-

востями системного підходу та критеріями оптимізації з лекційного курсу. 

Математична модель теплообмінного устаткування складається із сис-

теми балансових рівнянь, що описують рівняння балансу енергії, рівняння 

балансу витрат, кінетичних емпіричних рівнянь інтенсивності теплобміну, 

емпіричних рівнянь визначення втрат тиску, розрахункових залежностей 

для визначення критеріїв оптимізації [2, 3]. 

Основні аналітичні та критеріальні рівняння, що описують тепломасо-

обмінні та гідродинамічні процеси у теплообміннику, наведені в лекційно-

му матеріалі дисципліни “Теплотехнологічні процеси та установки”. 

 

Порядок виконання і звітування 

У звіті до лабораторної роботи необхідно розробити математичний 

опис математичної моделі теплообмінного устаткування та реалізувати йо-

го у середовищі Excel або Mathcad. На основі створеної програми розраху-

нку провести дослідження з метою вибору оптимальних конструктивних 

параметрів. За результатами досліджень побудувати графік(и). Результати 

дослідження та оптимізації і графіки оформити у вигляді звіту. 

 

Варіанти завдань 

Випишіть початкові дані до лабораторної роботи, відповідно до виданого 

викладачем варіанта. 

Варіанти 1, 5, 9, 13, 17 – Тип теплообмінника – кожухотрубний верти-

кальний. Інші початкові дані наведені в таблиці. 

Варіант 
Характеристика 

трубок 

Грійне 

середовище 

Нагріване 

середовище 

1 
латунь,  

14/12 мм 

насичена пара,  

3 бар 
вода t1 = 5 C, t2 = 20 C,  

G = 10 т /год 

5 
латунь,  

18/15 мм 

вода t1 = 95 C,  

t2 = 70 C 

вода t1 = 8 C, t2 = 60 C, 

 G = 25 т /год 

9 
сталь,  

21/15 мм 

насичена пара,  

5 бар D = 0,5 т /год 

вода t1=110 C, 

 t2 = 70 C 

13 
сталь,  

33/30 мм 

вода t1=110 C, 

 t2 = 90 C G = 0,5 т /год 

повітря t1 = -21 C,  

t2 = 20 C 

17 
мідь,  

14/11 мм 

масло трансформаторне  
t1=100 C t2 = 50 C 

вода t1 = 40 C, t2 = 60 C,  

G = 1 т /год 

m2_t8_lecture12.htm
m2_t8_lecture12.htm
m2_t8_lecture13.htm
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Варіанти 2, 6, 10, 14, 18 – Тип теплообмінника – секційний горизонта-

льний «труба в трубі».  

Інші початкові дані наведені в таблиці. 

Варіант 
Характеристика 

трубок 

Грійне 

середовище 

Нагріване 

середовище 

2 
латунь,  

17/14 мм 

Масло трансформаторне 

 t1=100 C t2 = 50 C, G = 2,5 

кг/с 

вода t1 = 20 C, t2 = 28 C, 

6 
сталь,  

21/15 мм 
насичена пара, 2 бар 

вода t1 = 70 C, t2 = 95 C, 

 G = 25 т /год 

10 
латунь,  

18/15 мм 

розчин етиленгліколю 36%-го; 

t1 = 60 C; t2 = 40 C;  

вода t1 = 12 C; t2 = 55 C, 

G = 1 кг /с. 

14 
сталь,  

33/30 мм 

вода t1=110 C, t2 = 90 C, 

G = 1 т /год 

Масло трансформаторне 
t1=10 C t2 = 50 C 

18 
мідь,  

14/11 мм 

повітря t1 = 100 C, t2 = 50 C, 

 V = 90 м
3
 /год 

вода t1 = 5 C, t2 = 55 C 

 

Варіанти 3, 7, 11, 15, 19 – Тип теплообмінника – ємкісний.  

Інші початкові дані наведені в таблиці. 

Варіант 
Характеристика 

трубок 

Грійне 

середовище 

Нагріване 

середовище 

3 
латунь,  

17/14 мм 

вода t1 = 95 C, t2 = 70 C, 

G = 2,0 кг/с 
вода t1 = 5 C, t2 = 60 C, 

7 
сталь,  

21/15 мм 
насичена пара, 2 бар 

вода t1 = 70 C, t2 = 95 C, 

 G = 25 т /год 

11 
сталь,  

57/50 мм 

повітря t1 = 100 C, t2 = 50 C, 

 V = 90 м
3
 /год 

вода t1 = 5 C; t2 = 55 C, 

15 
мідь,  

33/30 мм 

вода t1=110 C, t2 = 90 C, 

G = 1 т /год 

Масло трансформаторне 
t1=10 C t2 = 50 C 

19 
мідь,  

22/19 мм 

розчин етиленгліколю 36%-го; 

t1 = 60 C; t2 = 40 C; 

вода t1 = 10 C, t2 = 55 C, 

G = 3 кг /с 

 

Варіанти 4, 8, 12, 16, 20 – Тип теплообмінника – пластинчастий. 

Інші початкові дані наведені в таблицях. 

Варіант 
Характеристика 

пластини 

Грійне 

середовище 

Нагріване 

середовище 

4 0,3 Р 
вода t1 = 95 C, t2 = 70 C, 

G = 10 кг/с 
вода t1 = 5 C, t2 = 60 C, 

8 0,6 Р насичена пара, 2 бар 
вода t1 = 70 C, t2 = 95 C, 

 G = 100 т /год 

12 0,3 Р 
Димові гази t1 = 150 C,  

t2 = 110 C 

повітря t1 = 10 C, t2 = 60 

C, 

 V = 500 м
3
 /год 

16 0,6 Р 
вода t1=110 C, t2 = 90 C, 

G = 1 т /год 

Масло трансформаторне 
t1=10 C t2 = 50 C 

20 ТР 2 
розчин етиленгліколю 36%-го; 

t1 = 60 C; t2 = 40 C; 

вода t1 = 10 C, t2 = 55 C, 

G = 3 кг /с 
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Показник Величина 

Тип пластини 0,3 Р 0,6 Р ТР-2 

Габарити (довжинаширинатовщина), 

мм 
13703001 

13756001 6002000,5 

Поверхня теплообміну, м
2 

0,3 0,6 0,06 

Маса, кг 3,2 5,8 0,4 

Еквівалентний діаметр каналу, м 0,008 0,0083 0,005 

Площа поперечного перерізу каналу, м
2 

0,0011 0,00245 0,0005 

Змочений периметр в поперечному пере-

різі каналу, м 
0,66 1,188 

0,35 

Ширина каналу, мм 150 545 120 

Зазор для проходження робочого середо-

вища в каналі, мм 
4 4,5 

2,5 

Приведена довжина каналу, м 1,12 1,01 0,55 

Площа поперечного перерізу колектора, 

м
2 0,0045 0,0243 

0,001 

Найбільший діаметр штуцера для приєд-

нання, мм 
65(80) 200 

40 (50) 

Коефіцієнт загального гідравлічного опо-

ру 
19,3/Re

0,25 
15/Re

0,25 25/Re
0,25

 

Коефіцієнт гідравлічного опору штуцера 1,5 1,5 1,5 

Коефіцієнти               А 

  Б 

0,368 

4,5 

0,492 

3,0 

0,3 

5 

 

 

Контрольні запитання 

1. Охарактеризуйте основні етапи створення моделі теплообмінника з 

врахуванням системного підходу. 

2. Охарактеризуйте основні рівняння математичного опису теплооб-

мінника. 

3. Поясніть обмеження та спрощення, які можуть використовуватись 

при побудові математичних моделей теплообмінника. 

4. Охарактеризуйте часткові критерії оптимізації теплообмінного 

уcтаткування, наведіть приклади. 

5. Охарактеризуйте відомі узагальнені критерії оптимізації. 

 

 

 

 



 37 

Лабораторна робота № 10 

Розробка дескриптивної моделі теплоенергетичного об’єкта 

 

Мета роботи: використовуючи системний підхід, розробити та дослі-

дити дескриптивну математичну модель теплоенергетичного об’єкта. 

 

Теоретичні відомості і методичні вказівки 

Математична модель теплоенергетичного об’єкта складається із систе-

ми рівнянь, що описують складні зв’язки між його елементами [1, 2]. Для 

зменшення розмірності задачі обирають найважливіші характеристики 

елементів, опис взаємозалежностей між якими дозволяє з достатньою точ-

ністю моделювати об’єкт. Найчастіше модель такого об’єкта описують рі-

вняннями енергетичних та матеріальних балансів:  

– рівняння балансу енергії 

   0PhG
n

1i
j

n

1j
j  



; (10.1) 

– рівняння балансу витрат 

 0G
n

1j
j 



; (10.2) 

– рівняння гідравлічного і аеродинамічного балансів 

   0ррр  . (10.3) 

Крім того, складають кінетичні рівняння тепломасообміну, гідроаеро-

динаміки та інші.  

 

Порядок виконання і звітування 
 

Основні аналітичні та критеріальні рівняння, що описують процеси у 

теплоенергетичному устаткуванні, наведені в лекційному матеріалі дисци-

плін “Теплотехнологічні процеси та установки”, “Джерела теплопостачан-

ня промислових підприємств”, “Системи виробництва і розподілу енерго-

носіїв промислових підприємств”, “Котельні установки промислових підп-

риємств”. 

У звіті до лабораторної роботи необхідно розробити математичний 

опис математичної моделі теплоенергетичного об’єкта та реалізувати його 

у середовищі Excel або Mathcad. 

На основі створеної програми розрахунку провести дослідження з ме-

тою визначення показників об’єкта за різних початкових умов. 

За результатами досліджень побудувати графік(и). Результати дослі-

дження і графіки оформити у вигляді звіту. 
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Варіанти завдань 
 

Випишіть початкові дані до лабораторної роботи відповідно до видано-

го викладачем варіанта. 

Виконуючи завдання із номерами варіантів 1, 4, 7, 10, 13, 16, необхідно 

визначити термін окупності теплової ізоляції трубопроводу з розмірами (за 

варіантом, табл. 10.1), в якому тече середовище (за варіантом) з темпера-

турою (за варіантом) та витратою (за варіантом). Температура на поверхні 

ізольованого трубопроводу 45 С. Трубопровід прокладено у неопалюва-

ному приміщенні з температурою (за варіантом). Довжина трубопроводу 

(за варіантом). Визначити потужність нагнітача для перекачування середо-

вища, якщо загальна довжина трубопроводу становить 5,7 від заданої, 

втрати у місцевих опорах – 18 % від втрат по довжині. Дослідити вплив 

зміни температури на поверхні ізоляції на термін окупності. 

Таблиця 10.1 

Варіант 
Розміри, 

мм 
Середовище 

Параметри 

теплоносія 

Витрата, 

т/год 

Температу-

ра в примі-

щенні, С 

Довжина 

трубопро-

воду, м 

1 200 Перегріта пара 
Р=5 бар, пе-

регрів 10 С 
5,8 5 50 

4 150200 Димові гази 180 С 0,81 0 65 

7 150 Мережна вода 150 С 74 -5 70 

10 200200 Димові гази 120 С 1,25 2 45 

13 80 Перегріта пара 
Р=9 бар, пе-

регрів 20 С 
1,5 7 40 

16 100 
Трансформаторне 

масло 
100 С 28 -1 80 

 

Виконуючи завдання із номерами варіантів 2, 5, 8, 11, 14, 17, 19, необхід-

но визначити висоту димової труби (виходячи із вмісту в димових газах діок-

сиду сірки) на котельні (або перевірити відповідність санітарним нормам вже 

існуючу трубу) відповідно до завдання, що наведене в таблиці 10.2. Досліди-

ти залежність висоти труби від фонової концентрації шкідливих речовин. 

Таблиця 10.2 

В
ар

іа
н

т 

Сф, 

10
-6

кг/м
3
 

Характеристика продуктів 

згорання w0, 

м/с 

Потуж-

ність ПГ, 

МВт 

Теплота зго-

рання палива, 

МДж/кг 
пг Н, м 

Vг
0
, 

м
3
/кг 

V
0
, 

м
3
/кг 

вг Sл
р
, % 

2 0,03 11,28 10,4 1,44 0,875 22 33 40,05 0,908  

5 0,028 11,26 10,35 1,46 0,868 32 35 40,15 0,911 35 

8 0,032 11,3 10,3 1,45 0,872 17 34 40,08 0,905  

11 0,029 11,32 10,45 1,52 0,87 25 32,5 40,1 0,916 32 

14 0,031 11,29 10,25 1,39 0,864 35 33,6 40,12 0,907  

17 0,027 11,27 10,3 1,43 0,874 15 34,7 40,07 0,913 40 

19 0,035 11,0 10,0 1,2 0,8 10 20 39 0,91 38 
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Виконуючи завдання із номерами варіантів 3, 6, 9, 12, 15, 18, 20, необ-

хідно скласти тепловий баланс парогенератора (котла) та визначити витра-

ту палива (умовного і робочого) відповідно до завдання, що наведене в 

табл. 10.3. Дослідити вплив температури відхідних газів на витрату палива. 

Таблиця 10.3 

Варіант Марка котла 
Температура від-

хідних газів, С 
Паливо 

Температура 

пари, С 

3 ГМ-50-14/250 160 Мазут, сірчастий 250 

6 ДЕ-4-14ГМ 140 
Природний Газ,  

Бухара-Урал 
250 

9 Е-2,5-14Р 160 Вугілля Донецьке (Р) 194 

12 ДЕ-6,5-14ГМ 160 Мазут, високосірчастий 194 

15 ДКВР-4-13 165 Вугілля Донецьке (Ш) насичена 

18 ДЕ-25-14ГМ 120 
Природний газ, Газлі-

Ташкент 
250 

20 ДЕ-10-24 180 Біогаз 250 

 

Контрольні запитання 

1. Охарактеризуйте основні етапи створення моделі теплоенергетично-

го об’єкта з врахуванням системного підходу. 

2. Охарактеризуйте основні рівняння математичного опису теплоенер-

гетичного об’єкта. 

3. Охарактеризуйте дослідження, які можна проводити з використан-

ням дескриптивної моделі теплоенергетичного об’єкта. 
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Лабораторна робота № 11 

Розробка загальної характеристики математичної моделі об’єкта 

бакалаврської дипломної роботи (БДР),  

результати числових досліджень 

 

Мета роботи: розробити загальну характеристику математичної моде-

лі, виконаної в рамках БДР. 

 

Теоретичні відомості і методичні вказівки 

Теоретичний матеріал, що є основою для виконання студентом завдань 

лабораторної роботи, викладений в [1].  

Основні складові загальної характеристики математичної моделі. 

1. Об’єкт моделювання, задачі, які може вирішувати дана модель. 

2. Різновид математичної моделі: 

2.1 лінійна, нелінійна; 

2.2 статична, динамічна, стаціонарна, нестаціонарна; 

2.3 структурна, функціональна; 

2.4 дескриптивна, оптимізаційна, управлінська; 

2.5  одновимірна, двовимірна, тривимірна; 

2.6 детермінована, стохастична, нечітка, випадкова; 

2.6 дискретна, безперервна, змішана, якісна, кількісна …; 

2.7 аналітична, алгебраїчна, наближена, чисельна, імітаційна. 

3. Характеристика математичного опису моделі, з яких рівнянь склада-

ється (рівняння теплових та матеріальних балансів, емпіричні залежності 

для визначення інтенсивності теплообміну, рівняння для визначення ви-

трат палива, ККД тощо, можна навести рівняння, які мають найбільшу 

цінність і які не є загальновідомими). Вказати, зі скількох рівнянь склада-

ється модель. 

4. Метод розв’язання системи рівнянь (аналітичний, алгоритмічний і т. д.). 

5. Початкові дані для даної моделі, діапазони їх зміни. 

6. Кінцеві результати моделювання. 

7. Допущення та спрощення, прийняті при створенні математичної моделі. 

8. В якому середовищі реалізована математична модель (якою мовою 

програмування написаний програмний продукт). Рекомендації із викорис-

тання даного програмного продукту. 

 

Подання результатів досліджень 

Найбільш поширеними способами подання результатів досліджень є 

таблиці та графіки. Оформлення графічного матеріалу повинно відповідати 

правилам оформлення наукової документації. Осі повинні бути підписані, 

вказані розмірності величин. Кожен отриманий і наведений результат по-

винен бути проаналізований. Результати досліджень на дескриптивних мо-

делях дозволяють визначити як зміняться показники об’єкта при зміні од-
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ного з початкових параметрів. Оптимізаційні моделі обов’язково містять 

критерій оптимізації. З використанням таких моделей можна визначати оп-

тимальні значення початкових параметрів. 

 

Порядок виконання і звітування 

Перед проведення лабораторної роботи студент повинен, проконсуль-

тувавшись з керівником БДР, визначити об’єкт для розробки математичної 

моделі. На основі розробленої математичної моделі складається її загальна 

характеристика. З використанням розробленої математичної моделі прово-

дяться числові експерименти, виконується аналіз результатів, що дозволяє 

зробити відповідні висновки та рекомендації. 

Під час домашньої підготовки до лабораторної роботи необхідно ви-

вчити лекційний матеріал, проконсультуватись з керівником БДР, відпові-

сти на контрольні запитання. 

Після завершення виконання лабораторної роботи № 11 студент відси-

лає файл з розробленою загальною характеристикою моделі, оформленими 

результатами числових досліджень, зробленими висновками та рекоменда-

ціями. 

 

Варіанти завдань 

Виконання даної лабораторної роботи виключно пов’язане із наскріз-

ним проектуванням в рамках виконання бакалаврської дипломної роботи, 

тому завдання для даної роботи визначається студентом та його керівни-

ком БДР. 

 

Контрольні запитання 

1. Наведіть основні складові загальної характеристики математичної 

моделі. 

2. Поясніть, як слід висвітлювати характеристику математичного опису 

моделі. 

3. Поясніть, яким чином слід подати отримані результати числових до-

сліджень. 
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Лабораторна робота № 12 

Визначення максимальної та імовірної похибки результатів  

математичного моделювання 

 

Мета роботи: скласти програму розрахунку максимальної та імовірної 

похибки розрахунків за математичною моделлю, розробленою в рамках пі-

дготовки БДР. 

 

Теоретичні відомості і методичні вказівки 

Теоретичний матеріал, що є основою для виконання студентом завдань 

лабораторної роботи викладений в [1, 6].  

Відносна похибка наближених чисел 

Записуючи остаточні результати наближених обчислень, незначущі 

цифри числа відкидатимемо. Якщо з наближеними числами виконувати-

муться обчислення, то в них, крім значущих, потрібно зберігати ще одну 

або дві сумнівні цифри. 

Якщо додатне наближене число а має n правильних значущих цифр і 1 

– його перша цифра, то його відносна похибка  задовольняє співвідно-

шення 

 
1n

1 10

11












 . (12.1) 

Похибки розрахункових величин 

Відносна похибка суми і різниці дорівнює сумі відносних похибок. 

Гранична відносна похибка добутку кількох наближених додатних чисел, 

що відрізняються від нуля, дорівнює сумі граничних відносних похибок 

цих чисел. Гранична відносна похибка частки дорівнює сумі граничних ві-

дносних похибок діленого і дільника. Можна переконатися також, що від-

носна похибка k-то степеня числа а у k раз більша, ніж відносна похибка 

числа а. Аналогічно, відносна похибка кореня k-гo порядку з числа a у k 

раз менша, ніж відносна похибка числа а. 

Імовірна оцінка похибки 

Наближене число а може відхилятися від точного числа a~  в той чи ін-

ший бік на певну величину. Тому наближене число можна розглядати як 

випадкову величину з математичним сподіванням   a~aM   . Дисперсія су-

ми незалежних випадкових величин дорівнює сумі дисперсій цих величин, 

тобто         2
aaaa nDDDD

n21
   (нагадаємо, що за озна-

ченням середнє квадратичне відхилення  X  випадкової величини X дорі-

внює  XD , де  XD  – дисперсія випадкової величини X, а тому 

  na  . Абсолютна похибка суми, різниці, добутку наближених чи-

сел a = a1 + a2 +…+ an пропорційна числу n , а не числу n. Це пояснюється 
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тим, що практично похибки різних чисел можуть частково «гасити» одна 

одну. 

 

Порядок виконання і звітування 

 

Перед проведенням лабораторної роботи студент повинен визначитись 

з математичною моделлю, похибки розрахункових величин якої будуть ви-

значатись. Бажано, аби це була модель, що розробляється в рамках БДР. 

За вищенаведеними методиками визначаються відносні похибки поча-

ткових даних, враховуються похибки апроксимувальних залежностей то-

що. 

Далі визначаються максимальна і імовірна похибки розрахункових по-

казників і критеріїв оптимізації об’єкта моделювання. 

Під час домашньої підготовки до лабораторної роботи необхідно ви-

вчити лекційний матеріал, підготувати математичну модель, точність ре-

зультатів якої буде досліджуватись, відповісти на контрольні запитання. 

Після завершення виконання лабораторної роботи № 12 студент офор-

млює звіт, що містить лістинг з розробленими програмами розрахунку по-

хибок за обраною моделлю, пояснення отриманих результатів та висновки.  

 

Варіанти завдань 

Виконання даної лабораторної роботи виключно пов’язане із наскріз-

ними проектуванням в рамках виконання бакалаврської дипломної роботи, 

тому завдання для даної роботи визначається студентом та його керівни-

ком БДР. 

 

Контрольні запитання 

1. Поясніть відмінність між абсолютною похибкою та граничною абсо-

лютною похибкою. 

2. Поясніть, як визначається, чи правильною є цифра наближеного чис-

ла. 

3. Які цифри наближеного числа є значущими і які – незначущими. 

4. Поясніть, як розраховуються відносні похибки суми та різниці на-

ближених чисел. 

5. Поясніть, як розраховуються відносні похибки добутку, ділення, під-

несення до степеня та добування кореня наближених чисел. 

6. Поясніть особливості визначення імовірних похибок розрахункових 

величин. 
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