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ВСТУП 

 

Проведення випробувань електричних машин (ЕМ) необхідно 

на усіх етапах їх виготовлення та використання. На стадії проекту-

вання проводять випробування макетних екземплярів для перевірки 

відповідності вихідних показників та характеристик умовам техніч-

ного завдання. На стадії виготовлення випробування проводяться для 

окремих вузлів після проведення окремих технологічних операцій. Пі-

сля складання машини, випробування проводять для перевірки відпо-

відності вихідних показників технічним умовам. Під час експлуатації 

ЕМ підлягають поточному та капітальному ремонту. Після ремонту 

параметри та характеристики ЕМ повинні контролюватись. Окрім то-

го, у процесі проектування чи доводки необхідно проводити дослід-

ницькі випробування. 

Завдання контролю та управління якістю, які вирішуються на 

різних етапах процесів виготовлення та використання ЕМ, є різнома-

нітні та взаємопов’язані. В теперішній час, завдяки досягненням мік-

ропроцесорної та вимірювальної техніки, стало можливим використо-

вувати автоматичні пристрої та системи різного рівня інтелекту для 

контролю різноманітних параметрів ЕМ як в процесі їх виготовлення, 

так і під час їх експлуатації. В інформаційному забезпеченні систем 

контролю і управління якістю значна роль відводиться проведенню 

контрольно-вимірювальних, випробувальних та діагностичних робіт. 

Ці роботи спрямовані на отримання та використання інформації про 

показники надійності та якості ЕМ, що виробляються.  

Відповідальними етапами на шляху створення інтегрованих си-

стем вимірювання, контролю, управління якістю ЕМ є розробка та 

впровадження сучасних методів для промислового контролю, випро-

бувань та діагностики. Особливо ефективним є використання мікро-

процесорної техніки для оцінювання результатів приймально-здаваль-

них випробувань, діагностування ходу технологічного процесу за ре-

зультатами цих випробувань, аналізу результатів випробувань для ви-

рішення ряду проблем, що актуальні для виробників електродвигунів, 

для керування якістю ЕМ. Випробування ЕМ – це трудомісткий про-

цес із складною методикою контролю та вимірювання окремих пара-

метрів, особливо в динамічному режимі, що пов’язаний з великими 

матеріальними та часовими затратами. Тому підвищення продуктив-

ності праці шляхом вдосконалення засобів контролю та нових ефекти-

вних методів контролю є важливим та актуальним завданням. На 

жаль, питанням автоматизації та механізації праці при випробуваннях 

ЕМ приділяється недостатньо уваги. Серійно не випускаються засоби 

контролю та вимірювання, які необхідні для випробувань ЕМ. Разом з 
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тим, в більшості випадків, ЕМ є компонентами більш складних сис-

тем. Тому ризик застосування невипробуваних ЕМ невиправданий та 

може бути пов’язаний із значними матеріальними втратами.  

В багатьох випадках, особливо для ЕМ, що є складовими авто-

матичних систем, систем точних приводів, контроль таких параметрів, 

як кутова швидкість, момент опору на вала, необхідний безпосередньо 

під час їх роботи. Окрім того, контроль номінального значення куто-

вої швидкості входить в обов’язкову програму випробувань усіх типів 

ЕМ. Для ЕМ визначають динамічний момент та механічну характе-

ристику, яка є найбільш для них інформативною. Для їх визначення 

необхідно знати момент інерції роторної системи. Стандарт допускає 

значні відхилення моменту інерції від паспортних даних. Це зв’язане з 

великою трудомісткістю процесу визначення моменту інерції.  
На практиці його часто не вимірюють, а розраховують за відо-

мими співвідношеннями. Це приводить до великої похибки його ви-
значення, що в свою чергу обумовлює велику похибку визначення ди-
намічного моменту, механічної характеристики, моменту опору на ва-
ла. Окрім того, відхилення значення моменту інерції може свідчити 
про механічні пошкодження ротора, що може призвести до втрати 
працездатності ЕМ. Тому автоматизація та зменшення трудомісткості  
контролю моменту інерції роторної системи та створення засобів, 
призначених для цього, є важливим та актуальним завданням.  

В останній час все більшого розповсюдження набувають ЕМ з 
безконтактним підвісом ротора, а особливо з газомагнітним підвісом. 
Такі двигуни використовуються в текстильній промисловості (пряди-
льні, крутильні механізми, веретена), хімічній промисловості (розпи-
лювачі), медицині (апарати для створення штучної атмосфери соляних 
печер) тощо. Для контролю їх характеристик застосовуються тради-
ційні способи та засоби, що не завжди забезпечують максимальну 
ефективність, швидкодію, вірогідність контролю, тому підвищення 
ефективності засобів контролю параметрів ЕМ, що можуть бути адап-
тованими під конкретний об’єкт, є вельми актуальним завданням.  

Розділи 1 та 5 написаний спільно Кулаковим П.І., Поджаренко 

В.О. Розділ 2, підрозділи 3.2.2, 3.2.4, 4.1.3 – спільно Кулаковим П.І., 

Поджаренко А.В. Підрозділи 3.1, 4.1.4, 4.1.5 та 4.3 – спільно Кулако-

вим П.І., Поджаренко В.О., Поджаренко А.В. Підрозділи  3.2.1, 4.1.1, 

4.1.2 – особисто Кулаковим П.І. Підрозділи 3.2.3 та 4.2 – спільно Ку-

черуком В.Ю. та Войтович О.П.  

Автори вважають своїм обов’язком висловити щиру подяку ко-

лективу співробітників кафедри «Метрології та промислової автома-

тики» Вінницького національного технічного університету за підтри-

мку у виконанні цієї роботи. 
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1. ОГЛЯД ІСНУЮЧИХ ПРИСТРОЇВ ВИМІРЮВАННЯ І 

КОНТРОЛЮ ХАРАКТЕРИСТИК ЕЛЕКТРИЧНИХ МАШИН З 

ГАЗОМАГНІТНИМ ПІДВІСОМ 

 

1.1. Особливості роторних систем з безконтактним підвісом 

та їх порівняльна характеристика 

  

 Вирішення проблеми підвищення продуктивності механізмів та 

машин, що нерозривно пов’язане з проблемою підвищення швидкості 

робочих органів механізмів, провідні фірми світу знаходять у викори-

станні безконтактного підвісу роторних систем. Відомі три типи без-

контактних підвісів роторних систем: газовий, магнітний, газомагніт-

ний. Порівняльна характеристика трьох типів безконтактних підвісів 

дозволяє оцінити їх переваги та недоліки, перспективність подальшо-

го розвитку, вибрати об’єкт контролю. 

Широко розповсюдженим типом безконтактного підвісу ротор-

них систем є  газовий підвіс. Однією з найважливіших характеристик 

безконтактного підвісу є момент тертя та потужність витрат на тертя. 

Витрати на тертя у газових підшипниках виникають за рахунок 

в’язкого тертя усередині шару газоподібного мастильного матеріалу. 

Момент тертя концентричного радіального газового підшипника ви-

значається виразом [1] 

C

LR
MT

 32
 ,     (1.1) 

де   - динамічна в’язкість газоподібного мастильного матеріалу;  

R - радіус підшипника; 

L - довжина підшипника;  

С - середній радіальний зазор;  

  - кутова швидкість. 

Момент тертя у симетрично навантажених газових підшипниках 

з гладкими поверхнями [1] 

h

rr
M i

T
2

)( 44
0 




,     (1.2) 

де  r0 та ri - зовнішній та внутрішній радіуси підшипника;  

h - зазор між поверхнями.  

З виразів (1.1) та (1.2) видно, що внаслідок малої в’язкості   га-

зу у мастильному шарі, момент тертя та втрати на тертя дуже малі. Га-

зові підшипники, жорсткість яких набагато вище жорсткості підшип-

ників кочення [2], уступають їм у відношенні несучої здатності. Шви-

дкохідність газових підшипників визначається швидкістю шийки 

вала, максимальне значення якої складає 300-350 м/с. Основною 
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причиною, що обмежує швидкохідність ротора на газових підшипни-

ках, є його динамічна нестійкість, що виникає при появі напівшвидкі-

сного вихору або синхронного вихору, що обумовлено дисбалансом 

ротора. До недоліків газових підшипників, що обмежують їх викорис-

тання, слід віднести явище нестійкості типу «пневматичний молот», що 

обумовлено стискуваністю газового шару [3]. 

 Одним з методів реалізації безконтактного підвісу роторних си-

стем є магнітний підвіс, втрати на тертя в якому обумовлені взаємоді-

єю вихрових струмів, що виникають в цапфі ротора при його обертан-

ні, з магнітним полем елементів, що забезпечують підвіс. Із визначен-

ня втрат на тертя у магнітному підвісі випливає, що струм статора 

ЕМ, що збільшується при збільшенні кутової швидкості обертання ро-

тора, збільшує вихрові струми у цапфі ротора, що обумовлює збіль-

шення втрат на тертя. Момент тертя магнітного підвісу визначається 

[4, 5] 

dt

d
JMT


 ,     (1.3) 

де J - момент інерції ротора відносно його осі обертання; 

t  - час.  

Втрати потужності на тертя визначаються у вигляді 

TT MP  .      (1.4) 

Аналіз виразів (1.3) та (1.4) показує, що момент тертя збільшу-

ється прямо пропорційно кутовому прискоренню, а втрати потужності 

збільшуються із збільшенням кутової швидкості. Останнє є суттєвим 

недоліком магнітного підвісу, що значно обмежує його швидкохід-

ність. Жорсткість магнітного підвісу менше жорсткості підшипників 

кочення та зменшується при збільшенні частоти обертання. При знач-

ному збільшенні частоти обертання у високошвидкісних роторних ме-

ханізмах жорсткість магнітного підвісу прямує до нуля, що обумов-

лює втрату стійкості [4, 5]. Слід зазначити, що магнітний підвіс за 

своєю природою є нестійкою системою, стійкий підвіс одного магніту 

у полі другого неможливий [6]. Стійкість магнітного підвісу забезпе-

чується тільки при введенні системи автоматичного регулювання на-

пруженості магнітного поля та щільності магнітного потоку збуджен-

ня, що дозволяє компенсувати зміну положення тіла, що підвішується, 

та діючих на нього сил [7]. Усі наведені вище недоліки магнітного пі-

двісу обмежують його використання у високошвидкістних роторних 

системах. Тому такі системи з магнітним підвісом не знайшли широ-

кого використання у промисловості. 

Дослідження у напрямку компенсації недоліків газового та маг-

нітного підвісів привели до створення систем магнітного розванта-

ження газового підвісу [8, 9], тобто газові сили, які відштовхують ро-
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тор від статора, та магнітні сили, які притягують ротор до статора, 

взаємокомпенсуються та забезпечують стійкість системи. Слід зазна-

чити, що таке поєднання не звільняє від динамічної нестійкості газо-

вого шару при появі напівшвидкісного та синхронного вихорів та не 

змінює характер  залежності параметрів магнітного підвісу (моменту 

тертя, втрат на тертя, жорсткості) від частоти обертання, тобто не зві-

льняє від недоліків газового та магнітного підвісів. 

Приведений коефіцієнт тертя прецизійних опор кочення висо-

кошвидкістних роторних механізмів достатньо великий та може змі-

нюватись в межах від 0,002 (для шарикопідшипників) до 0,01 (роли-

кові підшипники) [1]. Аналогічний показник газових опор складає 

0,0001 та визначається в основному тільки в’язким тертям усередині 

шару газової змазки [1]. Приведений коефіцієнт тертя магнітних опор 

обумовлений гальмівним ефектом магнітного поля, а момент тертя та 

втрати потужності на тертя збільшуються із збільшенням частоти обе-

ртання. Приведений коефіцієнт тертя газомагнітної опори може бути 

прирівняний аналогічному параметру газових опор та практично не 

залежить від частоти обертання.  

Швидкохідність високошвидкістних роторних механізмів з пре-

цизійними опорами кочення обмежена значними втратами на тертя та 

не перевищує 2,5•105 хв-1 при короткочасному ресурсі роботи та 4•104 

хв-1 при довгостроковому [10]. Швидкохідність роторних механізмів з 

газовими опорами може досягати значення 6,5•106 хв-1 [2]. Переви-

щення вказаної швидкості приводить до появлення динамічної нестій-

кості опори, що проявляється у вигляді напівшвидкісного або синх-

ронного вихорів. Швидкохідність магнітного підвісу, що перевищує 

швидкохідність газового підвісу, обмежена різко зростаючими при 

збільшенні частоти обертання втратами на тертя [5]. Швидкохідність 

газомагнітної опори практично обмежена  механічною міцністю обер-

тових вузлів роторного механізму [11] та може значно перевищувати 

швидкохідність газових чи магнітних опор. 

Жорсткість опор кочення значно поступається аналогічному па-

раметру газових опор, що обумовлюється більшою різницею площин, 

що передають навантаження від вала до корпусу опори, а також вели-

кою кількістю зазорів в опорах кочення [12]. Жорсткість магнітних 

опор, поступається аналогічному параметру опор кочення, зменшу-

ється при збільшенні частоти обертання та прямує до нуля. Жорст-

кість газомагнітної опори значно перевищує жорсткість газової опори. 

Це обумовлено тим, що площа газомагнітної опори, що передає нава-

нтаження, дорівнює площі поверхні ротора та значно перевищує пло-

щу робочої поверхні газової опори. Окрім того, жорсткість газомагні-
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тної опори є сумою жорсткості газового шару та магнітного поля, що 

створює магнітні сили навантаження газового шару [13]. 

Стійкість є одним з найбільш слабких місць газових опор, що 

зв’язано з явищами напівшвидкісного та синхронного вихорів, а також 

з явищем «пневмомолотка» [3], які приводять до порушення шару га-

зової змазки, і як наслідок, до появлення безпосереднього торкання 

робочих поверхонь та виходу газового підшипника із строю. Стійкість 

магнітних опор, яка знижується при підвищенні частоти обертання, 

забезпечується зовнішньою системою автоматичного керування та се-

нсорами величини зазору. У роботах [14, 15] показано, що газомагніт-

ний підвіс є стійкою системою, якій властиве саморегулювання та 

адаптивності до зміни зовнішнього навантаження, чого не мають інші 

опори. 

Демпфування коливань ротора в газомагнітному підвісі значно 

перевищує аналогічний параметр роторних механізмів з газовими чи 

магнітними опорами. Особливістю газомагнітного підвісу є адаптив-

ність його демпфучих властивостей до зміни зовнішнього наванта-

ження [13]. 

Віброакустична активність, яка є важливим параметром ротор-

ного механізму, збільшується при збільшенні частоти обертання. Як-

що віброакустична активність високошвидкісних роторних механізмів 

з прецизійними опорами кочення досить велика (що пояснюється ме-

ханічними контактами в опорах та неспіввісністю зазорів опор та при-

воду), то відсутність механічних контактів у газових та магнітних 

опорах зменшує віброакустичну активність роторних механізмів з та-

кими опорами на 10-15 дБА [16]. Відсутність механічних контактів та 

неспіввісності робочих зазорів в роторних механізмах з газомагнітни-

ми опорами зменшує їх віброакустичну активність на 10-15 дБА у по-

рівнянні з опорами кочення та на 5-10 дБА  у порівнянні з газовими та 

магнітними опорами [12]. 

Несуча здатність опор кочення значно перевищує несучу здат-

ність газових опор [3]. Підвищення несучої здатності газових опор 

зв’язано з підвищенням площі робочої поверхні газового підшипника 

або із збільшенням тиску наддуву, а значить, із збільшення масо-

габаритних параметрів  або енергоємності роторного механізму. Під-

вищення несучої здатності магнітних опор зв’язано з підвищенням 

щільності магнітного потоку збудження, а значить, з підвищенням 

втрат на тертя та зменшення жорсткості та стійкості при підвищенні 

частоти обертання [5]. У газомагнітній опорі, що об’єднує в одному 

зазорі функції зазору газомагнітного підшипника та зазору електрич-

ної машини, площа робочої поверхні опори дорівнює площі робочої 

поверхні ротора та значно перевищує площу робочої поверхні газової 
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опори. Відповідно, несуча здатність газомагнітної опори значно пере-

вищує несучу здатність газової опори, наближаючись за своєю вели-

чиною до несучою здатності підшипників кочення. 

Кількість робочих зазорів у роторних механізмах з прецизійни-

ми опорами кочення складає як правило від 3 до 6 зазорів. Неспіввіс-

ність, яка з’являється внаслідок великої кількості зазорів, значно збі-

льшує віброакустичну активність роторного механізму. Заміна опор 

кочення газовими або магнітними опорами не змінює конструктивної 

схеми роторного механізму та збільшує кількість робочих зазорів у 

зв’язку з необхідністю одночасного використання радіальних та осьо-

вих опор, що приводить до ускладнення конструкції.  

Газомагнітний підвіс ротора здійснюється безпосередньо в ро-

бочому зазорі електричної машини, що дозволяє обмежити кількість 

робочих зазорів роторного механізму одним зазором, що об’єднує фу-

нкції зазору безконтактної газомагнітної опори та зазору електричної 

машини. Така конструктивна схема не потребує співвісності зазорів 

опорних вузлів електричної машини, спрощує конструкцію роторного 

механізму та забезпечує його високу технологічність [11]. 

Надійність роторних механізмів з газомагнітними опорами май-

же на порядок перевищує надійність механізмів з газовими та магніт-

ними опорами та майже на два порядки надійність опор на підшипни-

ках кочення [12]. 

Порівняльний аналіз різних типів опор, який наведено вище, по-

казує, що роторні системи з газомагнітними опорами, незначно посту-

паються механізмам з опорами кочення по несучій здатності, а по усіх 

інших параметрах перевершують високошвидкісні роторні системи з 

прецизійними опорами кочення, газовими та магнітними опорами. Це 

обумовлює добрі перспективи подальшого розвитку газомагнітних 

опор.  

Підприємствами Ізраїлю, США, Німеччини, деякими підприєм-

ствами хімічної та електротехнічної промисловості України випуска-

лися та випускаються синхронні гістерезисні ЕМ з газомагнітним під-

вісом, які мають дисковий та конічний ротор. Вони часто використо-

вуються у текстильній промисловості (веретена, прядильні машини), 

хімічній промисловості (розпилювачі), медицині (апарати для ство-

рення штучної атмосфери соляних печер) західних держав та держав 

СНД. Найбільш розповсюдженими з них є ЕМ з конічним ротором. Це 

обумовлене високою стійкістю конічного ротора як в осьовому так і в 

радіальному напрямку.  

 

 



 

 12 

1.2. Класифікація пристроїв вимірювання і контролю 

характеристик роторних систем 

 

Високоточний контроль та вимірювання кутової швидкості має 

велике значення не тільки при випробуваннях ЕМ, а в багатьох випад-

ках і під час їх роботи. Це стосується систем точних приводів, систем 

автоматики, у яких ЕМ є складовими компонентами, систем, у яких 

відбувається керування електроприводами [17]. Складним завданням є 

високоточний контроль та вимірювання кутової швидкості у динаміч-

ному режимі, контроль та вимірювання залежності кутової швидкості 

від часу (швидкісних діаграм). Контроль кутової швидкості у динамі-

чному режимі ускладнюється рядом причин: 

- контроль кутової швидкості у динамічному режимі проводить-

ся за короткий проміжок часу; 

 - інформативні параметри змінюються у широкому діапазоні; 

 - виникає необхідність сумісних вимірювань часу та кутової швидкості; 

 - необхідність вияву короткочасних змін - «голкових провалів 

моменту», які суттєво погіршують якість механічної енергії, сприяють 

виникненню ударів в механічній трансмісії, що має зазори, з якою 

з’єднана ЕМ; 

 - відсутність методик розрахунку динамічних метрологічних ха-

рактеристик; 

Рівняння обертання вала ЕМ описується рівнянням [18] 

0))(,(
)(

MttM
dt

td
J  


,    (1.5) 

де М0 - момент опору на вала, 

 М ))t(,t(   - обертаючий (електромагнітний) момент. 

Динамічний момент ЕМ визначається лівою частиною рівняння 

(1.5) та дорівнює різниці між обертаючим моментом та моментом на 

вала, визначає кутове прискорення ротора та зв’язаних з ним мас.  

dt

td
JМ Д

)(
 .      (1.6) 

Момент опору обумовлений наявністю зовнішніх мас, що 

зв’язані з валом ЕМ. Він може існувати у перехідних та усталеному 

режимах роботи та бути відсутнім при випробуваннях ЕМ, може змі-

нюватись у часі та залежати від кутової швидкості, але він характери-

зує зовнішні маси, а не саму ЕМ. При відсутності моменту опору на 

вала динамічний момент дорівнює обертаючому. 

Аналіз виразу (1.5) свідчить про необхідність проведення вимі-

рювання та контролю кутової швидкості в динамічному режимі та ко-

нтролю моменту інерції для контролю та визначення параметрів руху. 
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Момент інерції ротора є однією з найважливіших характеристик 

ЕМ, яка визначає її динамічні властивості. Однак у довідковій літера-

турі та технічних умовах на ЕМ він вказується не завжди. У відповід-

ності з [19] момент інерції ротора може мати великі відхилення від 

номінального значення ( 10 %). При проектуванні різноманітних еле-

ктроприводів та систем автоматики розробників цікавлять точні зна-

чення моменту інерції роторів ЕМ (а деколи і роторів у зборі з вико-

навчими пристроями), оскільки вони визначають тепловий режим та 

швидкохідність ЕМ [20]. Внаслідок неоднорідності матеріалу та скла-

дних геометричних форм ротора розрахункове визначення моменту 

інерції є трудомістким завданням зі складною методикою та великою 

похибкою. Більш точним є експериментальне визначення моменту 

інерції. Питанням експериментального визначення моменту інерції 

присвячено багато наукових робіт [20 - 24], але високоточного, прос-

того, швидкодіючого пристрою його контролю досі нема. Найбільш 

розповсюджені в теперішній час методи визначення моменту інерції 

[20], це метод допоміжного маятнику, який використовується для ЕМ 

потужністю від 10 до 1000 кВт, метод самогальмування, який викори-

стовується для ЕМ потужністю вище 100 кВт, метод крутильних ко-

ливань. Останній є найбільш універсальним та придатний для контро-

лю моменту інерції ЕМ як великої потужності, так і мікродвигунів. 

Згідно цієї методики, частина ЕМ, що обертається, підвішується у ве-

ртикальному положенні осі обертання та приводиться у крутильний 

коливальний рух. При цьому визначається період малих крутильних 

коливань, який потім порівнюється з періодом коливань еталонного 

тіла з відомим моментом інерції. Шуканий момент інерції визначаєть-

ся з виразу 

2

2
0

E

E
T

T
JJ  ,       (1.7)  

де EJ  - момент інерції еталонного тіла, 

ET  - період коливань еталонного тіла, 

0
T - період коливань частини ЕМ, що обертається.  

Незважаючи на універсальність, цей метод має такі суттєві не-

доліки, як необхідність розбирання ЕМ та велику трудомісткість, що 

значно обмежує його використання. За допомогою цього методу не-

можливий контроль моменту інерції ЕМ в процесі їх роботи та без їх 

демонтування.  

Нині відомі наукові розробки, що присвячені визначенню пара-

метрів та характеристик ЕМ з аналізу динамічних режимів їх роботи 

[25, 26]. У роботах [23, 24], розроблено спосіб визначення моменту 
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інерції  та моменту опору на вала за допомогою двох зразкових мас з 

відомими моментами інерції на основі використання інформації про 

зміну кутової швидкості. Він полягає у вимірюванні кутового приско-

рення у режимах пуску та самогальмування асинхронної трифазної 

ЕМ при встановлених на вала зразкових масах. На основі отриманих 

результатів розв'язується система рівнянь, з якої знаходяться шукані 

величини. Цей метод має високу точність, у порівнянні з іншими ме-

тодами, високу швидкодію, але він не придатний для контролю моме-

нту інерції ЕМ з безконтактним підвісом ротора, тому як для більшос-

ті таких машин режим самогальмування відсутній, а зупинення здійс-

нюється примусово, шляхом подання постійної напруги замість змін-

ної напруги живлення, що створює гальмівний момент. 

Для контролю моменту інерції таких ЕМ перспективним є спо-

сіб, заснований на визначенні амплітуди крутильних коливань ротора 

під час їх роботи в усталеному режимі. Але він потребує подальшої 

розробки для визначення аналітичних співвідношень, що зв’язують 

параметр, що контролюється, з вихідними параметрами ЕМ, інформа-

цію про які можна отримати шляхом прямих вимірювань. 

Механічна характеристика (МХ) є однією з найважливіших та 

найбільш інформативних характеристик ЕМ та визначається як зале-

жність між обертаючим моментом та кутовою швидкістю обертання 

М=f( )     (1.8) 

або 

=f(М),     (1.9)  

що отримана при незмінних напрузі живлення та частоті мережі [27]. 

Вигляд МХ обумовлюється різноманітними початковими умо-

вами та іншими параметрами. З великою кількості таких МХ виділя-

ють пускову МХ, яка називається ще природною та вимірюється при 

підключенні ЕМ до мережі живлення з номінальними параметрами 

при відсутності на вала моменту опору та додаткових моментів інер-

ції. За МХ при відповідних умовах розраховуються статичні парамет-

ри ЕМ. Наприклад, для трифазної асинхронної ЕМ, МХ режиму реве-

рсу при наявності належного додаткового моменту інерції, наближа-

ється до МХ статичного режиму, що дає можливість зменшити час 

вимірювань таких статичних параметрів, як початковий пусковий мо-

мент, максимальний момент тощо. Окрім цього за МХ характеристи-

кою можна оцінити деякі види браку. Наприклад, при  асиметрії обмо-

тки ротора асинхронного двигуна, форма МХ характеристики суттєво 

відрізняється від зразкової. При неправильному з’єднанні секцій об-

мотки статора час розбігу затягнений у порівнянні із зразковим. 

З вищесказаного випливає, що підвищення точності визначення 

не тільки механічної характеристики, а і багатьох інших параметрів 
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ЕМ вимагає наявності високоточних пристроїв вимірювання та конт-

ролю кутової швидкості у статичному та динамічному режимах робо-

ти об’єкта контролю, та точних автоматичних і швидкодіючих при-

строїв контролю моменту інерції роторної системи для будь-якої ЕМ. 

Це обумовлює доцільність їх подальшої розробки та дослідження. 

Розглянемо рис. 1.1, на якому наведено узагальнену структурну 

схему пристрою контролю параметрів ЕМ. Об’єкт контрою спрягаєть-

ся з тахометричним перетворювачем (ТП) за допомогою муфти спря-

ження, вихідний сигнал ТП обробляється вторинним контрольно-

вимірювальним пристроєм, який розраховує параметри, що контро-

люються, та здійснює процес контролю. З структурної схеми на 

рис.1.1 випливає класифікація пристроїв контролю параметрів ЕМ (в 

подальшому будемо розглядати тільки контроль кутової швидкості та 

моменту інерції ЕМ за амплітудою крутильних коливань) за такими 

ознаками: 

 - в залежності від об’єкта контролю. Ніні відома багата кількість 

наукових робіт, що присвячені математичному моделюванню ЕМ [12, 

18, 28-30]. З аналізу цих моделей випливають аналітичні співвідно-

шення, що зв’язують вихідні параметри ЕМ, що можна визначити 

шляхом прямих вимірювань, з параметрами, що не піддаються пря-

мим вимірюванням (момент інерції тощо). Пристрій контролю може 

бути орієнтований як на конкретний об’єкт, так і бути універсальним. 

При використанні сучасної комп’ютерної техніки можлива реалізація 

пристрою контролю як адаптивної системи, яка адаптується під об’єкт 

контролю; 
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Рис. 1.1. Узагальнена структурна схема пристрою контролю характе-

ристик роторних систем 

 

 - в залежності від типу ТП, що використовується. У відповідно-

сті з [31] тахометричні перетворювачі поділяються на амплітудного 

перетворення, частотно-часового перетворення, просторового коду-

вання. У ТП амплітудного перетворення вихідним сигналом є рівень 
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вихідної напруги, який є функцією кутової швидкості чи кута поворо-

ту. Інформативним параметром вихідного сигналу ТП частотно-

часового перетворення є частота чи період вихідного сигналу, який є 

функцією кута повороту та кутової швидкості. В ТП просторового ко-

дування інформація про кутову швидкість отримується шляхом дифе-

ренціювання коду кутового переміщення вала об’єкта контролю за ча-

сом; 

- в залежності від типу вторинного контрольно-вимірювального 

пристрою. Вторинний контрольно-вимірювальний пристрій може бу-

ти аналоговим та цифровим. Сучасні пристрої контролю є, як правило, 

цифровими. Цифрові пристрої контролю можуть бути з мікропроце-

сорною обробкою інформації. 

 Класифікацію пристроїв контролю характеристик роторної сис-

теми, а саме: кутової швидкості та моменту інерції ротора за ампліту-

дою крутильних коливань, наведено на рис. 1.2. Проведемо порів-

няльну характеристику пристроїв контролю кутової швидкості та мо-

менту інерції з вторинним контрольно-вимірювальним пристроєм з 

мікропроцесорною обробкою інформації при використанні різних ТП.  

В теперішній час найбільш розповсюдженими є ТП частотно-

часового перетворення, інформативним параметром вихідного сигна-

лу яких є частота чи період слідування імпульсів [32 - 34]. Вимірю-

вання кутової швидкості у цьому випадку зводиться до вимірювання 

частоти чи часового інтервала [35-38]. Принцип дії ТП, які найбільш 

часто використовуються, частотно-часового перетворення - фотоелек-

тричних, полягає у періодичній зміні потоку опромінення з частотою, 

яка прямо пропорційна кутовій швидкості. Модулятор такого ТП яв-

ляє собою диск з прорізями, рівномірно розподіленими по колу. Кіль-

кість цих прорізів z є основною характеристикою модулятора.  

У найпростіший частотний фотоелектричний ТП входить дже-

рело світла, фотоприймач, модулятор. При обертанні модулятора, сві-

тловий потік, що попадає на фотоприймач, змінюється, і на його ви-

ході формуються імпульси напруги, частота яких прямо пропорційна 

кутовій швидкості, тобто здійснюється апаратне диференціювання ку-

та повороту за часом зі змінним часовим кроком, що є важливим не-

доліком таких ТП [20]. 

При вимірюванні за допомогою такого ТП кутової швидкості у 

динамічному режимі миттєва кутова швидкість обертання визначаєть-

ся як 

tzM





2
,     (1.10) 

де t  - часовий інтервал між двома імпульсами, які йдуть один за одним; 
z М - кількість штрихів модулятора первинного перетворювача. 
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Рис.1.2. Класифікація пристроїв контролю характеристик ЕМ 

 

Миттєва кутова швидкість є величиною зворотно пропорційною  

часовому інтервала між двома імпульсами  та являє собою дискретну 

функцію часу із змінним кроком, який залежить від вхідної величини. 

Динамічні властивості ТП безпосередньо зв’язані з дискретністю ви-

хідного сигналу: чим менше дискретність, тим на більш швидкі зміни 

кутової швидкості може реагувати ТП. З (1.10) випливає, що змен-

шення дискретності може бути досягнуто шляхом збільшення z. Од-

нак це не дозволяє на базі звичайного частотного ТП реалізувати ши-

рокодіапазонний тахометр. Це пояснюється не тільки нечутливістю 
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ТП до напрямку обертання, що в принципі може бути вирішено шля-

хом уведення додаткового дешифратору, а високою дискретністю ви-

хідного сигналу при 0 , що є основним недоліком таких ТП. При 

контролюванні середнього значення кутової швидкості кутова швид-

кість і частота вихідного сигналу ТП зв’язані між собою співвідно-

шенням 

  = 
Mz

f2
,      (1.11) 

де f - частота вихідного сигналу ТП. 

При роботі за таким алгоритмом проведення контролю парамет-

рів ЕМ в динамічному режимі неможливе. Слід зазначити, що за до-

помогою частотного фотоелектричного ТП визначення початкового 

кутового положення вала об’єкта контролю потребує додаткових при-

строїв, а визначення поточного кута повороту неможливе з постійним 

часовим кроком, що ускладнює алгоритм визначення амплітуди кру-

тильних коливань.  

ТП просторового кодування мають ті самі недоліки, що ТП час-

тотно-часового перетворення. Їх перевагою над останніми є те, що їх 

вихідним сигналом є цифровий код, який несе інформацію про кут 

повороту.  

До ТП амплітудного перетворення відносяться тахогенератори 

постійного та змінного струму [39, 40], фотоелектричні ТП з просто-

ровими фільтрами [41], п’єзоелектричні ТП [42]. Найбільш точне пер-

винне перетворення кутової швидкості в напругу здійснюють тахоге-

нератори постійного струму, але їх використання обмежено рядом 

причин. Залежність вихідної напруги тахогенератора постійного 

струму від кутової  швидкості описується виразом [40] 

НАВ

Я

Щ

1
R

Rkk

Uk
U

PK

E
ТГ 









,    (1.12) 

де UТГ - вихідна напруга тахогенератора;  

UЩ - напруга на щітковому контакті;  

kЕ - постійна машини;  

kk - конструктивний коефіцієнт;  

kp - коефіцієнт пропорційності між струмом якоря та потоком; 

RЯ - опір обмотки якоря; 

Rнав - опір навантаження.  

Із аналізу виразу (1.12) випливає, що вихідна напруга тахогене-

ратора нелінійно залежить від кутової швидкості і при нульовій куто-

вій швидкості не дорівнює нулю, тобто присутня зона нечутливості. 

Окрім того вихідна напруга тахогенератора постійного струму  має 
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пульсуючу складову, яка обумовлює виникнення додаткової похибки 

первинного перетворення та ускладнює визначення амплітуди крути-

льних коливань. Наявність щіткового контакту підвищує момент опо-

ру на вала тахогенератора. Для визначення кутового прискорення в 

динамічному режимі, що необхідно для контролю динамічного моме-

нту, необхідно диференціювати вихідну напругу тахогенератора, що 

призводить до високої похибки контролю. За допомогою тахогенера-

тора неможливе визначення поточного кута повороту вала об’єкта ко-

нтролю. Окрім того тахогенератори є низькочастотними пристроями, 

що робить неможливим їх використання для контролю параметрів ви-

соко оборотних ЕМ. 

Для визначення амплітуди крутильних коливань з метою насту-

пного контролю моменту інерції необхідно мати ТП, вихідний анало-

говий сигнал якого лінійно залежить від кута повороту. Він відно-

ситься до ТП амплітудного перетворення. Шляхом подальшої цифро-

вої обробки його вихідного сигналу можливе визначення амплітуди 

крутильних коливань, а шляхом цифрового диференціювання з пос-

тійним часовим кроком - визначення кутової швидкості. Наявність та-

кого ТП дає змогу уникнути усіх недоліків ТП частотно-часового пе-

ретворення. ТП з вихідним сигналом, прямо пропорційним куту пово-

роту, розглянуто у [43-46], але вони мають високочастотний вихідний 

сигнал, що обмежує зверху діапазон кутових швидкостей. Окрім того, 

в них не передбачено зменшення похибки, що виникає біля максиму-

мів та мінімумів імпульсів вихідної напруги внаслідок неточності ви-

готовлення елементів ТП. Розробка такого ТП з покращеними метро-

логічними характеристиками є важливим та актуальним завданням. 

Використання традиційних ТП та пристроїв контролю кутової 

швидкості та моменту інерції за крутильними коливаннями на їх ос-

нові не дозволяють у повній мірі вирішити задачу автоматизації ви-

пробувань. Це пов’язано з властивими їм недоліками. На основі ви-

кладеного вище  видається, що перспективним напрямком досліджень 

та розробки пристрою контролю кутової швидкості та моменту інерції 

синхронної гістерезисної ЕМ з конічним ротором та газомагнітним пі-

двісом ротора є такий напрямок, який дозволив би зменшити або ви-

ключити вказані недоліки та реалізувати як інтелектуалізований мік-

ропроцесорний пристрій. 
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2. ДОСЛІДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ 

ГАЗОМАГНІТНОГО ПІДВІСУ КОНІЧНОГО РОТОРА 

 

2.1. Математична модель газомагнітного підвісу конічного 

ротора 

 

Нехай високошвидкісна конічна роторна система має гістерези-

сний масивний конічний ротор, який обертається навколо осі симетрії 

в газомагнітному підвісі [11, 14], утвореному взаємодією газової під-

йомної сили N (рис. 2.1), спричиненої тиском газу в зазорі між рото-

ром та статором, та електромагнітної сили F притягання ротора до 

статора, спричиненої робочим електромагнітним полем останнього. 

Нехай 0 - нерухома декартова система координат (рис. 2.1), 

де 0 - вісь симетрії статора 2. Нехай також вісь 0 співпадає з віссю 

симетрії ротора 1. Стислий газ подається в зазор між ротором та ста-

тором через живильники-дроселі 4, що рівномірно розподілені по ко-

лу в перерізі статора. Незважаючи на дискретне розташування живи-

льників-дроселів 4, будемо вважати, що утворювана при цьому підйо-

мна газова сила N рівномірно розподілена по колу та в кожній точці 

направлена нормально до поверхні статора 2. Сила F електромагніт-

ного притягання ротора 1 до статора 2 спричинена електромагнітним 

полем, утвореним рівномірно розподіленою по колу обмоткою 3 ста-

тора 2, також рівномірно розподілена по колу та в кожній точці на-

правлена нормально до поверхні статора 2 в сторону, протилежну силі 

N. При співвісному положенні ротора 1 та статора 2 та відсутності ку-

тових перекосів ротора рівнодійні сил N і F прикладені до центра си-

метрії ротора та направлені вздовж осі 0 в протилежні сторони (сили 

N та F на рис. 2.1). При радіальному зміщенні та/або кутових пере-

косах ротора одночасно з осьовими складовими N та F рівнодійних 

сил N і F з’являються їх радіальні складові Nе та Fе.  

Наявність ексцентриситету маси ротора  обумовлює появу ра-

діального зміщення ротора при його обертанні [53, 54] 

 
 22

р
22222

р

2

4

1 




 



















 signe

e

,  (2.1) 

де е - узагальнена радіальна координата;  

e - коефіцієнт демпфування у радіальному напрямку [13];  

р - власна частота коливань системи. 

Наявність радіального зміщення е ротора 1 обумовлює появу 

сили інерції при обертанні ротора 
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 sin2meFie  ,      (2.2) 

де m - маса ротора; 

 - кут повороту ротора навколо осі обертання. 

 
Рис. 2.1. Газомагнітний підвіс конічного ротора. 1 - конічний 

гістерезисний ротор; 2 - статор з конічною розточкою; 3 - обмотка 

статора; 4 - живильники-дроселі подачі стислого газу; 5 - наповнювач 

з немагнітного матеріалу; 6 - шар з немагнітного матеріалу на робочій 

поверхні ротора. 

 

Осьове та радіальне зміщення ротора викликають появу сил 

опору [13] 

 


cF  ,      (2.3) 

eF cee   ,      (2.4) 

де с та се - коефіцієнти демпфування в осьовому та радіальному на-

прямках відповідно. 

Будемо також вважати, що обертання ротора не впливає на вла-

стивості газомагнітного підвісу [3, 55]. Усталений рух ротора в газо-
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магнітному підвісі передбачає зрівноваженість сил, що діють на ро-

тор. З урахуванням прийнятих припущень та згідно методу Пуансо 

[56] сили, що прикладені до ротора та утворюють газомагнітний мо-

мент, замінимо рівнодійною силою, яка прикладена в одній точці. Це 

дозволяє розглядати ротор в газомагнітному підвісі як матеріальну то-

чку та застосувати для його описання основне рівняння динаміки ма-

теріальної точки: 


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

,    (2.5) 

де G, G, G - складові сили G = mg  (ваги ротора) по осях 0, 0, 0. 

При усталеному зазорі між ротором 1 та статором 2 та їх співві-

сному положенні мають місце рівності: 


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З урахуванням (2.6) з (2.5) знайдемо рівняння газомагнітного пі-

двісу конічного ротора при усталеному зазорі: 
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Згідно (2.2) визначимо складові інерційної сили відносно осей 

0, 0 та 0: 
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i
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.    (2.8) 

Визначимо осьові та радіальні складові газової підйомної сили 

N та сили F електромагнітного притягання ротора до статора. Врахо-

вуючи надзвичайно малу величину діючої на ротор архімедової під-

йомної сили (значно менше 0,01% ваги ротора), будемо вважати під-

йомною газовою силою газостатичну силу тиску газу на робочу пове-

рхню ротора: 

 
s

dsspN ,      (2.9) 

де ds - елемент поверхні ротора, на якому p(s) = const. 

Осьова складова підйомної газової сили може бути визначена у 

вигляді [13, 55, 57] 
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 NCNN  0 ,     (2.10) 

де N0 - осьова складова номінальної підйомної газової сили; 

CN - жорсткість шару газового мастила в осьовому напрямку. 

Осьова складова номінальної підйомної газової сили може бути 

визначена з рівняння 

      aKK

R

KR

KR

R

KKKK pRRdrrpdrrpdN 2
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

 , (2.11) 

де R0K - радіус більшої основи зрізаного конуса ротора; 

R1K - радіус меншої основи зрізаного конуса ротора; 

R01 – радіус розташування вихідних отворів живильників-дроселів; 

p(rK) - тиск газу в зазорі між ротором і статором в перетину з раді-

усом rK; 

R0K  rK  R1K - радіус перетину зрізаного конуса ротора. 

  aKK pKRRN   0
2
1

2
00  ,   (2.12) 

де 0K - безрозмірна номінальна осьова газова жорсткість визначається 

виразом 
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де ра - атмосферний тиск; 

Р01 = р01/ра - безрозмірний тиск газу на виході живильників-

дроселів; 

р01 - тиск газу на виході живильників-дроселів; 

, 01, 1 - безрозмірні радіуси ротора, причому 

.;;
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      (2.14) 

За визначенням [55], жорсткість шару газового мастила в 

осьовому напрямку 




d

dN
CN  ,     (2.15) 

де χsinhξ Г ; 

hГ - газовий зазор між статором і ротором; 

 - кут конічності ротора. 

Диференціюючи (2.11) з урахуванням (2.14), знайдемо осьову 

газову жорсткість у вигляді [57]: 
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де NK  - безрозмірна осьова газова жорсткість, визначається виразом 
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Безрозмірний тиск наддуву 

aHH ppP  ,    (2.18) 

де pH - тиск наддуву. 

Визначимо елементарну радіальну газову силу dNe (рис. 2.1) у 

вигляді 

   coscoscoscos dLrdspdNdNe  ,   (2.19) 

де L - довжина твірної ротора, причому χsindrdL K ; 

d - елементарна дуга кола (елементарний кут повороту) ротора.  

Інтегруючи (2.19), знайдемо радіальну складову газової підйом-

ної сили: 
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та відновлювальний момент шару газового мастила при радіальному 

зміщенні ротора: 
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З урахуванням зробленого припущення про рівномірність роз-

поділу газового тиску по колу ротора при відсутності радіального 

зміщення (е = 0) для будь-якого перетину ротора p(s) = const, і, згідно 

з теоремою Коші, з (2.20) випливає:  
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За наявності радіального зміщення ротора (е  0) тиск в шарі га-

зового мастила може бути представлений у вигляді [3, 55, 57] 
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Зобразимо осьовий зазор  у вигляді функції від аргументу r 

   ctgrR KK  0 .    (2.26) 

Враховуючи (2.24), (2.25) та (2.26), з (2.20) та (2.21) знаходимо: 
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(2.28) 

З (2.27) та (2.28) знайдемо радіальну та кутову жорсткості шару 

газового мастила при радіальному зміщенні ротора: 
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Згідно [13, 55, 57] з (2.29) та (2.30) випливає: 
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де NeK  - безрозмірна радіальна жорсткість, визначається виразом  
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де 0h  - номінальний газовий зазор; 

MeK  - безрозмірна кутова жорсткість при радіальному зміщенні ро-

тора, яка визначається виразом 
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Досліджуючи реакції шару газового мастила на кутове зміщен-

ня, аналогічно співвідношенням (2.27) - (2.34) знайдемо радіальну та 

кутову жорсткість шару газового мастила при кутовому зміщенні ро-

тора: 
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Визначаючи з [13, 55, 57] величину p, знаходимо з (2.35) та 

(2.36): 
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2 cos

 ,   (2.37) 

де NK  - безрозмірна радіальна жорсткість шару газового мастила 

при кутовому перекосі ротора  
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У виразі (2.38) введено такі позначення 
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де MK  - безрозмірна кутова жорсткість шару газового мастила при 

кутовому перекосі ротора 
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Сила F електромагнітного притягання ротора до статора (рис. 

2.1) може бути визначена у вигляді [58] 

M

h

dh

dW
F  ,     (2.41) 
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де Wh - магнітна енергія в магнітному зазорі hM між ротором та стато-

ром, причому 



V

h BHdVW
2

1
,    (2.42) 

де магнітна індукція  

Mm hFB 0 ,    (2.43) 

напруженість магнітного поля 

Mm hFH  ,    (2.44) 

намагнічуюча сила 

ф
e

обобФ
m I

p

wkm
F



2
 ,    (2.45) 

де  0 = 410 -7 Гн/м - абсолютна магнітна проникність вакууму, 

mф - кількість фаз обмотки статора, 

kоб - коефіцієнт обмотки статора, 

wоб - кількість витків обмотки статора,  

pе - кількість пар полюсів статора, 

Iф - фазний струм статора. 

Елементарний об’єм магнітного зазору між ротором та статором 

(рис. 2.2)  

 

 
Рис. 2.2. До визначення елементарного об’єму магнітного зазору 

1 - ротор; 2 - статор (обмотку не наведено) 
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HKe dLdrhdV  ,     (2.46) 

де he - величина магнітного зазору у радіальному напрямку, 

LH - висота конічного ротора, причому 

tg

dr
dL K

H  .     (2.47) 

За відсутності радіального зміщення ротора  




tg
h

h M
e 

cos
.    (2.48) 

За наявності радіального зміщення проекції радіального зазору 

між ротором та статором на осі  та  мають вигляд: 

  tgetgh cos ,     (2.49)  

  tgetgh sin ,    (2.50)  

а величина радіального зазору визначається у вигляді: 

  222222 22   tgtghhhe .  (2.51) 

Враховуючи (2.47) та (2.51), з (2.46) знайдемо елементарний 

об’єм магнітного зазору: 
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 .  (2.52) 

Підставивши (2.43), (2.44), (2.45) та (2.52) у (2.42), з урахуван-

ням (2.47) знайдемо магнітну енергію в конічному зазорі: 

 

  



222222

2
10

222
0

cos22 




tgtgp

IRRLwkm
W

e

фККHобобф
h   (2.53) 

або  
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де Lобр - довжина образуючої конічної поверхні ротора. 

 Згідно [59 - 61] проекції електромагнітної сили притягання ро-

тора до статора знайдемо з (2.53) або з (2.54) за формулою (2.41) у ви-

гляді частинних похідних 










 hhh WWW
,, : 
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Враховуючи, що сили F та F - складові радіальної сили Fe еле-

ктромагнітного притягання ротора до статора, направлені в бік, про-

тилежний радіальному зміщенню ротора, з (2.56) та (2.57) знайдемо 

силу Fe у вигляді: 
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Диференціюючи (2.55), знайдемо осьову жорсткість електрома-

гнітного поля в конічному зазорі газомагнітного підвісу: 
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Диференціюючи (2.56), (2.57) та (2.58) з урахуванням 

 cose , 

 sine ,  
222  e ,  

знаходимо складові радіальної жорсткості CF  та CF і радіальну жор-

сткість CFe електромагнітного поля в конічному зазорі газомагнітного 

підвісу: 
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 Таким чином, рівняння (2.10), (2.12), (2.13), (2.16). (2.17), (2.27), 

(2.28), (2.31) - (2.34), (2.37) - (2.40) визначають осьову та радіальну пі-

дйомні сили, відновлювані моменти та осьову, радіальну та кутову 

жорсткості шару газового мастила, а рівняння (2.55), (2.58, (2.59) та 

(2.62) - осьову й радіальну сили електромагнітного притягання ротора 

до статора та - осьову й радіальну жорсткості електромагнітного поля 

в зазорі між ротором та статором. Визначення сил, що діють в газома-

гнітному підвісі, дозволяє розглянути стійкість газомагнітного підвісу 

та перейти до визначення та дослідження математичної моделі висо-

кошвидкісної конічної роторної системи. 

 

2.2. Стійкість газомагнітного підвісу конічної роторної 

системи 

 

Нехай вісь 0 обертання ротора (рис. 2.1) направлена вертикаль-

но вгору. Тоді рівняння (2.7) газомагнітного підвісу конічного ротора 

при усталеному зазорі приймають вигляд: 
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Графоаналітичне рішення рівняння (2.63) для розглядуваного 

об’єкта контролю для осьового напрямку наведено на рис. 2.3 у ви-

гляді графіків залежності сил N (крива 1), F (крива 2) та F + G (кри-

ва 3) від величини осьового зазору . З аналізу графіків випливає, що 

рівняння (2.63) має два розв’язки, які визначаються як точки перетину 

кривих N та F + G. Фізичний сенс наявності двох коренів рівняння 

(2.63) полягає в тому, що конічному ротора в полі сил N, F та G при-

таманні два усталених стани, які відповідають зазорам 1 та 2.  

Аналіз графіків (рис. 2.3), встановлює, що нижнє усталене зна-

чення зазору 1 нестійке. Дійсно, при малому зміщенні ротора в бік 

зменшення зазору (вліво від значення 1 по осі абсцис) сума сил F + G 
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(крива 3) перевищує газову підйомну силу N (крива 1) тим більше, 

чим більше зміщення вліво від точки 1, і ротор притягується до ста-

тора до моменту доторкання. 

 

 
 

Рис. 2.3. Графоаналітичний розв’язок рівняння  

газомагнітного підвісу 

 

При малому зміщенні ротора в бік збільшення зазору ( вправо 

від точки 1 по осі абсцис) газова підйомна сила N (крива 1) перебі-

льшує суму сил F + G (крива 3) і примушує ротор зміщуватись у бік 

збільшення зазору аж до переходу у верхній усталений стан при вели-

чині зазору 2, яка виявляється стійкою. Дійсно, при зміщенні ротора 

вліво від точки 2 по осі абсцис (в сторону зменшення зазору) газова 

підйомна сила N (крива 1) перебільшує суму сил F + G (крива 3) і 

примушує ротор віддалятись від статора, компенсуючи початкове 

зменшення зазору та відновлюючи усталене значення зазору 2. Змі-

щення ротора вправо від точки 2 по осі абсцис (в сторону збільшення 

зазору) спричиняє перевищення сумою сил F + G (крива 3) газової пі-

дйомної сили N (крива 1), що примушує ротор наближатись до стато-

ра, компенсуючи початкове збільшення зазору та відновлюючи уста-

лене значення зазору 2. Таким чином, коливання величини зазору на-

вколо значення 2 примушують систему протидіяти зміщенню ротора 

та відновлювати усталене значення зазору 2, що є ознакою її стійкос-

ті. 

Таким чином, для забезпечення стійкості конічного ротора в га-

зомагнітному підвісі необхідно виключити з діапазону можливих зна-

чень  нестійкі значення усталених зазорів. Як видно з рис. 2.3, ви-
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ключення нестійких значень усталених зазорів можливе при зміщенні 

графіка залежності суми сил F + G від  (крива 3) вліво відносно гра-

фіка залежності сили N від  (крива 1) доти, доки нестійке усталене 

значення зазору 1 виявиться зміщеним в зону від’ємних значень , 

яка не має фізичного сенсу. Це еквівалентне збільшенню величини 

магнітного зазору hM при незмінній величині газового зазору hг.  

 

 
Рис. 2.4. Стійкість газомагнітного підвісу 

 

Цього можна досягти, якщо ввести в зазор між статором та ро-

тором шар немагнітного неелектропровідного матеріалу товщиною 

hH=const для конкретної роторної системи. Графоаналітичне розв'я-

зання рівняння (2.63) з урахуванням введення шару hH немагнітного 

матеріалу наведено на рис. 2.4, де крива 1 характеризує залежність си-

ли N від величини зазору hг= , а крива 2 - залежність суми сил F + G 

від величини магнітного зазору hM=  + hH. 

 

2.3. Математична модель конічної роторної системи в 

газомагнітному підвісі 

 

Нехай конічний гістерезисний ротор 1 (рис. 2.5) підвішений в 

полі газових та електромагнітних сил в конічній розточці статора 2 з 

шаром немагнітного матеріалу на робочій поверхні й обертається під 

дією обертаючого моменту MD, створюваного статором 2 (конструкція 

статора на рис 2.5 не показана). Нехай також 0 - жорстко зв’язана з 

статором нерухома прямокутна декартова система координат, початок 

якої співпадає з центром меншої основи конічної поверхні розточки 

статора, а вісь 0 - з віссю симетрії статора. 

Визначимо точку С0 ротора як гіпотетичний центр мас ротора 

при умові ідеально рівномірного розподілу мас в об’ємі ротора, а точ-
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ку G - як реальний центр мас ротора. Розбіжність точок С0 та G визна-

чає статичну незрівноваженість ротора, причому віддаль  = С0G  є 

ексцентриситет маси ротора [31]. 

 
Рис. 2.5. Конічна роторна система в газомагнітному підвісі.  

1 - ротор; 2 - статор (обмотки статору не наведено); 3 - шар 

немагнітного матеріалу 

 

В загальному випадку вісь обертання ротора не співпадає з точ-

ками С0 та G. Введемо жорстко зв’язану з ротором систему координат 

С1xyz, що обертається разом з ротором навколо осі С1z. Віддаль 
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С1G=е, де величина е визначається рівнянням (2.1), причому зміщення 

осі обертання відносно головної центральної осі інерції визначається 

відрізком С0 С1, який дорівнює [2] 

  22222
р

2

4 




e

 ,     (2.64) 

а зміщення ротора, що обертається,  

 e .     (2.65) 

Положення ротора в просторі може бути визначене положенням 

системи координат С1xyz, що рухається разом з ротором, відносно не-

рухомої системи координат 0, яке, в свою чергу, визначається ко-

ординатами С1, С1, С1 точки С1 в системі 0 і кутами Ейлера е, 

е, , де е є кут повороту системи С1xyz відносно осі 0 (кут преце-

сії), е є кут між осями 0 та С1z, а  є кут повороту ротора відносно 

осі С1z. Кути між осями нерухомої системи координат 0 та систе-

ми координат С1xyz, що рухається разом з ротором, визначені в роботі 

[56] і наведені в таблиці 2.1. 

 

Таблиця 2.1. 

Косинуси кутів між осями систем координат 0 та C1xyz 

 x Y z 

 cos cos e   cos sin e  sine  

 cos sin sin sin cos    e e e  cos cos sin sin sin    e e e   sin cos e e

 

 sin sin cos sin cos    e e e  sin cos cos sin sin    e e e  cos cos e e  

 

Конічний ротор 1 (рис. 2.5) знаходиться в полі осьової та радіа-

льної підйомних газових сил, осьової та радіальної сил притягання ро-

тора до статора, ваги ротора (або зовнішнього навантаження) G, а та-

кож складових Fi та Fi інерційної сили Fie відносно осей 0 та 0. 

При кутових перекосах ротора виникає відновлюючий момент МВ ша-

ру газового мастила (його складові відносно осей 0, 0, 0 визначені 

як М, М, М відповідно). Перераховані вище сили та моменти визна-

чені в п. 2.1.  

Математичний опис руху конічного ротора в газомагнітному пі-

двісі виконаємо з застосуванням методів динаміки вільного твердого 

тіла, що чинить загальний випадок руху [62]. Нехтуючи вельми мали-

ми деформаціями, спричиненими рухом ротора, вважатимемо будь-які 

переміщення ротора рухом матеріальної точки, що співпадає з цент-

ром мас ротора та має масу, яка дорівнює масі ротора. У відповідності 
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з теоремою про рух центра мас [63] визначимо поступальний рух ро-

тора відносно нерухомої системи координат  0 (рис. 2.5) у вигляді 





n

i
iFm

1
 ;  




n

i
iFm

1
 ;  




n

i
iFm

1
 ,                  (2.66) 

де  

 RF
n

i
i 

1

;   RF
n

i
i 

1

;   RF
n

i
i 

1

,                   (2.67) 

 

є проекції головного вектора сил на осі 0, 0, 0. 

Згідно з теоремою про зміну моменту кількості руху матеріаль-

ної точки [63] визначимо обертання ротора у вигляді 





n

i
Ci

C M
dt

kd

1




,      (2.68) 

де Ck


 - вектор моменту кількості руху, визначається виразом 

 



n

i
iiiC Vmrk

1

 .    (2.69) 

Вектор 

kC  може бути представлений у вигляді компонентів - 

проекцій на осі C1x, C1y, C1z рухомої системи координат C1xyz: 

kkjkikk zyxC


 .     (2.70) 

 З (2.69) знайдемо компоненти kx, ky, kz вектора Ck


 у вигляді 





n

i
xiixix Vmrk

1

; 



n

i
yiiyiy Vmrk

1

; 



n

i
ziiziz Vmrk

1

.  (2.71) 

Визначимо проекції радіус-вектора будь-якої точки mi ротора на 

осі C1x, C1y, C1z у вигляді 
222
iixi zyr  ; 222

iiyi zxr  ; 222
iizi yxr  .   (2.72) 

 Оскільки лінійна швидкість точки mi ротора V ri i   [64], з 

(2.71) з урахуванням (2.72) знайдемо 

 
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n
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iiixx zymk

1
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
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i
iiizz yxmk

1

22 .    (2.73) 

 З визначення, наведеного в [63], випливає, що  

 
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n

i
iiix zymJ
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22 ;  
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iiiy zxmJ
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22 ;  



n

i
iiiz yxmJ

1

22 , (2.74) 

є моменти інерції ротора відносно осей C1x, C1y, C1z. 
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 Враховуючи адитивність моменту інерції [63], з (2.70), (2.73) та 

(2.74) знайдемо: 

zxzyxyxxx JJJk   ; zyzxyxyyy JJJk   ;  

  yzyxzxzzx JJJk   .     (2.75) 

Оскільки система координат C1xyz жорстко з’єднана з ротором, 

обертається разом з ним і нерухома відносно ротора, моменти інерції 

ротора відносно осей C1x, C1y, C1z незмінні. Нехай GxGyGzG - жорстко 

зв’язана з ротором система координат, що обертається разом з рото-

ром, причому початок її співпадає з центром мас G, а осі GxG, GyG, 

GzG паралельні осям C1x, C1y, C1z. Згідно з класичним принципом від-

носності [62] сили, що діють на ротор, моменти сил та переміщення 

ротора під їх дією в системі GxGyGzG не змінюються. Неважко показа-

ти, що моменти інерції ротора відносно осей координат GxG, GyG, GzG, 

що визначаються з (2.74), мають вигляд 

 



n

i
GiGiiGx zymJ

1

22 ;  



n

i
GiGiiGy zxmJ

1

22 ;  

 



n

i
GiGiiGz yxmJ

1

22 .     (2.76) 

При цьому моменти інерції JGx, JGy, JGz виявляються головними 

центральними моментами інерції ротора, а осі GxG, GyG, GzG - голов-

ними центральними осями інерції, при виборі котрих в якості осей ко-

ординат обертаються в нуль центробіжні моменти інерції: 

0 yzxzxy JJJ .      (2.77) 

З урахуванням (2.77) з (2.75) знайдемо компоненти вектора Gk


 

моменту кількості руху відносно осі, що проходить через центр має:  

xGxGx Jk  ; yGyGy Jk  ; zGzGz Jk  .     (2.78) 

 Нехай C1xyz - абсолютна система координат, вісь C1z якої спів-

падає з віссю обертання ротора, а GxGyGzG - відносна система коорди-

нат з початком в центрі мас ротора. Похідна вектора 

kC  в абсолютній 

системі координат [56] 

G
GC k

dt

kd

dt

kd 


  ,      (2.79) 

і з (2.68) з урахуванням (2.79) знайдемо 

CG
G Mk

dt

kd 


 ,    (2.80) 

де МС - головний момент сил відносно осі обертання. 

 Векторний добуток 
 
  kG  може бути знайдений у вигляді [65]: 
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

GzGyGx

zyxG

kkk

kji

k 




 

     GxyGyxzxxzGyzGzy kkkkkjkki  


,  (2.81) 

і з урахуванням (2.81) з (2.80) знайдемо: 
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,   (2.82) 

де Mx, My, Mz - проекції вектора МС на осі C1x, C1y та C1z. 

Враховуючи (2.78), зобразимо рівняння (2.82) руху ротора від-

носно головних осей інерції через головні моменти інерції:  
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.    (2.83) 

 Оскільки обертаючий момент MD змушує ротор обертатись на-

вколо осі z, будемо вважати цю вісь динамічною віссю симетрії, звід-

ки випливає рівність [56] 

GyGx JJ  ,       

з урахуванням якої рівняння (2.83) приймає вигляд: 
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.    (2.84) 

 Згідно з теоремою Ейлера, вектор кутової швидкості ротора мо-

же бути представлений у вигляді 

dt

d

dt

d

dt

d ee 





 ,    (2.85) 

звідки з урахуванням кутів між осями рухомої та нерухомої систем 

координат, кутами прецесії та нутації і кутом повороту [56] знайдемо 

проекції вектора кутової швидкості на осі x, y, z:  
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 Перетворюючи (2.86) в матричну форму, з зворотної матриці 

знайдемо кутові швидкості e , e
  та   у вигляді матричного рівнян-

ня 
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звідки, з урахуванням співвідношень sinе  е, cosе 1, при е  0, 

знаходимо: 
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З (2.66), (2.67) і (2.84) з урахуванням (2.86) і (2.88) знайдемо ди-

ференційні рівняння неусталеного руху конічного ротора в газомагні-

тному підвісі: 
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 Враховуючи, що при усталеному русі ротора сила інерції зрів-

новажується іншими прикладеними до ротора силами, дослідженими 

у 2.1, головний вектор сил визначимо у вигляді       
R F N N F F Gei e e      

.   (2.90) 
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 Визначимо проекції R, R, R головного вектора сил, що діють 

на ротор, на осі нерухомої системи координат 0, і проекції Mx, My, 

Mz головного моменту сил на осі x, y, z. В нерухомій системі коорди-

нат 0 положення центра мас G ротора визначається координатами 

G, G, G, а положення центра симетрії C0 ротора - координатами с, 

с, с. Зміщення центра мас ротора відносно центра симетрії, що ви-

значається відрізком C0G, є ексцентриситет маси ротора . Нехай вісь 

x рухомої системи координат C1xyz направлена вздовж прямої C0G. 

Тоді проекції ексцентриситету маси  на осі координат x, y, z мають 

вигляд: 

x=; y=0; z=0     (2.91) 

Проекції визначеної в п. 2.1 підйомної газової сили N на осі , , 

 дорівнюють N, N, N. Проекції підйомної газової сили N на осі x, y, 

z у відповідності до таблиці 2.1 та з урахуванням вельми малих зна-

чень е можуть бути знайдені у вигляді: 
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 Момент сили N відносно осей GxG, GyG, GzG системи координат 

GxGyGzG, що обертається разом з ротором, може бути знайдений у ви-

гляді векторного добутку 
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 Але напрямок дії сили F протилежний напрямку дії сили N. Згі-

дно з цим проекції сили F на осі , ,  дорівнюють -F, -F, -F, а її 

проекції на осі x, y, z у відповідності до таблиці 2.1 та з урахуванням 

малих значень е можуть бути знайдені у вигляді: 

 

 














.

;sincos

;cossin











FF

FF

FF

z

eey

eex

.   (2.94) 

Момент сили F відносно осей GxG, GyG, GzG системи координат 

GxGyGzG може бути знайдений у вигляді векторного добутку 
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 При прийнятому вище припущенні щодо положення конічної 

роторної системи в просторі сила ваги G ротора направлена в бік, про-

тилежний силі N. Тому проекції сили G на осі x, y, z визначаються 

аналогічно проекціям сили F на ці осі: 
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 Точкою прикладення сили ваги G (та її проекцій Gx, Gy, Gz) є 

початок координат GxGyGzG, що обертає в нуль моменти цієї сили від-

носно осей x, y, z: 

      0 GMGMGM zyx


.   (2.97) 

 У відповідності з таблицею 2.1 та з урахуванням малих значень 

е, проекції визначеної в (2.8) сили інерції на осі x, y, z визначаються 

виразом: 
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 Момент сили інерції Fi відносно осей GxG, GyG, GzG системи ко-

ординат GxGyGzG визначимо у вигляді векторного добутку 
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 Проекції ГxM , ГyM , ГzM  визначеного в (2.28) відновлюючого 

моменту шару газового мастила на осі x, y, z згідно з таблицею 2.1 та з 

урахуванням вельми малих величин кутів е і е знайдемо у вигляді: 
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.   (2.100) 

 Згідно визначенню [13, 31] демпфуючі сили та моменти при ко-

ливаннях роторної системи виявляються лінійними функціями ліній-

ної та кутової швидкості й можуть бути зображені у вигляді: 

VF ce


  ,     (2.101) 

де Vce m 2  - коефіцієнт опору радіальному зміщенню ротора, 

Vδ - коефіцієнт демпфування лінійних коливань. 

 


cM  ,     (2.102) 

де   Gc J2 - коефіцієнт опору кутовому зміщенню ротора, 

  - коефіцієнт демпфування крутильних коливань. 

 Проекції демпфуючої сили F


 на осі , ,  мають вигляд: 


F ;   F ;  

F .   (2.103) 

де  ,  ,   - коефіцієнти демпфування лінійних коливань ротора 

вздовж осей ξ , η , ζ . 

 Оскільки вісь z в системі координат C1xyz є вісь обертання ро-

тора, момент демпфіруючої сили відносно цієї осі дорівнює нулю. З 

урахуванням цього демпфуючі моменти відносно осей x, y, z можуть 

бути зображені у вигляді: 

xxxM   ;  yyyM   ;  0zM .  (2.104) 

де x , y  - коефіцієнти демпфування кутових крутильних коливань 

по осям  x, y. 

В роботі [57] показано, що для газомагнітного підвісу найсприя-

тливішим з точки зору рівномірності зазору виявляється синхронно-

гістерезисний електропривод. Тому обертаючий момент MD визначи-

мо як обертаючий момент синхронно-гістерезисного електродвигуна. 

 З [66, 67] випливає обертаючий момент синхронно-

гістерезисного електродвигуна з конічним ротором 
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де Нс - коерцитивна сила матеріалу ротора; 

hR - активний шар матеріалу ротора. 
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 Оскільки ротор обертається навколо осі z, проекції обертаючого 

моменту MD на осі x, y, z мають вигляд 

0DxM ;  0DyM ;  DDz MM  .     (2.106) 

 Враховуючи адитивність головного вектора сил 

R [63], з (2.90) 

та (2.103) знайдемо проекції головного вектора сил на осі , , : 
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 Враховуючи адитивність головного моменту сил [63], з (2.93), 

(2.95), (2.99), (2.100), (2.104) та (2.106) знайдемо головні моменти сил 

відносно осей x, y, z: 
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 Враховуючи вельми малі значення величин е, е, е та нехтуючи 

величинами другого та третього порядку малості, а також враховую-

чи, що GyGx JJ  , перетворимо систему рівнянь (2.89) з урахуванням 

(2.107) та (2.108): 
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Система рівнянь (2.109) являє собою диференційні рівняння руху ко-

нічного ротора в газомагнітному підвісі [68] як вільного твердого тіла, 

що має шість ступенів вільності та чинить загальний випадок руху. 

 

2.4. Коливання конічного ротора в газомагнітному підвісі 

 

Нехай Q - узагальнена сила, що діє вздовж узагальненої коорди-

нати q. Тоді, згідно [68], 

qCQ q ,     (2.110) 

де Cq - жорсткість узагальненої сили Q, причому 

q

Q
Cq




 .     (2.111) 

 В реальній роторній системі, що передбачає обертання конічно-

го ротора в конічній розточці статора, величина газового зазору знач-

но менша довжини твірної ротора: 

Lhд  .       (2.112) 

 Умова (2.112), а також велика жорсткість газомагнітного підвісу 

[13] накладають певні зв’язки на вільний рух ротора, обумовлюючи 

вельми малі кутові перекоси осі обертання ротора та дозволяючи нех-

тувати цими (вельми малими) перекосами. Враховуючи умову (2.112), 

будемо вважати, що ротор обертається навколо осі 0. Будемо також 

вважати, що вісь 0 направлена вертикально вгору. 

Для газомагнітного підвісу конічного ротора узагальнена сила 

вздовж координат , ,  має вигляд 
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





GFNQ

FNQ

FNQ

.    (2.113) 

Застосуємо (2.110), (2.111) та (2.113) для перетворення дифере-

нційних рівнянь лінійного руху конічного ротора - перших трьох рів-

нянь системи (2.109). Рівнодійна сил N та F в цьому випадку може бу-

ти визначена рівняннями: 

  FN CCNFN  0 ,     (2.114) 

  FN CCNFN  0 ,    (2.115) 

  FN CCNFN  0 .    (2.116) 

де NC , NC , NC  - жорсткість газового шару відносно осей ξ , η , ζ ; 

FC , FC , FC  - жорсткість електромагнітного поля відносно 

осей ξ , η , ζ ; 
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0N , 0N , 0N  - проекції номінальної підйомної газової сили від-

носно осей ξ , η , ζ . 

З співвідношення (2.22) випливає, що при номінальній (нульо-

вій) величині радіального зміщення ротора N0 = N0 = 0. У відповід-

ності з роботою [13], жорсткість газомагнітного підвісу у радіальному 

напрямку eC  та осьовому напрямку C  визначаються відповідно ви-

разами  

 FNFNe CCCCC  ;     (2.117) 

 FN CCC  .    (2.118) 

Тоді перші три рівняння (2.109) приймуть вигляд 

te
m

Ce   cos2 2  ,    (2.119) 

te
m

CFe   sin2 2  ,     (2.120) 
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
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0
2  .     (2.121) 

 За визначенням [31, 62] власна частота коливань системи у раді-

альному та осьовому напрямках 

m
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e

 



 ,     (2.122) 

m

CC FN 



 .     (2.123) 

 З урахуванням (2.122) та (2.123) диференційні рівняння лінійно-

го руху ротора приймають вигляд 

tee   cos2 22   ,     (2.124) 

tee   sin2 22   ,     (2.125) 
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022  .      (2.126) 

 Розв’язок рівнянь (2.124) - (2.126) знайдемо з застосуванням пе-

ретворення Лапласа [69] у вигляді 
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де       ;,, ,22
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 Враховуючи початкові умови  

0;0;0 000000    , 

де 000 ,,  - осі декартової системи координат що утворюється пара-

лельним переносом системи  ,, до центру симетрії ротора. 

Знайдемо з (2.127) - (2.129) рівняння лінійних коливань коніч-

ного ротора в газомагнітному підвісі 
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
    (2.132) 

Очевидно, що радіальні зміщення  та  ротора, відображені рі-

вняннями (2.130) і (2.131), відрізняються за фазою коливань на кут 
2


 

та ідентичні за всіма іншими  параметрами. Перший доданок правої 

частини цих рівнянь характеризує затухаючі супроводжуючі коливан-

ня роторної системи з частотою  

22
р* ee   
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та амплітудою, що зменшується за експоненціальним законом 

 
)(*)(*

3

exp
nn

амплампл
R

e
t





  .    (2.133)  

 Другий доданок правої частини рівнянь (2.130) та (2.131) харак-

теризує змінні за гармонічним законом вимушені радіальні коливання 

конічного ротора в газомагнітному підвісі, які відбуваються з часто-

тою обертання ротора та амплітудою [68] 
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де  - ексцентриситет маси ротора, 

е= =  - власна частота коливань системи у радіальному на-

прямку; 

е= =  - коефіцієнт демпфірування коливань у радіальному на-

прямку. 

 Із зроблених вище припущень щодо обертання конічного ротора 

навколо осі 0 випливає, що складові x та y кутової швидкості рото-

ра є сталі величини, які дорівнюють нулю. З цього випливає, що чет-

верте та п’яте рівняння системи (2.109) диференційних рівнянь руху 

ротора можуть бути трансформовані у вигляді 

.0;0  yx    

Тоді кутова швидкість конічного ротора визначається у вигляді 

 = z  з шостого рівняння системи (2.109). З урахуванням малості ве-

личин е, е, МГ, МГ, з (2.109) знайдемо: 
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 Беручі до уваги, що  
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а також підставляючи значення MD з (2.105), знайдемо з (2.135): 
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або, враховуючи (2.43) та (2.45), 
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Враховуючи адитивність головного моменту сил [63] та аналі-

зуючи рівняння (2.137), визначимо, що кутове прискорення конічного 

ротора, що обертається в газомагнітному підвісі навколо осі 0, має 

дві складові, перша з яких визначається першим доданком правої час-

тини рівняння (2.137) і характеризує кутове прискорення при обер-

танні ротора під дією моменту MD 
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а друга складова, що визначається другим доданком правої частини 

рівняння (2.137), характеризує кутове прискорення крутильних коли-

вань ротора 
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 Кутову швидкість конічного ротора в газомагнітному підвісі ви-

значимо, інтегруючи (2.137) в проміжку від 0 до t та враховуючи, що 

 = t: 
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 Перший доданок правої частини рівняння (2.137) характеризує 

кутову швидкість конічного масивного ротора ідеального гістерезис-

ного електродвигуна під час розгону t p. В момент t = t p кутова швид-

кість досягає значення синхронної при подальшому збільшенні t не 

змінюється. Отже, синхронна кутова швидкість 
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 Другий доданок правої частини рівняння (2.140) характеризує 

кутову швидкість крутильних коливань конічного ротора в газомагні-

тному підвісі. Очевидно, що крутильні коливання ротора відбувають-

ся за гармонічним законом з частотою, що вдвічі перебільшує цикліч-

ну частоту обертання (кутову швидкість): 
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 Інтегруючи (2.140) в проміжку від 0 до t , визначимо кут пово-

роту за час t: 
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Перший доданок правої частини рівняння (2.143) характеризує кут 

повороту ротора при його розгоні до синхронної кутової швидкості (в 

проміжку часу 0  t  t p) 
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або, з урахуванням (2.138), 
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Другий доданок правої частини рівняння (2.143) характеризує 

крутильні коливання конічного ротора в газомагнітному підвісі 
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 З рівняння (2.146) крутильних коливань ротора визначимо амп-

літуду крутильних коливань у вигляді 
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 Рівняння (2.147) встановлює залежність між амплітудою крути-

льних коливань A  при кутовій швидкості ротора  та моментом іне-

рції ротора JGz відносно осі обертання. З цього випливає, що вимірю-

вання кутової швидкості та амплітуди крутильних коливань ротора 

дозволяє визначити момент інерції ротора [68] з рівняння 
 

 A

FFNe
J ieee

Gz 24


 .   (2.148) 

 Умовою усталеного зазору газомагнітного підвісу (2.63) перед-

бачена рівність 

Ne - Fe = 0.     (2.149) 

 Згідно (2.2) модуль сили інерції Fie може бути визначений у 

вигляді 
2meFie  .    (2.150) 

 Враховуючи (2.149) та (2.150), з (2.148) знайдемо момент інерції 

ротора відносно осі z: 

A

me
JGz

4

2

 .      (2.151) 

 Згідно з теоремою Гюйгенса-Штейнера [56] момент інерції ро-

тора може бути представлений у вигляді 
2meJJ Gz  ,    (2.152) 

або, з урахуванням (2.151),  


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meJ

4

1
12 .   (2.153) 

 Динамічний обертальний момент ротора відносно осі z може 

бути виражений у вигляді [58, 70]: 

cGzD JM   

або, з урахуванням (2.148),  
 

c
ieee

D
A

FFNe
M 

 


24


 ,    (2.154) 

де е визначено рівнянням (2.1), Ne визначено рівнянням (2.27), Fe ви-

значено рівнянням (2.58), Fie визначено рівнянням (2.2),  визначено 

рівнянням (2.140), с визначено рівнянням (2.141). З (2.153) та ( 2.154) 

випливає, що вимірювання А дозволяє  визначити  момент інерції JGz  

та динамічний обертаючий момент MD ротора. 
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2.5. Основні характеристики конічної роторної системи у га-

зомагнітному підвісі 

 

Радіальне зміщення конічного ротора в газомагнітному підвісі 

має вигляд 

 
 22

р
22222
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

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
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

 signe

e
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 Крутильні коливання ротора з урахуванням співвідношень 

(2.149) та ( 2.150) знайдемо з рівняння (2.143) у вигляді 

t
J

me

Gz
k  2cos

4

2

 ,     (2.155) 

а амплітуду крутильних коливань - з рівняння (2.144) у вигляді 

GzJ

me
A

4

2

 ,     (2.156) 

звідки випливає визначене в (2.151) рівняння моменту інерції відносно 

осі z: 

A

me
JGz

4

2

 .  

Співвідношення (2.153) з урахуванням теореми Гюйгенса-

Штейнера (2.152), визначає момент інерції ротора як функцію амплі-

туди е радіальних коливань та амплітуди А крутильних коливань ро-

тора у вигляді 














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meJ

4

1
12 .    (2.157) 

 З рівняння (2.156) випливає, що вимірювання амплітуд радіаль-

них та крутильних коливань ротора дозволяє здійснити вимірювання 

та контроль величини моменту інерції ротора. 

Вимірювання та контроль величини моменту інерції ротора до-

зволяють здійснити вимірювання та контроль динамічного моменту 

ротора. Таким чином, з розгляду математичної моделі конічної ротор-

ної системи в газомагнітному підвісі випливає, що вимірювання мит-

тєвого значення кута  повороту ротора відносно осі обертання та ам-

плітуди крутильних коливань при одночасному вимірюванні ампліту-

ди радіальних коливань ротора дозволяють здійснити вимірювання і 

контроль моменту інерції ротора та його динамічного моменту. 
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3. ТАХОМЕТРИЧНІ ПЕРЕТВОРЮВАЧІ ДЛЯ КОНТРОЛЮ 

ХАРАКТЕРИСТИК ГАЗОМАГНІТНОГО ПІДВІСУ РОТОРНОЇ 

СИСТЕМИ 

 

3.1. Тахометричні перетворювачі та їх математичні моделі 

 

3.1.1. Математична модель фотоприймача на основі пари 

фотодіод-операційний підсилювач  

Розглянемо фотоприймач на основі пари фотодіод - операційний 

підсилювач. На рис. 3.1, а, наведено його принципову схему,  а на  

рис. 3.1, б - еквівалентну схему. 

 
Рис. 3.1. Фотоприймач на основі пари  

фотодіод-операційний підсилювач 

 

а) 

б) 
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У цій схемі фотодіод VD діє як генератор струму, а операційний 

підсилювач DA перетворює цей струм у напругу. Залежність струму, 

що протікає через фотодіод, від потоку опромінення, описується вира-

зом [71] 

,1exp
)(1 2
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
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
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S

VD
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VD


  (3.1) 

де IVD - струм фотодіода; 

SI0 - інтегральна струмова чутливість фотодіода при немодульо-

ваному опроміненні; 

  - потік опромінення; 

IS - темновий струм фотодіода; 

UVD - падіння напруги на фотодіоді; 

Т - абсолютна температура; 

k - постійна Больцмана; 

еe - заряд електрону; 

  - циклічна частота потоку опромінення; 

VD  - постійна часу фотодіода, яка залежить від  значень внут-

рішнього опору фотодіода RVD, паразитної ємності фотодіода СVD, ча-

су розсмоктування неосновних носіїв заряду. 

При використанні джерела світла з конденсорною лінзою можна 

отримати плоско-паралельний потік опромінення, однаковий на всій 

площині. У цьому випадку потік опромінення та площа фоточутливо-

го шару фотодіоду, що опромінюється, зв’язані співвідношенням [72]: 
2rISSJ P  ,     (3.2) 

де JР- інтенсивність променевого потоку; 

r - відстань від джерела світла до поверхні, що освітлюється; 

S - площа, що опромінюється; 

I - сила світла.  

Вихідна напруга фотоприймача на основі пари фотодіод-

операційний підсилювач, з урахуванням  зміщення нулю, різниці вхі-

дних струмів,  напруги шуму, описується виразом [73] 

,
11

ШЗМЗЗ
ВХЗЗ

ЗЗVD
Ф UURI

KKRR

RI
U 


  (3.3) 

де К - коефіцієнт передачі операційного підсилювача; 

RВХ - вхідний опір операційного підсилювача; 

ЗМU  - напруга зміщення нуля операційного підсилювача; 

I  - різниця вхідних струмів операційного підсилювача; 

ШU  - напруга шуму на виході фотоприймача.  

Модуль вихідної напруги шуму  визначається виразом [71] 
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ЗЗЗЗШДШПШПШ RIIIEU )( 2222  ,   (3.4) 

де 
ШП

E  - спектральна щільність напруги шуму операційного підси-

лювача; 

ШПI  - спектральна щільність шумового струму операційного під-

силювача; 

ШДI  - спектральна щільність шумового струму фотодіода; 

ЗЗI  - спектральна щільність шумового струму опору зворотного 

зв’язку.  

Щільність шумового струму фотодіода, що працює у фото-

вольтаічному режимі [71] 

VDШД RfkТI  4 ,     (3.5) 

де f  - ефективна смуга пропускання електронного тракту.  

Щільність шумового струму опору зворотного зв’язку [71] 

ЗЗЗЗ RfkТI  4 .    (3.6) 

 В загальному випадку, вхідний опір та опір зворотного зв’язку 

має реактивний характер. Тому у комплексній формі, вираз (3.3) запи-

сується так: 
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
   (3.7) 

де  ФU  - комплексна амплітуда вихідної напруги фотоприймача; 

ШU  - комплексна шумова напруга; 

K - комплексний коефіцієнт передачі операційного підсилювача; 

ЗЗZ , ВХZ  - відповідно комплексний опір в колі зворотного зв’язку 

та комплексний вхідний опір операційного підсилювача.  

Опори ЗЗZ , ВХZ  визначаються виразами 

,)1( ЗЗЗЗЗЗЗЗ CRjRZ      (3.8) 

де СЗЗ - паразитна ємність кола зворотного зв’язку; 

,)1( ВХВХВХВХ CRjRZ    (3.9) 

де СВХ - вхідна ємність операційного підсилювача. 

Комплексний коефіцієнт передачі операційного підсилювача без 

зворотного зв’язку  визначається як [74] 
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 ,10 ГРjKK      (3.10) 

де  К0 - коефіцієнт передачі операційного підсилювача на нульовій 

частоті; 

 ГР - гранична циклічна частота операційного підсилювача.  

Еквівалентний опір навантаження фотодіода  визначається вира-

зом 
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Підставимо (3.2) в (3.1)  та знайдемо падіння напруги на фотодіоді  
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де S  - комплексна амплітуда площі фоточутливого шару, що 

освітлюється.  

Оскільки фотодіод працює у фотовольтанічному режимі, падін-

ня напруги на ньому мале та складає одиниці мВ. Відоме співвідно-

шення 0  x,1)exp(  xx  дає змогу спростити вираз (3.12) 
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 .  (3.13) 

 Провівши нескладні перетворення, отримуємо вираз, який ви-

значає падіння напруги на фотодіоді 
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Підставивши (3.4), (3.1), (3.2), (3.8), (3.9), (3.10), (3.14) до (3.7), 

після  перетворень, отримуємо вираз, що зв’язує комплексну ампліту-

ду вихідної напруги фотоприймача з комплексною амплітудою площі 

фоточутливого шару фотодіода, що освітлюється 
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 Якщо знову скористатись співвідношенням 

0  x,1)exp(  xx  стосовно другого члену виразу (3.15), він прийме 

вигляд 
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 Вираз (3.16) є математичною моделлю фотоприймача на основі 

пари фотодіод-операційний підсилювач. Він зв’язує вихідну напругу 

фотоприймача з площею фоточутливого шару фотодіода, що освітлю-

ється, з урахуванням частотних властивостей елементів фотоприйма-

ча, шумової складової вихідної напруги, темнового струму фотодіода, 

падіння напруги на ньому, різниці вхідних струмів операційного під-

силювача. Вираз (3.16) можна спростити. Різниця вхідних струмів I  

для сучасних операційних підсилювачів складає одиниці нА, а напру-

га зміщення ЗМU  - одиниці мВ. За умови ЗМФ UU   та IIVD  , зна-

ченнями ЗМU  та I  можна знехтувати. При використанні елементної 

бази з низьким рівнем шумів, шумовою складовою виразу (3.16) мож-

на знехтувати. Внаслідок малого значення падіння напруги на фотоді-

оді при його роботі у фотовольтаічному режимі та малого значення 

темнового струму, друга складова чисельника виразу (3.16) близька до 

нуля. З урахуванням цих умов вираз (3.16) приймає вигляд 
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 Із (3.17) випливає, що при виконанні вищенаведених умов, вихі-

дна напруга фотоприймача прямо пропорційна площі фоточутливого 

шару фотодіода, що освітлюється. Якщо розглядати фотоприймач на 

основі пари фотодіод-операційний підсилювач як перетворювач площі 

фоточутливого шару фотодіода, що освітлюється, у напругу, доцільно 

ввести поняття коефіцієнта перетворення, який дорівнює відношенню 

комплексної амплітуди вихідної напруги до комплексної амплітуди 

площі, що освітлюється, без урахування шумової напруги, напруги 

зміщення та різниці вхідних струмів операційного підсилювача, тем-

нового струму фотодіода. 
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 Через коефіцієнт перетворення площі в напругу вираз (3.16) за-

пишеться як [75] 
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У більшості випадків гранична частота фотодіода значно менша 

за граничну частоту операційного підсилювача [71]. Тому спад часто-

тної характеристики в області верхніх частот визначається частотними 

властивостями фотодіода. Це дає змогу знехтувати впливом паразит-

ної ємності в колі зворотного зв’язку та вхідною ємністю операційно-

го підсилювача. Вхідний опір сучасних операційних підсилювачів 

складає десятки МОм, що значно перевищує опір в колі зворотного 

зв’язку та внутрішній опір фотодіода. Тому можна прийняти 

ВХR . З урахуванням усіх вище наведених умов, вираз (3.18) 

приймає вигляд  

.)(1 22
0 VDЗЗIS rRISK     (3.20) 

За умови, що частота опромінення значно менша за граничну 

частоту фотодіода, його частотними властивостями можна знехтувати, 

вираз (3.18) прийме вигляд 

.2
0 rRISK ЗЗIS      (3.21) 

А вираз для вихідної напруги фотоприймача в залежності від 

площі фоточутливого шару фотодіода, що освітлюється 

.2
0 rSRISU ЗЗIФ       (3.22) 

Вираз (3.22) є максимально спрощеною математичною моделлю 

фотоприймача на основі пари фотодіод-операційний підсилювач як 

перетворювача площі в напругу, яку можна використовувати за умови 

того, що ширина спектру опромінення значно менша граничної часто-

ти фотодіода. 

 

3.1.2. Тахометричні перетворювачі зі зменшенням похибки, 

що обумовлена частотними властивостями фотоприймача, його 

математична модель 

ТП [76 - 79] включає в себе вал 1 (рис. 3.2), на який насаджено 

модулятор 2. Модулятор має вигляд диску з прозорими та непрозори-

ми елементами рівної кутової ширини, що чергуються. За модулято-

ром, зі сторони вала, розташована діафрагма 3, за якою встановлено 

два фотодіода 4, які входять до складу фотоприймачів на основі пари 

фотодіод-операційний підсилювач. Елементи фотоприймачів та інші 

електронні елементи ТП розташовані на платі 5. Джерело світла 6 з 

конденсорною лінзою освітлює фоточутливий шар фотодіодів через 
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перехрестя модулятора та діафрагми (його на рис. 3.2 наведено штри-

ховою лінією). Діафрагма має вигляд пластини з двома отворами 7, 

зсунутими між собою на кут, рівний 1,5  кутової ширини елементів 

модулятора, відносно його центру, конфігурація яких визначається 

радіусами модулятора та концентричними колами, радіусами R1 та R2, 

центр яких співпадає з центром модулятора. Кутова ширина отворів 

діафрагми дорівнює кутовій ширині прозорих елементів модулятора. 

При обертанні вала, обертається і модулятор, внаслідок чого прозорі 

та непрозорі елементи модулятора перекривають отвори діафрагми. 

При вище вказаній формі отворів діафрагми, площа заштрихованого 

отвору, через яке світло при обертанні попадає на фоточутливий шар 

фотодіода фотоприймача (домовимось називати цей фотоприймач пе-

ршим, а той, що зсунутий відносно нього на 1,5  - другим), лінійно 

залежить від кута повороту вала та визначається виразом 
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Рис. 3.2. ТП зі зменшенням похибки, що обумовлена 

 частотними властивостями фотоприймача 

 

де  - поточний кут повороту заднього в напрямку обертання краю 

прозорого елементу модулятора, який умовно прийнято за перший, 
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відносно переднього в напрямку обертання краю першого отвору діа-

фрагми (рад);  

R1, R2  - відповідно більший та менший радіус кола, що обмежує 

отвір діафрагми.  

Вихідна напруга фотоприймача, як випливає з виразу (3.22), прямо 

пропорційна площі отвору, через який світло попадає на фоточутли-

вий шар фотодіода.  

Підставивши (3.23) в (3.23) отримуємо вираз, який зв’язує вихі-

дну напругу першого фотоприймача з кутом повороту   
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(3.24) 

При використанні одного фотоприймача, виникають похибки, 

які обумовлені такими причинами. По-перше, це похибка первинного 

перетворення, що виникає внаслідок частотних властивостей 

фотоприймача. Обмеженість смуги пропускання приводить до 

згладжування сигналу біля його максимумів та мінімумів (рис. 3.3, в). 

Окрім того, при малих площах отвору, через який світло попадає на 

фоточутливий шар фотодіодів, похибка виготовлення отвору 

діафрагми та елементів модулятора обумовлює виникнення 

додаткової площі отвору, величина якої мало відрізняється від 

корисної площі, що значно впливає на точність перетворення кутової 

швидкості в інформативний параметр сигналу (рис. 3.3, а). При 

більших площах отвору, через який світловий потік попадає на 

фоточутливий шар фотодіодів, вище описане явище проявляється 

значно менше (рис. 3.3, б), тобто  

21 /  / SSSS  ,    (3.25) 

 Похибка, обумовлена цим фактором проявляється біля мініму-

мів імпульсів напруги на виході фотоприймача. На рис. 3.3, в показа-

но мінімум вихідної напруги фотоприймача. Суцільною лінією пока-

зано реальний випадок, пунктирною — ідеальний. Виникаюча при 

цифровому диференціюванні вихідного сигналу (без урахування по-

хибки квантування) відносна похибка описується виразом 

upP UU  1 ,      (3.26)  

де P - відносна похибка цифрового диференціювання; 

pu UU  ,  —  відповідно зміна напруги ідеального та реального ви-

хідного сигналу фотодіода за час t . 
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Рис. 3.3. Виникнення похибки первинного перетворення 

 

В розробленому ТП використовується два фотоприймача на ос-

нові пари фотодіод-операційний підсилювач, а знімання вимірюваль-

ної інформації, з метою виключення проявлення двох вище вказаних 

факторів, здійснюється з виходу того фотоприймача, вихідний сигнал 

якого не знаходиться біля свого максимуму чи мінімуму. На рис. 3.4 

наведено функціональну схему ТП, а на рис. 3.5 наведено часові діаг-

рами його роботи у точках, вказаних на рис. 3.4. Перед початком ви-

мірювання, модулятор розташовується відносно діафрагми випадково. 

При відповідному підборі значень напруг джерел опорної на-

пруги Р1 та Р2, які визначають коломінімумну та коломаксимумну 

область вихідних сигналів фотоприймачів 1 та 2, можливі їх такі два 

стани перед початком вимірювань - жоден з вихідних сигналів фото-

приймачів не знаходиться на рівні, який відповідає знаходженню його 

біля свого максимуму чи мінімуму або навпаки. В таблиці 3.1. наведе-

но всі можливі значення вихідних напруг всіх компараторів ( В — ви-

сокий рівень, Н — низький рівень) перед початком роботи. Високий 

рівень свідчить про знаходження вихідного сигналу відповідного фо-

топриймача у своїй коломаксимумній чи коломінімумній області. 

У двох нижніх рядках таблиці 3.1 знаком “+” відмічено той фо-

топриймач, вихідний сигнал якого при наведеному стані компараторів 

не знаходиться у своїй коломаксимумній чи коломінімумній області. 

Після включення джерела освітлення, формувачем сигналу “Скид” S 

(рис. 3.4) формується сигнал “Скид”, який являє собою імпульс на-

пруги рівня логічної одиниці, і подається на входи елементів І-НІ D2 

та D3. За заднім фронтом сигналу “Скид” спрацьовує схема запуску 

об’єкта Р. 
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Рис. 3.4. Функціональна схема ТП зі зменшенням похибки, що  

обумовлена частотними властивостями фотоприймача 

 

Таблиця 3.1. 

Початкові значення вихідних напруг компараторів 

Компаратори та їх  

вихідні напруги 

Номер стану 

Компаратор Напруга 1 2 3 4 5 

C1 Uk1 Н В Н Н Н 

C2 Uk2 Н Н Н Н В 

C3 Uk3 Н Н В Н Н 

C4 Uk4 Н Н Н В Н 

Фотоприймач 1 + - + - + 

Фотоприймач 2 + + - + - 

 

Перед початком вимірювань необхідно на вихід ТП подати сиг-

нал з виходу того фотоприймача, вихідний сигнал якого не знаходить-
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ся у своїй коломаксимумній чи коломінімумній області. Для цієї пере-

дустановки служать логічні елементи АБО-НІ D5 — D8, елемент НІ 

D1, елементи І-НІ D2-D3. Коли компаратори знаходяться у станах 1, 3 

або 5 (табл. 3.1), на виході елементу D8 АБО-НІ з’являється рівень ло-

гічного нуля. При цьому, під час дії сигналу “Скид”, на виході елеме-

нту D2 І-НІ з’явиться рівень логічного нулю, а на виході елементу 

D3І-НІ — рівень логічної одиниці. Лічильний тригер Т встановиться в 

одиницю і до виходу перетворювача буде підключено вихідний сиг-

нал фотоприймача 1. При будь-яких інших станах до компараторів на 

виході перетворювача буде підключено вихідний сигнал фотоприйма-

ча 2. По задньому фронту сигналу “Скид” спрацьовує схема запуску 

об’єкта дослідження Р і запускається об’єкт, кутову швидкість якого 

треба виміряти. Коли сигнал “Скид” відсутній, напруга на установоч-

ному вході та вході скиду тригера Т завжди буде рівня логічної оди-

ниці і не буде впливати на його стан. При обертанні вала об’єкта дос-

лідження, трикутні імпульси напруги, які формуються на виході фо-

топриймачів (рис. 3.5, a, б), зрівнюються з напругами джерел опорної 

напруги Р1 та Р2, відповідно Uп1 та Uп2. 

При співпаданні, на виході одного з компараторів з’являється 

імпульс позитивної полярності (рис. 3.5, в, г, д, є). Його тривалість до-

рівнює тривалості знаходження рівня вихідної напруги фотоприймача 

вище рівня Uп1 чи Uп2. Вихідні імпульси кожного з компараторів по-

даються на входи елементу D4 АБО, з виходу якого (рис. 3.5, ж) вони 

поступають на тактовий вхід лічильного тригера Т, який змінює свій 

стан по передньому фронту цих імпульсів, відповідно керуючи анало-

говим мультиплексором МХ, підключаючи до виходу датчика вихід-

ний сигнал того фотоприймача, який не знаходиться у своїй коломіні-

мумній чи коломаксимуній області. На виході датчика формується си-

гнал, який на рис. 3.5, з показано жирною лінією. 

Знаходимо рівняння перетворення ТП з зменшенням похибки, 

що обумовлена частотними властивостями фотоприймача. Залежність 

вихідної напруги першого фотоприймача від кута повороту описуєть-

ся виразом (3.24). Другий фотоприймач зсунутий відносно першого на 

кут 1,5 . Його вихідна напруга при ...4,2,0n : 
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Рівняння перетворення, яке зв’язує вихідну та вхідну величину розро-

бленого ТП у статичному режимі (тобто кутова швидкість 

 -  t де  t,  ,   const поточний час), є періодичною функцією кута 

повороту та часу, описується виразом  

 

 
 

Рис. 3.5. Часові діаграми роботи ТП з зменшенням похибки, що обу-

мовлена частотними властивостями фотоприймача 
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де tn - момент часу, в який напруга першого фотоприймача дорівнює Uп2;  

tn+1 - момент часу, в який напруга другого фотоприймача дорівнює Uп1;  

tn+2 - момент часу, в який напруга першого фотоприймача дорівнює Uп1;  

tn+3 - момент часу, в який напруга другого фотоприймача дорівнює Uп2;  

tn+4 - момент часу, в який напруга першого фотоприймача дорівнює 

Uп2 після tn+3.  

Кут повороту в загальному випадку є нелінійною функцією ча-

су. Шляхом диференціювання (3.28), замінивши t  на   та провівши 

нескладні перетворення, отримуємо вираз, який зв’язує швидкість 

обертання та вихідну напругу ТП як в динамічному, так і в статично-

му режимі. 

  dt

d

RRIRS

r

dt

d
t

ЗЗIO

 (t)U2
)( 1

2
2

2
1

2







 .  (3.29) 

З виразу (3.29) випливає, що перша похідна вихідної напруги 

ТП прямо пропорційна кутовій швидкості.  

При роботі об’єкта в усталеному режимі вихідний сигнал ТП є 

періодичним. Для отримання математичної моделі ТП при роботі 

об’єкта контролю в усталеному режимі представимо закон зміни пло-

щі фоточутливого шару фотодіодів, що освітлюється, у вигляді суми 

гармонічних складових ряду Фур’є [80].  


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0
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2
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
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2 ))2sin()2cos((

2
)(

m
BmAmФ tmjStmS

S
tS  , (3.31) 
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де 
2

0S
, AmS , BmS  - відповідно постійна складова та коефіцієнти ряду 

Фур’є.  

Позначимо через U0 залежність вихідної напруги фотоприймача 

на основі пари фотодіод-операційний підсилювач при S=const без ура-

хування паразитних складових. Підставивши (3.30) та (3.31) у (3.19) 

отримуємо вирази для вихідних напруг фотоприймачів 






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   ,1)()(1 0  kTmZeIkTRRKmZeI ЕНeSЗЗВХЕНeS
  (3.32) 
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   .1)()(1 0  kTmZeIkTRRKmZeI ЕНeSЗЗВХЕНeS
 (3.33) 

 Вихідна напруга ТП визначається виразом 
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Частота вихідного сигналу кожного з фотоприймачів в устале-

ному режимі, які входять до складу ТП, дорівнює добутку кількості 

прорізів модулятора на частоту обертання вала об’єкта контролю, що 

обумовлює високу частоту вихідного сигналу та обмежує зверху діа-

пазон вимірювання. Коли не потрібна висока точність вимірювання, 

кутову швидкість в усталеному режимі можливо визначити шляхом 

вимірювання частоти вихідного сигналу одного з фотоприймачів. Ви-

мірювання кутової швидкості в динамічному режимі здійснюється 

шляхом  диференціювання вихідного сигналу ТП. ТП має високу чут-

ливість за кутом повороту, тому як за час повернення вала приводу, 

що досліджується, на невеликий кут  , вихідна напруга ТП змінюєть-

ся від мінімального до максимального значення, яке може відповідати 

динамічному діапазону АЦП, що використовується для цифрового 

диференціювання.  
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3.1.3. Синтез форми прорізі модулятора для отримання 

низькочастотного вихідного сигналу тахометричного 

перетворювача 

Вихідний сигнал вищеописаного перетворювача є періодичним, 

його частота дорівнює добутку кількості прорізів модулятора на уста-

лену частоту обертання. Є очевидним, що оскільки смуга пропускання 

лінійних фотоприймачів обмежена, то при певній частоті обертання 

похибка первинного перетворення, що обумовлена частотними влас-

тивостями фотоприймачів, значно збільшується. Окрім того, визна-

чення поточного кутового положення за допомогою описаного ТП є 

неможливим. Тому доцільним є знаходження такої форми прорізі мо-

дулятора, при якій би забезпечувався максимально низькочастотний 

вихідний сигнал. Завдання визначення прорізі модулятора полягає у 

знаходженні такої її форми, щоб площа отвору, через який світло по-

падає на фоточутливий шар фотоприймача, лінійно залежала від кута 

повороту модулятора в межах його одного оберту [81].  

Розглянемо рис. 3.6, на якому наведено креслення модулятора, з 

виконаною в ньому проріззю. Прорізь модулятора обмежена кривими, 

рівняння яких у полярних координатах, полюс яких співпадає з цент-

ром модулятора О, мають вигляд 

01 R ,        (3.35) 

)(02  yR  .      (3.36) 

 
Рис. 3.6. Модулятор первинного тахометричного перетворювача 
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Рівняння кривої 01 R  є рівнянням кола у полярних коорди-

натах. Вибір такої кривої обумовлено тим, що її легко виконати. Ви-

ходячи з тих самих умов, конфігурація діафрагми обмежена двома 

променями, які починаються у полюсі О і утворюють між собою кут 

 . Розглянемо поточне розташування діафрагми відносно смуги, що 

обмежена колом 01 R  та лінією )(02  yR  . Коефіцієнт за-

повнення   вікна діафрагми дорівнює відношенню 

MAX

ABCD

S

S
 ,      (3.37) 

де ABCDS , MAXS  - площа фігури ABCD відповідно у поточному та кі-

нцевому положенні (у кінцевому положенні промінь OА співпадає з 

полярною віссю  ). 

Завдання полягає у визначенні рівняння кривої )(02  yR  , 

яке забезпечує лінійну зміну приросту   коефіцієнта заповнення ві-

кна діафрагми   в залежності від кута повороту   

  0k ,     (3.38) 

де k0 - коефіцієнт пропорційності. 

 Невідома функція )(y  повинна задовольняти граничні умови : 

0)0( y ,     (3.39) 

hy )2(  .      (3.40) 

 Площу фігури ABCD знайдемо за допомогою подвійного інтег-

ралу: 
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 Аналогічно визначаємо площу фігури A1B1C1D1:  
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 Приріст коефіцієнта заповнення  , що відповідає куту  , 

дорівнює:  
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
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 Звідки, з урахуванням (3.37), (3.42), (3.43), дістаємо: 
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де MAXSkk 01 2 . 

 Продиференціюємо співвідношення (3.44) за  , тоді  

)()(2)()(2 0
2

000
2

001   yyRyyRk . (3.45) 

 Введемо позначення: 

;0 t   )()(2)( 2
0 tytyRtz  .   (3.46) 

 При цьому співвідношення (3.45) приймає вигляд: 

1)()( ktztz       (3.47) 

 Нехай t=0,  тоді  відповідно  з  (3.39),  (3.46), маємо z(0)=0 та 

відповідно з (3.47), z()=k1. При t=, відповідно з (3.41), 

z(2)=k1+z()=2k1. Аналогічно, прийнявши t=2, отримаємо z(3)=3k1. 

Отже, для значень аргументів , 2, 3, які є членами арифметичної 

прогресії, функція z(t) приймає значення k1, 2 k1, 3k1, які також утво-

рюють арифметичну прогресію. Наведена властивість притаманна 

тільки лінійній функції battz )( . З урахуванням (3.38) та (3.46), b=0, 

отже attz )( , тобто 

attytyR  )()(2 2
0 .    (3.48) 

 Переписавши останнє співвідношення у вигляді 

,))(( 2
0

2
0 tRRty     (3.49) 

з урахуванням прийнятих позначень та (3.47), дістанемо шукану зале-

жність 

 aR  2
02 )( .    (3.50) 

 З (3.46) та (3.48) маємо z(t)=at, а з (3.47), з урахуванням 

z(t+)=a(t+), встановлюємо залежність  

MAXkSka 21  ,    (3.51) 
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 Для початкового положення (промінь ОB співпадає з полярною 

віссю) маємо 

4
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2
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2
20






adRS   ,  (3.53) 

звідки знаходимо значення 0  

)4(00   MAXSS .   (3.54) 

 При переході вікна діафрагми з початкового в кінцеве положен-

ня коефіцієнт заповнення   збільшується від  0 до 1, або, що те ж са-

ме, на величину прямо пропорційну куту повороту. 
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 Співвідношення (3.50) задовольняє очевидній умові 02 )0( R , 

а з умови hR  02 )2(  , встановлюється ще одне співвідношення: 

2)2( 0 hRha  ,    (3.55) 

яке дозволяє вибрати конкретні числові значення параметрів. 

 

3.1.4. Тахометричний перетворювач з низькочастотним 

вихідним сигналом 

Розглянемо [82-86] рис. 3.7, на якому наведено схематичне кре-

слення ТП з низькочастотним вихідним сигналом. Він має вал 1, на 

який насаджено модулятор 2, за яким знаходиться діафрагма 3. За ді-

афрагмою знаходяться два фотоприймача на основі пари фотодіод-

операційний підсилювач 4 та 5 (на рис. 3.7, б їх позначено штриховою 

лінією). Діафрагма (на рис. 3.7, б її позначено жирною лінією) має 

прорізі 6 та 7. Їх форма обмежена концентричними колами радіусами 

R1 (більший радіус) та R2, центр яких співпадає з центром модулятора, 

та проміннями, які починаються в центрі модулятора, кут між якими 

дорівнює  . Модулятор має дві прорізі - 8 та 9. Прорізь 8 має таку ж 

форму і розташована на такій же відстані від центру модулятора, як і 

прорізь 7 діафрагми. Форма прорізі 9 обмежена кривими )(1   та 

)(2  , які описуються рівняннями (3.35) та (3.50). Розглянемо, як за-

лежить площа отвору, який утворюється при обертанні модулятора 

перекриттям прорізів 6 та 9 діафрагми та модулятора, через який світ-

ло попадає на фоточутливий шар фотодіода фотоприймача 5, в залеж-

ності від кута повороту  . 

 
а)                                   б) 

Рис. 3.7. ТП з низькочастотним вихідним сигналом 
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 Площа отвору, через який світло попадає на фоточутливий шар 

фотодіода, є лінійною функцією кута повороту модулятора відносно 

діафрагми. Підставивши (3.56) у (3.22) отримуємо вираз, який зв’язує 

вихідну напругу фотоприймача 5 з кутом повороту  . 
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Шляхом нескладних перетворень отримуємо вираз, який зв’язує 

напругу U2 та кут повороту модулятора відносно діафрагми. 
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Як випливає з виразу (3.58), по вихідній напрузі фотоприймача 

5 не можна точно визначити кутове положення  вала об’єкта дослі-

джень, що є необхідним у багатьох випадках. Тому використовується 

фотоприймач 4, призначення якого полягає у формуванні сигналу, 

який приймає значення логічної одиниці при ]2,2[    та логіч-

ного нуля в іншому випадку. Його функціональну схему наведено на 

рис. 3.8, а працює він таким чином. При обертанні модулятора перек-

риваються прорізі 7 та 9 модулятора та діафрагми. Площа фоточутли-

вого шару фотодіода, що освітлюється, фотоприймача 4 при вище 

описаній формі прорізів модулятора та діафрагми змінюється за три-

кутним законом. Відповідно за трикутним законом змінюється і вихі-

дна напруга UF операційного підсилювача DA1 (рис. 3.9), яка опису-

ється виразом  
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де MAX  FU  - максимальне значення напруги FU . 

 
Рис. 3.8 Функціональна схема фотоприймача 4 
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Для формування імпульсу напруги UC, який свідчить про те, що 

кут повороту модулятора відносно діафрагми знаходиться в межах 

]2,2[   , служить компаратор DA2, на неінвертуючий вхід якого 

подається опорна напруга UП, а на інвертуючий вхід - напруга UF. При 

перевищенні напругою UF  рівня напруги UП  формується імпульс, три-

валість якого визначається рівнем UП. При вищевказаних параметрах 

прорізів 7 та 8, значення UF при   2  та  2  дорівнює 

2MAX  FU . Тобто для того, щоб тривалість імпульсу UC  відповідала 

часу, у який кут повороту ]2,2[   , значення опорної напруги UП 

повинно бути 2MAX  FU . Рівняння перетворення ТП, яке зв’язує його 

вхідну та вихідну величини в статичному режимі 
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Для динамічного режиму цей вираз приймає вигляд 
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(3.62) 

 

 

 

Рис. 3.9 Часові діаграми роботи ТП з низькочастотним  

вихідним сигналом 

 

Вираз, що зв’язує кутову швидкість з вихідною напругою ТП 

отримуємо шляхом нескладних перетворень виразу (3.62). 
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 Рівняння, що зв’язує кут повороту з вихідною напругою ТП 
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За допомогою описаного ТП можливе визначення напрямку 

обертання шляхом визначення знака першої похідної вихідного сиг-

налу. Значення знаків першої похідної при різних напрямках обертан-

ня (у відповідності з рис. 3.7, б) наведено у таблиці 3.2. 
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Таблиця 3.2. 

Знаки похідної сигналу при різних напрямках обертання 

Значення CU  Знак похідної Напрямок обертання 

1 + проти часової стрілки 

0 + За часовою стрілкою 

1 - За часовою стрілкою 

0 - Проти часової стрілки 
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 Підставивши (3.65) у (3.19) отримуємо вираз для комплексної 

вихідної напруги ТП в усталеному режимі роботи об’єкта контролю. 
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Вирази (3.65), (3.66) є математичною моделлю ТП, що розгляда-

ється, в усталеному режимі роботи об’єкта контролю, яка враховує 

частотні та шумові властивості елементної бази, що дає змогу дослі-

дити їх вплив на точність первинного перетворення. 

Розроблений тахометричний перетворювач не вільний від похи-

бки первинного перетворення, що обумовлена неточністю виготов-

лення модулятора та діафрагми, яка особливо проявляється біля мак-

симумів та мінімумів його вихідної напруги. 

 

3.1.5. Тахометричний перетворювач з низькочастотним 

вихідним сигналом та зменшенням похибки, що обумовлена 

частотними властивостями фотоприймача 

Розглянутий вище ТП має недоліки: в максимумах та мінімумах 

вихідних імпульсів виникають їх значні викривлення внаслідок обме-

женої смуги пропускання фотоприймачів, що входять до його складу 

та неточності виготовлення модулятора і діафрагми; коефіцієнти про-

порційності між крутизною заднього та переднього фронтів та куто-

вою швидкістю відрізняються між собою, що ускладнює алгоритм об-

робки сигналу; зміни знаку першої похідної ускладнює алгоритм ви-

значення напрямку обертання. Пропонується варіант ТП [87], який ві-
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льний від вказаних недоліків, схема якого наведена на рис. 3.10. ТП 

включає в себе вал 1, який механічно спрягається з модулятором 2, в 

якому виконана прорізь 3 та прорізь 4. Прорізь 3 обмежена кривими 

)(1   та )(2  , які описуються рівняннями (3.35) та (3.50). Форма 

прорізі 4 обмежена променями, які починаються у центрі модулятора 

О, кут між якими  , та дугами концентричних кіл радіусами R1 (біль-

ший радіус) та R2, центр яких співпадає з центром модулятора. 

За модулятором знаходиться діафрагма 5 (її виділено жирною 

лінією), у якій виконано прорізі 6, 7, 8, 9. Форма прорізів 6 та 9 обме-

жена прямими, що починаються у центрі модулятора О, кут між яки-

ми  , та дугами концентричних кіл радіусами R1 (більший радіус) та 

R2, центр яких співпадає з центром модулятора. Форма прорізів 7 та 8 

обмежена прямими А та В, які схрещуються у центрі модулятора. Кут 

між ними дорівнює  . Усі прорізі діафрагми співвісні, їх вісь прохо-

дить через центр модулятора О. Прорізі 6 та 7 симетричні з прорізями 

8 та 9 відносно прямої, що проходить через центр модулятора О та пе-

рпендикулярної їх загальної осі. За діафрагмою, напроти прорізів 6, та 

9 знаходяться фотоприймачі 10 та 13, які виконано за схемою на рис. 

3.8. Напроти прорізів 7 та 8 знаходяться фотоприймачі 11 та 12, (див. 

рис. 3.1). Фотоприймачі та інші електронні компоненти знаходяться 

на платі 14. Фоточутливий шар фотоприймачів (позначено пунктир-

ною лінією) через перехрестя прорізів модулятора та діафрагми освіт-

люється джерелами світла 15, які забезпечують рівномірний світловий 

потік на усій поверхні, що освітлюється. Вихідна напруга фотоприй-

мачів 11 та 12, які рознесені між собою на 1800, у відповідності з 

(3.22) прямо пропорційна площині отвору, через який світло попадає 

на фоточутливий шар фотодіода, та відповідно визначається виразами: 
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Площа отвору, що утворюється при перекритті прорізів 6 та 9 

діафрагми з проріззю 4 модулятора, змінюється за трикутним законом.  

 
Рис. 3.10. ТП з низькочастотним вихідним сигналом та зменшенням 

похибки, що обумовлена частотними властивостями фотоприймачів 

 

Відповідно вихідна напруга операційних підсилювачів, що вхо-

дять до складу фотоприймачів 13 та 10, змінюється за трикутним за-

коном та описується відповідно виразами 
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де M  FU  - максимальна вихідна напруга операційних підсилювачів, 

що входять до складу фотоприймачів 10 та 13. 
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Завдяки геометричному розташуванню прорізів, трикутні імпу-

льси напруги формуються в ті моменти часу, коли вихідна напруга 
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фотоприймачів 11 та 12 знаходиться біля свого мінімуму чи максиму-

му. Вони порівнюються з напругою UП, моменти співпадання з якою 

визначають тривалість вихідних імпульсів фотоприймачів 10 та 13 і 

відповідно коломінімумну та коломаксимумну області вихідної на-

пруги фотоприймачів 11 та 12. Розглянемо функціональну схему роз-

робленого ТП, яку наведено на рис. 3.11, та часові діаграми його ро-

боти, які наведено на рис. 3.12. 

Перед початком вимірювань модулятор випадково розташову-

ється відносно діафрагми, тому необхідно підключити до виходу ТП 

вихідний сигнал того з фотоприймачів, який не знаходиться біля свого 

мінімуму чи максимуму, або для якого початковий кут повороту мо-

дулятора  відносно  діафрагми  не  відповідає  задньому  фронту вихі-

дної напруги, при обертанні за часовою стрілкою у відповідності з 

рис. 3.10. Можливі такі стани вихідної напруги фотоприймачів 10 та 

13, які відповідають початковому розташуванню модулятора відносно 

діафрагми: вихідний сигнал жодного з фотоприймачів 11 чи 12 не 

знаходиться у своїй коломаксимумній чи коломінімумній області та 

кут повороту не відповідає задньому фронту (вихідні напруги фото-

приймачів 10 та 13 низького рівня), або навпаки (вихідна напруга од-

ного з фотоприймачів 10 чи 13 високого рівня). У першому випадку, 

до виходу ТП підключається вихідний сигнал фотоприймача 12, що 

забезпечується за допомогою логічного елементу D4 трьохвходового І 

з двома інверсними входами та елементу АБО D5.  

 
Рис. 3.11. Функціональна схема ТП з низькочастотним вихідним 

 сигналом та зменшенням похибки, що обумовлена частотними  

властивостями фотоприймачів 
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Рис.3.12. Часові діаграми роботи ТП з низькочастотним вихідним сиг-

налом та зменшенням похибки, що обумовлена частотними властиво-

стями фотоприймачів 

 

Вихідні напруги фотоприймачів 10 та 13 подаються на інверсні 

входи елементу D4. Перед початком вимірювання формувач сигналу 

запуску S формує одиничний імпульс рівня логічної одиниці, який по-

дається третій неінверсний вхід. Якщо вихідна напруга обох фото-

приймачів 10 та 13 низького рівня, під час дії імпульсу запуску на ви-

ході елементу D4 з’являється високий рівень напруги, який через ло-

гічний елемент АБО D5 скидає тригер Т, який керує мультиплексором 

МХ. При наявності низького рівня на його вході АО, до виходу ТП пі-

дключається вихідний сигнал фотоприймача 12. У другому випадку 

відбувається аналіз стану вихідних напруг фотоприймачів 10 та 13, і 

до виходу ТП підключається той фотоприймач, вихідний сигнал якого 

не знаходиться у своїй коломаксимумній чи коломінімумній області. 
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Здійснюється це за допомогою логічних елементів І D2, D3. Пе-

ред початком вимірювання, одиничний імпульс рівня логічної одини-

ці, що формується формувачем сигналу запуску S, подається на входи 

логічних елементів І D2, D3, D4, на інші входи яких подається вихідна 

напруга фотоприймачів 10 (на D2) та 13 (на D1). При наявності висо-

кого рівня на виході фотоприймача, на виході відповідного логічного 

елементу під час дії імпульсу запуску також з’являється високий рі-

вень, який може встановити в одиницю чи скинути тригер Т, який ке-

рує мультиплексором МХ. Таким чином, перед початком вимірюван-

ня, при наявності напруги високого рівня на виході фотоприймача 13 

під час дії сигналу запуску, до виходу ТП підключається вихідний си-

гнал фотоприймача 11, у випадку, коли на виході фотоприймача 10 

присутній високий рівень напруги, до виходу ТП підключається вихі-

дний сигнал фотоприймача 12. Коли сигнал на виході формувача сиг-

налу запуску S стає низького рівня, низький рівень з’являється на ви-

ходах логічних елементів D2, D3, D4, і він ніяк не впливає на стан лі-

чильного тригера Т, який керує аналоговим мультиплексором. При обер-

танні модулятора на виході фотоприймачів 11 та 12 формуються пилко-

подібні імпульси напруги, які зсунуті між собою на 1800. У той проміжок 

часу, коли вихідна напруга цих фотоприймачів знаходиться у своїй коло-

максимумній чи коломінімумній області, на виході фотоприймачів 10 чи 

13 формуються імпульси, тривалість якого дорівнює часу знаходження 

вихідної напруги фотоприймачів 11 та 12 у цій області. Через логічний 

елемент АБО D1 вони поступають на тактовий вхід лічильного тригера Т, 

який за переднім фронтом кожного імпульсу змінює свій стан на проти-

лежний, і таким чином, керуючи аналоговим мультиплексором, послідов-

но підключає до виходів ТП вихідний сигнал того фотоприймача 11 чи 

12, вихідний сигнал якого не знаходиться у своїх коломаксимумній чи 

коломінімумній області. Переключення вихідних сигналів фотоприймачів 

відбувається у ті моменти часу, коли модулятор повертається відносно 

діафрагми на кути 21   , ПП  , які визначаються виразами 

232M  1   FПП UU .   (3.72) 

23M  2   FПП UU .  (3.73) 

Рівняння перетворення, яке зв’язує вхідну та вихідну величини у 

статичному режимі, описується виразом 
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Для динамічного режиму вираз (3.74) приймає вигляд 
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Вираз, що зв’язує вихідну напругу ТП та миттєву кутову швидкість 

dt

tdU
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r
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  .   (3.76) 

Рівняння, що зв’язує вихідну напругу ТП з кутом повороту    
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де UT - рівень напруги на виході лічильного тригеру. UT=0, коли до 

виходу ТП підключено вихідний сигнал фотоприймача 12 та UT=1, 

коли до виходу ТП підключено вихідний сигнал фотоприймача 11. 

Напрямок обертання визначається шляхом визначення знаку першої 

похідної вихідного сигналу ТП. Коли похідна більше нуля, обертання 

відбувається за годинниковою стрілкою (у відповідності з рис. 3.10), 

та навпаки.  

Перехід до залежності вихідної напруги від часу здійснюється 

шляхом зворотного перетворення Фур’є. Для створення математичної 

моделі ТП, для усталеного режиму об’єкта контролю, розкладемо за-

лежності площі фоточутливого шару фотоприймачів 11 та 12, що освітлю-

ється у ряд Фур’є. 
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Підставивши вирази (3.78) та (3.79) у (3.19) отримуємо вирази 

для комплексних вихідних напруг фотоприймачів 11 та 12. 
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 Вираз для вихідної напруги ТП має вигляд 
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 Вирази (3.78) - (3.82) є математичною моделлю ТП при роботі 

об’єкта контролю в усталеному режимі. Розроблений ТП з низькочас-

тотним вихідним сигналом та зменшенням похибки первинного пере-

творення, що обумовлена неточністю виконання модулятора та діаф-

рагми, придатний до високоточного контролю параметрів високо-

оборотних об’єктів. 

 

3.2. Структурна схема пристрою контролю та алгоритмів 

обробки вихідного сигналу тахометричного перетворювача для 

визначення характеристик, що контролюються 

 

3.2.1. Структурна схема пристрою контролю характеристик 

роторної системи з газомагнітним підвісом 

На рис. 3.13 наведено загальну структурну схему пристрою для 

контролю кутової швидкості та моменту інерції об’єкта, що розгляда-

ється [88]. ТП, що розглянуто у 3.1.2, має високу чутливість за кутом 

повороту, але частотні властивості його погані внаслідок високої час-

тоти вихідного сигналу. Тому далі будемо розглядати використання 

ТП з низькочастотним вихідним сигналом чи ТП з низькочастотним 

вихідним сигналом та зменшенням похибки, що обумовлена неточніс-

тю виконання модулятора та діафрагми, які є більш високочастотни-

ми. Вал об’єкта досліджень за допомогою муфти спряження 

з’єднується з валом ТП. У відповідності з [24], де проведено аналіз 

впливу муфт на вихідні характеристики об’єкта контролю, це повинна 

бути муфта типу «сильфон», яка має велику жорсткість до обертового 

моменту та дозволяє зменшити похибки, зумовлені ексцентриситетом 

спряжених кінематичних пар. Вихід ТП приєднаний до входу АЦП, 

який запускається імпульсами високостабільного генератора, частота 

якого відома з високою точністю. По закінченню перетворення код, 

відповідний миттєвому значенню вихідного сигналу ТП, за сигналом 
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готовності АЦП, передається через порт уведення-виведення та сис-

темну шину IBM PC до оперативної пам’яті, де знаходиться до обчис-

лення параметрів, що контролюються. У разі необхідності вимірюван-

ня та контролю залежності кутової швидкості або кута повороту від 

часу, поточний час розраховується програмно за формулою 

GПi TNt  )1( ,    (3.82) 

де NП - число зафіксованих перетворень АЦП; 

TG - період вихідного сигналу генератору, що запускає АЦП. 

 
Рис. 3.13. Структурна схема пристрою контролю 

 характеристик роторної системи 

 

Роздільна здатність пристрою за кутом повороту залежить від 

кількості розрядів АЦП та при використанні ТП з низькочастотним 

вихідним сигналом визначається виразом 
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де 0 - розрізнювальна здатність за кутом повороту; 

n - кількість двійкових розрядів АЦП; 

MAXU  2 , MINU  2  - максимальне та мінімальне  значення вихідної 

напруги ТП,  

 
2

0 2 4)4( rIaRSU ЗЗIMAX   ,     (3.84) 

22
0 2 4raIRSU ЗЗIMIN  .     (3.85) 

Цифровий сигнал CU  передається на шину даних процесору че-

рез порт уведення-виведення. При використанні ТП з низькочастот-

ним вихідним сигналом та зменшенням похибки, що обумовлена не-

точністю виготовлення модулятора та діафрагми, роздільна здатність 

за кутом повороту 

 

 MINMAX
n

MAX UUU  3 3 30 2)2(   ,  (3.86) 

де MINMAX UU   3  3  ,  - максимальна та мінімальна вихідна напруги з ни-

зькочастотним вихідним сигналом та зменшенням похибки, що обу-

мовлена неточністю виконання модулятора та діафрагми ТП. У цьому 

випадку на шину даних процесора через порт уведення-виведення пе-

редається сигнал UT. Початковий та поточний кут повороту при вико-

ристанні ТП з низькочастотним вихідним сигналом визначається ви-

разом (3.62). При використанні ТП з низькочастотним вихідним сиг-

налом та зменшенням похибки, що обумовлена неточністю виконання 

модулятора та діафрагми – виразом (3.77). Як було наведено вище, 

для усіх ТП, миттєва кутова швидкість прямо пропорційна першій по-

хідній його вихідної напруги, тобто виникає необхідність диференці-

ювання. Відомі три типи дискретних диференціюювальних пристроїв 

[89], АЧХ та ФЧХ, вирази для вихідних сигналів яких наведено у 

табл.. 3.3 Використання того чи іншого типів диференціаторів обумо-

влюється вимогами до роздільної здатності, завадостійкості. В пода-

льшому будемо розглядати диференціатор першого типу, який менш 

завадостійкий у порівнянні з іншими типами, але реагує на менші 

дискретні значення кута повороту. Для обчислення кутової швидкості, 

значення вихідного сигналу диференціатора помножується на коефі-

цієнт aIRSr ЗЗI0
22 , який розраховується або визначається експери-

ментально під час повірки. 
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Таблиця 3.3. 

Рівняння перетворення, АЧХ та ФЧХ дискретних диференціаторів 

Тип Вираз для вихідного си-

гналу 
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Амплітуду крутильних коливань ротора можна знайти як шля-

хом визначення відхилення кута повороту від його лінійної часової 

залежності шляхом багаторазових вимірювань з наступним усеред-

ненням максимальних результатів, так і шляхом знаходження макси-

мумів апроксимуючої функції. Вимірювання та контроль моменту 

інерції необхідно не тільки для оцінки придатності об’єкта контролю 

для подальшої роботи, а також для  знаходження динамічного момен-
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ту та механічної характеристики. Це потребує обчислення кутового 

прискорення, яке для обох ТП, що розглядаються, визначається вира-

зом 

2
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2
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Тобто необхідно знаходити першу та другу похідну вихідної на-

пруги ТП. Повторне диференціювання цифровими диференціаторами 

1-3 типів приводить до великої похибки визначення другої похідної. 

Це обумовлює необхідність використання інших алгоритмів диферен-

ціювання. Вихідний сигнал ТП має певні випадкові похибки, які при-

водять до скачкоподібних змін першої, а тим більше другої похідної 

вихідного сигналу. Тому необхідно перед першим диференціюванням 

проводити згладжування отриманих вибірок вихідного сигналу ТП. 

При цифровій обробці сигналів використовуються різноманітні алго-

ритми згладжування [90-92]: кусочно-лінійна апроксимація, апрокси-

мація поліномами Ньютона та Лагранжа, апроксимація сплайнами 

тощо. Ефективними та найбільш простими для реалізації на ПЕОМ є 

алгоритми на основі апроксимуючих сплайнів та поліномів [92], дос-

лідження яких при згладжуванні виміряної за допомогою звичайного 

частотного ТП кутової швидкості проведене у [24]. Тому, як в даному 

випадку, необхідно знаходити другу похідну відновленого сигналу, 

використання згладжування поліномом первинного сигналу неможли-

ве, тому як традиційні алгоритми згладжування кубічними полінома-

ми не забезпечують безперервність другої похідної вихідного сигналу 

[92], що необхідно у нашому випадку, поліноми більш високих поряд-

ків недоцільно використовувати для згладжування, тому як із збіль-

шенням степені полінома у багатьох випадках виникає їх осциляція. 

Від цих недоліків вільний алгоритм апроксимації загальними кубіч-

ними сплайнами [92]. Апарат сплайнів досить легко реалізується на 

ЕОМ. Найбільш поширені апроксимуючі кубічні сплайни базуються 

на поліномах третьої степені, що є найпростішою кривою, що має то-

чки перегину. Це забезпечує їх добрі апроксимаційні можливості. Ку-

бічні сплайни мають на всьому відрізку апроксимації безперервні по-

хідні до другого порядку, а невисока степінь поліному спрощує обчи-

слення та зменшує обчислювальну похибку. Апроксимація кубічними 

сплайнами полягає у проведенні між розсіяними опорними точками 

кубічного поліному  
32 )()()()( nnnnnnnn xxdxxcxxbaxP  ,  (3.88) 

де  xn - опорні точки, 

аn, bn, cn, dn - коефіцієнти поліному.  
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Кубічний поліном з поки що невідомими значеннями ординат 

nnn fxP )(  проводиться так через пари значень вимірювань (xn, yn), 

щоб різниця nf-yn  була позитивно пропорційна скачкам rn третьої 

похідної сплайн-функції у точці xn. Тобто 

)-y(r nn nfw ,     (3.89) 

w  - коефіцієнти пропорційності. В загальному випадку коефіцієнти w 

різні для кожного значення n. Коефіцієнти пропорційності залежать 

від  розсіяння значень та вибираються суб’єктивно. Задається значен-

ня початкової та кінцевої кривизни апроксимуючої функції 

NN cycy  ''
1

''
1   ; .    (3.90) 

Інші коефіцієнти cn, при рівномірній дискретизації та рівних ко-

ефіцієнтах пропорційності знаходяться з системи рівнянь, яка отриму-

ється з (3.103) при n=2, 3, 4, ... 
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hs - крок дискретизації. При відомих cn інші коефіцієнти поліному 

(3.100) розраховуються за виразами 

swhccya )(2 2111  .     (3.92) 

sNNNN whccya )(2 1   .    (3.93) 

  snnssnnn hcwchhcya 11 22   .   (3.94) 

3)2()( 11 nnssnnn cchhaab   .   (3.95) 

snnn hccd 3)( 1   .      (3.96) 

 

3.2.2. Частотний перетворювач вихідного сигналу 

тахометричного перетворювача з можливістю зміни роздільної 

здатності 

У випадку контролю невисоких кутових швидкостей в устале-

ному режимі об’єкта контролю, більш раціонально використання ци-

фрових ТП, інформативним параметром яких є частота чи період ви-

хідного сигналу. Це обумовлено високою похибкою дискретного ди-

ференціатора при низький швидкості зміни вхідного сигналу [89]. При 

безперервному контролі найбільшу точність забезпечує вимірювання 

періоду інформативного сигналу. У роботі [93] доведено, що для кож-

ного значення кутової швидкості, що контролюється, при вимірюван-

ня періоду інформативного сигналу є таке число штрихів модулятора 

цифрового ТП, при якому результуюча середньоквадратична похибка 
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вимірювання мінімальна. З вищесказаного випливає, що змінюючи 

роздільну здатність ТП по куту повороту у відповідності з кутовою 

швидкістю, яка вимірюється, можна мінімізувати похибку вимірю-

вання. ТП, що промислово виготовляються, мають фіксовану кількість 

штрихів, яку можна змінювати тільки алгоритмічно та ступінчато. 

Нижче пропонується частотний перетворювач, що дозволяє перетво-

рювати крутизну вихідного сигналу ТП з низькочастотним вихідним 

сигналом у частоту слідування імпульсів з можливістю зміни розділь-

ної здатності за кутом повороту у відповідності з кутовою швидкістю, 

що контролюється [94, 95]. Функціональна схема перетворювача ін-

формативного параметра вихідного сигналу ТП в частоту наведена на 

рис. 3.14, на рис. 3.15 наведено часові діаграми його роботи.   

 

 
Рис. 3.14. Функціональна схема частотного перетворювача вихідного 

сигналу ТП з низькочастотним вихідним сигналом та можливістю 

зміни роздільної здатності 
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Рис. 3.15. Часові діаграми роботи частотного перетворювача вихідно-

го сигналу ТП з низькочастотним вихідним сигналом з можливістю 

зміни роздільної здатності 

 

Принцип дії частотного перетворювача полягає у наступному. 

Вихідна напруга ТП з низькочастотним вихідним сигналом U2 має пи-

лкоподібний вигляд. Тривалість заднього фронту напруги, який фор-

мується при ]2,2[   , визначається кутовою шириною прорізі ді-

афрагми  . Величина кута   вибирається виходячи з умов можливо-

сті втрати інформації про кутову швидкість у проміжок часу, в який 

формується задній фронт цієї напруги.  

Перед початком вимірювання, модулятор випадково розташову-

ється відносно діафрагми, тобто вихідна напруга ТП відрізняється від 

свого мінімального значення. 

Зовнішній імпульс запуску перетворювача поступає на вхід ло-

гічного елементу АБО D3 (рис. 3.14), запускає аналого-цифровий пе-

ретворювач (АЦП) D2 та скидає лічильник імпульсів D4. Цей імпульс 

через елемент АБО D6 поступає на вихід частотного перетворювача і 

є першим вихідним імпульсом. По закінченню аналого-цифрового пе-

ретворення на виході сигналу готовності RE АЦП з’являється імпульс, 

за переднім фронтом якого цифровий код, відповідний вихідній на-

прузі ТП, записується у лічильник. Далі цифровий код подається на 

вхід цифро-аналогового перетворювача (ЦАП), з виходу якого напру-

га U  поступає на вхід суматора напруг, на другий вхід якого посту-
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пає напруга від джерела додаткової напруги (ДДН).Вихідна напруга 

ДДН перевищує мінімальну вихідну напругу ТП як мінімум на вели-

чину одного дискрету вихідної напруги ЦАП. Це необхідно для того, 

щоб перед початком вимірювання на виході компаратора був рівень 

логічного нулю. Вихідна напруга ЦАП, яка за  допомогою суматора 

складається з напругою ДДН, подається на інвертуючий вхід компара-

тору. Ця напруга (рис. 3.15) має пилоподібний вигляд та квантована за 

рівнем. При обертанні вала об’єкта контролю вихідна напруга ТП збі-

льшується прямо пропорційно куту повороту. Коли її рівень переви-

щує напругу на інвертуючому вході компаратора, на його виході 

з’являється рівень логічної одиниці і цифровий код лічильника імпу-

льсів збільшується на одиницю. Відповідно збільшується напруга на 

інвертуючому вході компаратора на величину одного дискрету вихід-

ної напруги ЦАП, а на виході компаратора з’являється напруга рівня 

логічного нуля. На виході компаратора формується імпульс, трива-

лість якого  

1001 КЦАПЛKI ttttt  ,     (3.97) 

де 01Kt  - час переключення компаратора із стану логічного нуля в 

стан логічної одиниці, 

Лt  - час спрацьовування лічильника,  

ЦАПt  - час, за який вихідна напруга ЦАП перевищить вихідну на-

пругу фотоприймача на напругу спрацьовування компаратора,  

10Кt  - час переключення компаратора із стану логічної одиниці в 

стан логічного нуля. 

Процес продовжується циклічно і на виході компаратора фор-

мується послідовність імпульсів, яка поступає на вхід формувача ім-

пульсів F, який формує вихідні імпульси BU  калібровані по амплітуді 

та тривалості. Так як вихідна напруга фотоприймача прямо пропор-

ційна куту повороту, а вихідні імпульси компаратора формуються в 

моменти збільшення цієї напруги на постійну величину одного кванту 

вихідної напруги ЦАП, час між двома сусідніми імпульсами є часом 

повороту вала об’єкта контролю на фіксований кут. Коли кут поворо-

ту вала об’єкта контролю знаходиться в межах ]2,2[   , напруга 

UC стає рівня логічної одиниці. Тривалість імпульсу UC дорівнює часу 

дії заднього фронту напруги U2. За заднім фронтом цього імпульсу 

здійснюється скид лічильника. Таким чином, на протязі кожного обе-

рту на виході частотного перетворювача формується послідовність 

імпульсів, частота яких пропорційна значенню кутової швидкості. Ро-

зглянемо процес зміни розрізнювальної здатності частотного перетво-

рювача. Як відомо [96], розрізнювальна здатність найбільш швидко-

діючих ЦАП з сумування струмів знаходиться з виразу  
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CОПЦАПЗЗЗР RURU ....  ,    (3.98) 

де ОПU  - опорна напруга ЦАП; 

ЦАПЗЗR ..  - опір кола зворотного зв’язку операційного підсилювача 

ЦАП; 

CR  - струмозадаючий резистор молодшого розряду.  

Діапазон зміни вихідної напруги ТП дорівнює різниці  між  її 

максимальним та мінімальним значенням та визначається співвідно-

шенням 
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 Кількість імпульсів, Ik , які формуються за кут повороту  2 , 

визначається як відношення  діапазону зміни вихідної напруги ТП 
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 а роздільна здатність: 
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 Із виразу (3.101) випливає, що роздільна здатність частотного 

перетворювача прямо пропорційна опорній напрузі ЦАП. В якості 

джерела керуючої напруги можливе використання іншого ЦАП. Тоді 

роздільною здатністю можна керувати цифровим кодом. Сучасні ЦАП 

допускають зміну опорної напруги в широкому діапазоні [97], що 

обумовлює широкий діапазон зміни роздільної здатності. 

 При використанні частотного перетворювача вихідного сигналу 

ТП та при обертанні ротора об’єкта контролю з високостабільною ку-

товою швидкістю, основною складовою загальної похибки визначення 

кутової швидкості є похибка, що обумовлена відсутністю синхроніза-

ції між вихідними імпульсами ТП та імпульсами зразкового генерато-

ру. У цьому випадку доцільним є застосування розглянутого у [23, 98-

100] оптимального алгоритму мінімізації похибки вимірювання часто-

ти та періоду на основі усереднювальних вікон Діріхлє. Це дає змогу 

мінімізувати похибку вимірювання кутової швидкості та тим самим 

підвищити точність контролю. 
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3.2.3. Частотний перетворювач вихідного сигналу 

тахометричного перетворювача з нормованою похибкою 

вимірювання 

 Розвиток тахометрії приводить до необхідності розробки сенсо-

рів кутової швидкості, що здатні змінювати свої характеристики з 

врахуванням зміни характеристик електромоторів. Вказані проблеми 

можуть бути вирішенні шляхом застосування в тахометрії мікропро-

цесорів із використанням програмно-апаратних принципів побудови 

сенсорів кутової швидкості  

За зразком ТП, показаного на рис. 3.13, за основу візьмемо фо-

тоелектричний ТП, який описаний в розділі 3.1.5.  

Залежність площі, через яку світло потрапляє на фоточутливий 

шар лінійного фотоприймача, від кута повороту визначається таким 

чином 
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де S - площа отвору, через який світло потрапляє на фоточутливий 

шар першого лінійного фотоприймача;  

 - кут повороту модулятора відносно краю нерухомої діафрагми; 

 - кут між променями діафрагми. 

Таким чином, при вищевказаній формі кривих, які обмежують 

проріз модулятора, площа отвору, через який світло потрапляє на фо-

точутливий шар лінійного фотоприймача, лінійно залежить від кута 

повороту модулятора відносно краю нерухомої діафрагми. Оскільки 

світловий потік прямо пропорційний площині отвору, а вихідна на-

пруга лінійного фотоприймача прямо пропорційна світловому потоку, 

то вихідна напруга лінійного фотоприймача лінійно залежить від кута 

повороту модулятора. 

Кут повороту та кутова швидкість пов'язані співвідношенням: 

dt

kdU

dt

d
tr 


 )( ,    (3.103) 

де r - кутова швидкість обертання;  

t - час;  

k - коефіцієнт пропорційності;  

U - вихідна напруга лінійного фотоприймача. 

 Для неперервного отримання вимірювальної інформації відбу-

вається послідовне підключення до виходу сенсора вихідної напруги 

того лінійного фотоприймача, вихідний сигнал якого у відповідний 

момент часу є інформативним, тобто не формується його задній 

фронт. При обертанні вала на виході ТП формується сигнал пилкопо-

дібної форми, крутизна переднього фронту якого прямо пропорційна 
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миттєвій кутовій швидкості. Частота цього сигналу вдвічі більша час-

тоти обертання вала. Далі сигнал поступає на АЦП і на мікропроцесо-

рний пристрій. 

 Недоліком цього ТП є обмеження верхньої межі вимірювання, 

яке зумовлено частотою квантування аналогово-цифрового перетво-

рювача. Для визначення максимальної частоти зміни сигналу, на яку 

реагує АЦП скористаємося формулою [101] 

t

h

dt

dU
n2

 ,    (3.104) 

де 
dt

dU
 - швидкість зміни сигналу; 

h - розмах сигналу; 

n - розрядність АЦП; 

tc - час спрацювання пристрою вибірки зберігання. 

 Для пилкоподібного сигналу отримаємо: 

mm fktftgarctgk  ))'(( ,   (3.105) 

де k=h/1.5 - коефіцієнт пропорційності; 

fm - максимальна частота сигналу. 

 Для восьмирозрядного АЦП, з часом вибірки зберігання tc=20нс 

отримаємо верхню межу вимірювання 300 кГц (15 тис. об/хв). При 

збільшенні розрядності АЦП верхня межа вимірювання зменшиться 

ще більше. Отже, застосування АЦП є недоцільним при вимірюванні 

кутової швидкості більше 15 тис. об/хв.  

 В розробленому ТП [102] використовуються переваги ТП, наве-

деного в пункті 3.1.5. Але квантування отриманого лінійного сигналу 

відбувається не за рахунок АЦП, а за допомогою матриць аналогових 

компараторів, швидкість спрацювання яких набагато більша. Далі си-

гнал оброблюється засобами мікропроцесорного пристрою. Структур-

на схема ТП наведена на рис. 3.16.  

Спрощена структурна схема ТП складається з вала 1, який 

зв’язаний з модулятором 2, що має форму диска з прорізом спеціаль-

ної форми. Напроти прорізу перед модулятором 2 розташовано дже-

рело світла 3. Напроти розташовані перший та другий лінійні фото-

приймачі 4 і 5. Діафрагма 6, встановлена за лінійними фотоприймача-

ми. Вал 7 об’єкта вимірювання з'єднується з валом 1 ТП. Виходи фо-

топриймачів з'єднані з аналоговими входами аналогового комутатора. 

Вихід комутатора 9 з'єднаний з входами матриці аналогових компара-

торів 11, інші входи якої приєднані до джерела опорної напруги 10, 

які призначені для подачі різної опорної напруги. Виходи матриці 

аналогових компараторів 11 з'єднані з мікроконтролерним пристроєм 

12. Матриця аналогових компараторів, може складатися з різної кіль-
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кості компараторів. Один вихід мікроконтролера приєднаний до адре-

сного входу аналогового комутатора, інший – до входу живлення об'-

єкта вимірювання 8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3.16. Спрощена структурна схема ТП 

 

 ТП був змодельований за допомогою пакету графічного моде-

лювання Simulink системи Mathlab[103,104] (рис. 3.17). 

 

 

Рис. 3.17. Функціональна схема ТП в Simulink 

 

 В якості об’єкта контролю обрано асинхронний електромотор 

(блок „AD”), з кутовою швидкістю 3000 об/хв. Сигнал з виходу 
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об’єкта поступає на блок інтегратора „fi”, який перетворює кутову 

швидкість у кут обертання, а далі у напругу, яка змінюється у діапазо-

ні 0-5 В. Для того, щоб уникнути зони нечутливості первинного пере-

творювача в блоці “N chennal” сигнал розділяється на два канали, імі-

туючи роботу двох фотоприймачів. Канали перемикаються в момент 

часу, коли напруга досягає певного значення. 

 Потім сигнал поступає на блок “A Comparator”, який імітує мат-

рицю аналогових компараторів, за допомогою яких відбувається кван-

тування сигналу. Коли напруга сигналу перевищує величину опорної 

напруги на першому вході на виході блока формується перша сходин-

ка, коли напруга сигналу перевищує опорну напругу на другому вході 

– формується друга сходинка і так далі. Таким чином формується 

східчастий сигнал (рис.3.18. е). 

 

Рис. 3.18. Графіки роботи сенсора кутової швидкості. а) задана ку-

това швидкість; б) похибка вимірювання; в) виміряна кутова швид-

кість; г) зміна кількості імпульсів; д) зміна z; е) східчастий сигнал. 

 

 Час між появою сусідніх сходинок вимірюється засобами мікро-

контролера, що імітується за допомогою блоку “N”. На його виході 

формується кількість імпульсів (частота яких задається зразковим ге-

нератором “Fk”), яка відповідає часу між спрацюванням двох сусідніх 

аналогових компараторів (рис.3.18.в). Далі час перетворюється у ку-

тову швидкість за формулою 
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FkN

z

tdt

d

x /

/0 
  ,    (3.106) 

де 0 - кут повороту модулятора, який відповідає мінімальній напрузі 

спрацювання матриці аналогових компараторів; 

tx - час, за який здійснюється цей поворот; 

z – кількість входів аналогового компаратора, з яких  зчитується ін-

формація; 

Fk – зразкова частота; 

N – кількість імпульсів. 

 На рис. 3.18. зображені графіки роботи сенсора, а саме: графік 

зміни кутової швидкості ωr на виході об’єкта „AD”, який працює в 

режимі пуск (t<0.6), статика (0.6<t<1), самогальмування(t>1); східчас-

тий сигнал отриманий з виходу блока “A Comparator”; кількість імпу-

льсів N за проміжок часу tx. 

 З наведених графіків видно, що чим більша кутова швидкість, 

тим менший час tx, за який здійснюється перехід з однієї сходинки на 

іншу, і тим менша кількість імпульсів N, що отримується за час tx. 

 Похибка сенсора кутової швидкості обчислюється за формулою 

%100
2

1
%100

2

1





r
x

z
t




 ,   (3.107) 

звідки випливає, що регулювати похибку можна за допомогою зміни 

часу tx. Цього можна досягти змінюючи кількість інформативних вхо-

дів мікропроцесора z, тобто зчитування інформації проводиться лише 

з тих входів мікропроцесора, які задаються програмно. 

 Процедура вибору кількості інформативних входів здійснюють-

ся в блоці “Z”. Похибка вимірювання кутової швидкості порівнюється 

з заданою, якщо похибка менше заданої, то кількість інформаційних 

входів z зменшується, якщо - більше, то кількість входів z, з яких зчи-

тується інформація збільшується. 

 При цьому необхідно враховувати, що зчитування повинно від-

буватись з рівновіддалених один від одного входів, для того, щоб кут 

0 залишався однаковим на всіх інтервалах. Тому кількість можливих 

інформаційних входів z задається програмно, виходячи з апаратної кі-

лькості входів матриці аналогових компараторів. Так, наприклад, при 

загальній кількості входів рівній 24, можлива кількість інформаційних 

входів може бути z=[24, 12, 8, 6, 4, 3, 2, 1]. 

 Блок „delta_f” є генератором зразкової частоти, з якою перевіря-

ється значення похибки вимірювання, і, відповідно відбувається зміна 

кількості інформаційних входів z. 

Як видно з рис.3.18. при зменшенні похибки вимірювання, зме-

ншується кількість інформаційних виходів z, і при збільшенні похиб-
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ки вимірювання збільшується z. В статичному режимі, коли похибка 

набагато менша за задану, z дорівнює 1, коли похибка збільшується до 

значення заданої, z дорівнює максимальному значенню 24. Визначено, 

що при статичному режимі похибка вимірювання не перевищує 0,5 %, 

при чому кількість z мінімальна. В динамічному режимі, похибка збі-

льшується до 5 %, при цьому збільшується і кількість z. Необхідно за-

уважити, що даний сенсор є нечутливим в області низьких швидкос-

тей обертання, чим і зумовлена велика відносна похибка на початку 

вимірювання. Цю проблему можна вирішити шляхом введення на ни-

зьких частотах АЦП. 

 

3.2.4. Алгоритм обробки вихідного сигналу тахометричного 

перетворювача для визначення моменту інерції об’єкта контролю 

за амплітудою крутильних коливань 

Момент інерції роторної системи є одним з найважливіших її 

параметрів, що необхідно контролювати під час будь-яких 

випробувань. При наявності вимірювальної інформації про момент 

інерції та швидкісну діаграму об’єкта контролю можливе визначення 

динамічного моменту та моменту опору на вала. Визначення моменту 

інерції традиційними методами є складним та трудомістким процесом. 

Непряме визначення моменту інерції через вимірювання амплітуди 

крутильних коливань дає змогу автоматизувати його. Розглянемо рис. 

3.19, на якому наведено залежності кута повороту від часу при 

постійному значенні кутової швидкості та відсутності крутильних 

коливань )(tC  та при наявності крутильних коливань )(t . 

Залежність кута повороту від часу в усталеному режимі роботи 

об’єкта контролю можна записати 

)()()()( ttttt KCKC   ,    (3.108) 

де C  - середнє значення кутової швидкості.  

Значення тангенсу кута нахилу прямої )(tC , який дорівнює се-

редньому значенню кутової швидкості, визначається шляхом багато-

разових визначень миттєвого значення кута повороту та наступного 

знаходження середньоарифметичного значення похідної сигналу при 

роботі об’єкта в усталеному режимі. 

Середнє значення кутової швидкості визначається виразом 

 



n

i
Bii

B
C Ttt

nT 0

)()(
1

 ,    (3.109) 

де n - кількість визначених значень кутової швидкості;  

ТВ - крок дискретизації. 
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Рис. 3.19. До визначення моменту інерції ротора 

 

  Складова виразу (3.108) )(tK  має коливальний характер та за-

лежить від наступних причин [40]: змінні електромагнітні сили в 

об’єкті контролю, несинусоїдальності розподілу магнітної індукції 

вздовж зазору, нерівномірності магнітної провідності вздовж осей; 

змінні механічні сили в об’єкті контролю. Це в першу чергу дисбаланс 

ротора, що приводить до виникнення змінних динамічних сил, зміна 

температури, місцеві деформації та гальмівні моменти; зовнішні фак-

тори, що впливають на ступінь нерівномірності обертання ротора. До 

них можна віднести коливання напруги живлення та значення наван-

таження, несинусоїдальність напруги живлення, нестабільність його 

частоти. Для ЕМ з газомагнітним підвісом конічного ротора, доміну-

ючою причиною, що обумовлює виникнення крутильних коливань є 

дисбаланс ротора [12]. У цьому випадку, за умови знехтування інши-

ми причинами виникнення крутильних коливань, вираз (3.108) з ура-

хуванням (2.140) запишеться як  

tAtttt CKC   2sin)()()(  ,   (3.110) 

Величина iA , яка дорівнює різниці між значеннями кута пово-

роту з урахуванням крутильних коливань та без їх урахування, визна-

чається виразом 



 

 97 

 



n

i
Bii

B

i
iiCiiiii Ttt

nT

t
ttttttA

0
0 )()()()()()()(  . 

(3.111) 

Для знаходження амплітуди крутильних коливань доцільно ско-

ристатись сплайн-інтерполяцією з наступним знаходженням серед-

нього значення максимумів та мінімумів інтерполяційного сплайну. 

Позначимо інтерполяційний сплайн через )(tPA . Тоді амплітуда кру-

тильних коливань визначається як середнє арифметичне модулів мак-

симумів та мінімумів інтерполяційного сплайну  
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де КMAX, КMIN - кількість максимумів та мінімумів інтерполяційного 

сплайну.  

Завдання знаходження максимумів та мінімумів інтерполяцій-

ного сплайну легко розв’язується відомими методами. Момент інерції 

визначається за виразом (2.153). 
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4. МЕТРОЛОГІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТА 

ВІРОГІДНІСТЬ КОНТРОЛЮ 

 

4.1. Метрологічні характеристики засобу контролю кутової 

швидкості та моменту інерції 

 

4.1.1. Моделювання похибки первинного перетворення «кут 

повороту-напруга», що обумовлена частотними властивостями 

фотоприймачів 

Похибка первинного перетворення «кут повороту-напруга» 

обумовлена частотними властивостями фотоприймача та виникає вна-

слідок спаду його частотної характеристики в області верхніх частот. 

Вона залежить від кутової швидкості вала об’єкта контролю.  

Моделювання частотних викривлень вихідного сигналу ТП не-

обхідно для оцінки похибки первинного перетворення «кут повороту-

напруга» для визначення діапазону зміни параметрів, що контролю-

ються, у якому вірогідність контролю суттєво не знижується. Моде-

лювання стосується розробленого ТП з низькочастотним вихідним си-

гналом  і кожного фотоприймача ТП з низькочастотним вихідним си-

гналом та зменшенням похибки первинного перетворення, що обумо-

влена неточністю виготовлення модулятора та діафрагми. Воно про-

водилось за таким алгоритмом: 

- відома пилкоподібна залежність площі, яка освітлюється, фо-

точутливого шару фотодіода від часу в усталеному режимі роботи 

об’єкта контролю умножається на коефіцієнт пропорційності між ви-

хідною напругою та площею 
20

r

I
RS ЗЗI , в результаті чого отримуєть-

ся вихідна напруги UI  ТП, фотоприймач якого має необмежену смугу 

пропускання. Залежність площі, яка освітлюється, фоточутливого ша-

ру фотодіода, що входить до складу фотоприймача, від часу, розкла-

дається в ряд Фур’є на 1400 складових, умножається на коефіцієнт 

пропорційності між площею та напругою, в результаті отримується 

апроксимуюча функція вихідної напруги ТП UA. Кількість складових 

обмежена можливостями математичного пакету програм Maple V R4 

[105, 106 та ПЕОМ. Похибка апроксимації розраховується за виразом. 

%100



I

IA
A

U

UU
 .    (4.1) 

Внаслідок того, що функція зміни площі не є монотонною, по-

хибка апроксимації біля її максимальних та мінімальних значень зна-

чно збільшується. Це обумовлює доцільність визначення похибки ап-

роксимації на окремих інтервалах вихідного сигналу ТП з метою ви-
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значення інтервала, на якому похибка апроксимації значно менша за 

похибку, що обумовлена частотними викривленнями. Слід зазначити, 

що похибка апроксимації не залежить від періоду вихідного сигналу 

ТП. Це дає змогу у даному випадку розглядати залежність похибки 

апроксимації від кута повороту а не від часу. Один імпульс пилкопо-

дібної вихідної напруги ТП формується за один оберт та відповідає 

куту повороту вала об’єкта контролю на 2 , що відповідає періоду ТС. 

На рис. 4.1 наведено розраховані залежності похибки апроксимації у 

різних діапазонах зміни кута повороту.  

Рис. 4.1. Залежності похибок апроксимації в 

різних діапазонах зміни кута повороту 

 

На рис. 4.1, а наведено залежність похибки апроксимації в діа-

пазоні зміни кута повороту від 0 до 0,2  , що відповідає ділянці періо-

ду вихідного сигналу 0-0,1ТС, на рис. 4.1, б - від 0,2  до 1,8  , що від-

повідає ділянці періоду вихідного сигналу 0,1 ТС - 0,9ТС, на рис. 4.1, в 

- від 1,8   до 2 , що відповідає 0,9ТС - ТС. З аналізу рис. 4.1 випливає, 

що похибка апроксимації на часовому інтервалі від 0,1 до 0,9 періоду 

вихідного сигналу, не перевищує 0,008 % на границі інтервала, а на 

середині інтервала складає близько 0,004 %. На інтервалах зміни кута 

повороту від 0 до 0,2  та від 1,8   до 2  похибка апроксимації значно 

збільшується, що робить недоцільним моделювання частотних викри-

влень у цих інтервалах. 

Гармонічні складові вихідної напруги ТП RU  з урахуванням ча-

стотних властивостей його фотоприймача та без урахування шумової 

складової, напруги зміщення та різниці вхідних струмів операційного 
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підсилювача, які не залежать від частоти і якими в даному випадку 

можна знехтувати, знаходяться з виразу (3.19), в який замість площі 

підставляється сума розрахованих гармонічних складових періодичної 

залежності площі від часу.  

Відносне значення зміни вихідної напруги ТП, що обумовлене 

частотними викривленнями, яке внаслідок пропорційності вихідної 

напруги куту повороту дорівнює відносній частотній похибки пер-

винного перетворення «кут повороту-напруга», визначається за вира-

зом  

%100



I

RI

U

UU
 .    (4.2) 

У таблиці 4.1 наведено часові діаграми вихідного сигналу ТП 

при різних значеннях кутової швидкості з урахуванням частотних ви-

кривлень та без їх урахування,  графіки огинаючої розрахованої від-

носної похибки перетворення «кут повороту напруга». Графіки оги-

наючої наведено тому що розрахована функція дуже «розбовтана» 

внаслідок великої кількості гармонічних складових. 

Синхронні гістерезисні ЕМ з газомагнітним підвісом конічного 

ротора як правило мають масивний ротор, що обумовлює малу у порі-

внянні з ЕМ з дисковим ротором максимальну кутову швидкість. Для 

промислових екземплярів вона не перевищує 2500 рад/с.  

Моделювання частотної похибки проведене  при двох значеннях 

сталої часу фотодіода - VD =10-4 с та VD =10-5 с, та для трьох частот 

обертання :  1000 рад/с   9550 об/хв;  2500 рад/с   24000 об/хв; 

 10000 рад/с   95000 об/хв. 

З аналізу таблиці 4.1 витікає, що в діапазоні зміни кута повороту 

від 0.2  до 1.8  , похибка первинного перетворення, що зумовлена 

частотними властивостями фотоприймача, значно перевищує похибку 

апроксимації. Це обумовлює достовірність отриманих в результаті 

моделювання результатів. Слід зазначити, що ефективна ширина спе-

ктру вихідного сигналу ТП в усталеному режимі роботи об’єкта конт-

ролю буде більше, ніж в динамічному режимі, тому що в усталеному 

режимі тривалість вихідних імпульсів буде менша, а швидкість зміни 

вихідної напруги більша, ніж в динамічному. Це свідчить про те, що в 

динамічному режимі частотна похибка первинного перетворення не 

буде перебільшувати цю похибку в усталеному режимі.  

Для оцінки верхньої межі кутової швидкості необхідно оцінити 

відносну похибку квантування вихідного сигналу ТП за допомогою 

АЦП. Похибка обумовлена частотними властивостями не буде впли-

вати на результат перетворення «кут повороту - напруга» тільки коли 

вона значно менше похибки квантування.  
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Таблиця 4.1. 

Відносна частотна похибка первинного перетворення «кут повороту-

напруга» 

 , 

рад/c 
VD  , 

с 

Часові діаграми вихідного 

сигналу ТП 
 , % 

 

 

 

1000 

 

 

 

10-4 

  
 

 

 

 

1000 

 

 

 

 

10-5 

 
 

 

 

 

 

2500 

 

 

 

 

10-4 

 
 

 

 

 

 

2500 

 

 

 

 

10-5 

  
 

 

 

 

10000 

 

 

 

 

10-5 

  

Як відомо [107], похибка квантування при відсутності випадко-

вих завад розподілена рівномірно, її максимальні значення дорівню-
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ють 2q , де q - крок квантування. Є очевидним, що абсолютна похи-

бка визначення кутового положення, що обумовлена квантуванням 

вихідного сигналу ТП описується виразом 

  122  n
D  ,   (4.3) 

де n - кількість розрядів АЦП.  

Її відносне середньоквадратичне значення [107] 






32

2
1




nD .    (4.4) 

Результати розрахунку середньоквадратичного значення цієї 

похибки при різних значеннях кількості розрядів АЦП наведено у 

таблиці 4.2. 

 З порівняльного аналізу таблиці 4.1 та 4.2 випливає, що при ви-

користанні фотодіодів з постійної часу 10-4 с, ТП має погані частотні 

властивості. При кутовій швидкості 2500 рад/с відносна частотна по-

хибка первинного перетворення «кут повороту - напруга» досягає 10 

%, що обумовлює можливість використання ТП з такими фотодіодами 

тільки на низьких кутових швидкостях або для визначення кута пово-

роту у статичному режимі. При використанні фотодіодів з постійною 

часу 10-5 с, відносна частотна похибка первинного перетворення не 

перевищує 0,07 % в діапазоні зміни кута повороту від 0,2   до 1,8  

при кутовій швидкості 2500 рад/с. При кутовій швидкості 10000 рад/с 

відносна частотна похибка первинного перетворення не перевищує 

0,5%. Використання 16-ти розрядного АЦП недоцільно на високих ку-

тових швидкостях, тому що похибка квантування на порядок менша за 

частотну похибку. Застосування таких АЦП можливе при визначенні 

малої кутової швидкості. При використанні 12-ти розрядного АЦП 

похибка квантування значно перевищує частотну похибку майже на 

всьому діапазоні зміни кута повороту від 0,2   до 1,8  при кутовій 

швидкості 2500 рад/с. Уникнути проявлення частотної похибки при 

малих значеннях  кута повороту, де відносна похибка квантування та 

відносна частотна похибка близькі між собою, можливо шляхом вико-

ристання ТП, що розглянуто у 3.1.5. При використанні 8- та 10-ти роз-

рядних АЦП похибка квантування значно більша за частотну похибку, 

але вони не забезпечують високу розрізнювальну здатність за кутом 

повороту, та малу похибку квантування, що приводить до високої по-

хибки визначення кутової швидкості. У подальшому будемо вважати, 

що об’єкт контролю працює з такою кутовою швидкістю, що частотна 

похибка мала настільки, що нею можна знехтувати. 
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Таблиця 4.2. 

Відносна середньоквадратична похибка перетворення  

«кут повороту - напруга», що зумовлена квантуванням вихідного  

сигналу ТП 

Кількість розрядів АЦП ,D  % 

 

 

 

n=8 

 
 

 

 

n=10 

 
 

 

 

n=12 

 
 

 

 

n=16 
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4.1.2. Похибка визначення кутового положення вала об’єкта 

контролю 

Визначимо похибку вимірювання кутового положення вала 

об’єкта контролю. Визначення кута повороту необхідно для подаль-

шого визначення амплітуди крутильних коливань, яку необхідно зна-

ти для визначення моменту інерції ротора, кутової швидкості як в ди-

намічному, так і статичному режимі. Для спрощення, розглянемо по-

хибку вимірювання кута повороту за допомогою розробленого пер-

винного перетворювача з низькочастотним вихідним сигналом, у яко-

го вихідна напруга прямо пропорційна куту повороту. Для усіх розро-

блених ТП вона однакова, різниця є тільки у виразах, за якими обчис-

люється кут повороту. При використанні засобу контролю, що побу-

довано за структурною схемою, розглянутою у третьому розділі, по-

хибка вимірювання кута повороту складається з похибки аналого-

цифрового перетворення та похибки, що обумовлена неточністю ви-

конання прорізів модулятора та діафрагми і випадковими завадами. 

Для спрощення, припустимо, що похибка, обумовлена неточністю ви-

конання прорізів модулятора та діафрагми і випадковими завадами, 

має нормальний закон розподілу з нульовим математичним очікуван-

ням, що описується виразом 
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 ,    (4.5) 

де U  - похибка перетворення кута повороту в напругу, що обумовле-

на неточністю виконання модулятора та діафрагми та випадковими 

завадами; 

U  - середнє квадратичне значення цієї похибки. 

 Похибка аналого-цифрового перетворення має, у відповідності з 

[107 - 109],  дві складових. Перша складова - це динамічна похибка, 

що обумовлена квантуванням вхідної величини АЦП за часом. В ре-

зультаті зміни вхідного сигналу результат перетворення буде неви-

значений на інтервалі перетворення. При використанні пристрою ви-

бірки зберігання (ПВЗ), динамічну складову можна значно зменшити. 

Для даного випадку, частота вихідного сигналу ТП не перевищує 1 

кГц. Сучасні АЦП [111], з виконаними в одному з ними корпусі ПВЗ 

дозволяють при кількості двійкових розрядів до 16 досягти часу пере-

творення 2 мкс. Це дозволяє при використанні таких АЦП знехтувати 

динамічною похибкою при подальших розрахунках. Друга складова - 

це похибка одного відліку або похибка квантування. Вона складається 

з похибки цифрового представлення, що обумовлена наявністю кван-

тування за рівнем та зв’язаного з цим кінцевої кількості дозволених 

рівнів, та інструментальної похибки АЦП. Інструментальна похибка 
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обумовлена наявністю шумів та випадкових завад як у вхідному сиг-

налі, так і у вузлах АЦП, що виникають при його виготовленні та екс-

плуатації. Виникнення цієї похибки обумовлено багатьма факторами 

та її закон розподілу наближується до нормального. В подальшому, 

для спрощення розрахунків, будемо вважати, що інструментальна по-

хибка відсутня. Похибка квантування, при великій кількості розрядів 

вихідного коду, може бути описана прямокутним законом розподілу, 

що відповідає рівній щільності ймовірності похибки квантування в 

межах 2q . Величина кванту жорстко зв’язана з максимальним зна-

ченням вихідної напруги та кількістю двійкових розрядів АЦП  
n

MAXUq 2 2 .    (4.6) 

Закон розподілу цієї похибки описується виразом 
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Рис. 4.2. Закони розподілу загальної похибки  

вимірювання кута повороту 

 

 Графіки залежності відносного середньоквадратичного значення 

похибки визначення кута повороту, що обумовлена похибкою кванту-

вання АЦП, від поточного кута повороту, при різній кількості  двійко-

вих розрядів АЦП наведено у табл. 4.2. Середньоквадратичне значен-

ня загальної похибки вимірювання кута повороту визначається виразом 

[112] 

22
UD   .      (4.8)  
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Закон розподілу похибки вимірювання кута повороту є компо-

зицією законів розподілу похибки квантування та похибки, що обумо-

влена неточністю виконання елементів модулятора і діафрагми та ви-

падковими завадами. Він визначається як звернення законів розподілу 

складових загальної похибки [113, 114], а його графіки при різних 

значеннях розрядності АЦП наведено на рис. 4.2 
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 У виразі (4.9) інтеграл не береться і може бути знайдений тільки 

чисельними методами. Для побудови графіків законів розподілу вико-

ристовувався пакет програм Maple R4, було припущено, що середньо-

квадратичне значення похибки, що обумовлена випадковими завадами 

та неточністю виконання прорізів модулятора та діафрагми, дорівнює 

середньоквадратичному значенню похибки квантування. 

 

4.1.3. Аналіз похибок вимірювання кутової швидкості шля-

хом диференціювання вихідного сигналу тахометричного пере-

творювача та її мінімізація 

Для визначення кутової швидкості необхідно диференціювати 

вихідний сигнал ТП. В загальному випадку результуюча похибка дис-

кретного вимірювання кутової швидкості має такі складові [89]: мето-

дична похибка; похибка інтерполяції; похибка, що обумовлена похиб-

кою одного відліку АЦП; похибка, що обумовлена випадковими зава-

дами та неточністю виконання модулятора та діафрагми.  

 Методична похибка дискретного вимірювання кутової швидкос-

ті в момент ti визначається виразом 
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



 





 ,       (4.10) 

де BT  - час між відліками вихідного сигналу ТП,  

)(,)( Bii Ttt   - значення кута повороту в моменти часу it  та 

Bi Tt  . 

У випадку, коли кутове прискорення дорівнює нулю (кутова 

швидкість постійна), методична похибка відсутня. Для оцінки мето-

дичної похибки використаємо методику, застосовану в [89]. Припус-

тимо, що усі інші похибки, окрім методичної, відсутні. Вважаємо ви-

хідний сигнал ТП гладкою функцією часу, яка у будь-якій точці розк-

ладається у ряд Тейлора. Якщо розкласти )( Bi Tt   біля точки it  в ряд 

Тейлора, обмежившись трьома членами ряду, отримуємо 
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T
tTt ,  (4.11) 

де   - точка між Bi Tt   та it . Після нескладних перетворень (4.18) 

отримуємо 

)(
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)(





 B

i
B

i T
t

T

t
.   (4.12) 

Максимальна оцінка методичної похибки вимірювання кутової 

швидкості 

22
)(max)(

],1[

B
MAX

B

itit
iM

TT
tt  



, (4.13) 

де MAX  - максимальне значення другої похідної вихідного сигналу 

ТП на інтервалі диференціювання, виражене у одиницях кутового 

прискорення. Значення MAX  обумовлене не тільки режимом роботи 

об’єкта контролю, а й імпульсними завадами у вихідному сигналі ТП. 

)(max
],1[

tUK
itit

MAX 


  ,    (4.14) 

де K - коефіцієнт, який зворотно пропорційний крутизні залежності 

вихідної напруги ТП від кута повороту.  

Як випливає з (3.65), цей коефіцієнт дорівнює 

aIRSrK ЗЗI  0
22 .    (4.15) 

Провівши аналогічні перетворення, можна довести, що методи-

чна похибка на початку інтервала диференціювання дорівнює методи-

чній похибці на кінці інтервала. Якщо виникає необхідність подаль-

шої обробки даних, тобто запізнення вимірювальної інформації не ва-

жливе, можна визначити методичну похибку із запізненням на 2BT . 

У цьому випадку, у відповідності з [89] 

2424
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

.  (4.16) 

Цю оцінку можливо використовувати при обробці даних вимі-

рювання з використанням інтерполяції. Вище наведені розрахунки 

справедливі тільки для диференціаторів першого типу. Для диферен-

ціаторів другого типу, у відповідності з [89], оцінка максимальної ме-

тодичної похибки має вигляд 

 
12

2
B

MAXBiM

T
Tt   ,    (4.17) 

а для диференціатору третього типу 
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 Диференціатори другого та третього типу мають вищу завадос-

тійкість, ніж диференціатор першого типу. Але вони мають більший 

інтервал диференціювання. Максимальна оцінка методичної похибки 

диференціатора першого типу прямо пропорційна максимальному 

значенню другої похідної вихідної напруги ТП та часу ТВ. Значення 

другої похідної вихідної напруги в загальному випадку є випадковою 

величиною, яка залежить від багатьох факторів. На неї впливають ку-

тове прискорення, випадкові завади, резонансні явища, що обумовлені 

муфтою спряження, співвідношення моментів на вала, прецесія та ну-

тація ротора, неточність виконання прорізів модулятора і діафрагми 

тощо. У роботі [115] доведено, що якщо виходити з режиму роботи 

об’єкта контролю з максимальними динамічними моментами (макси-

мальне навантаження, максимальна швидкодія), закон розподілу мак-

симального кутового прискорення буде наближатись до дискретного 

двомодального. У цьому випадку, закон розподілу методичної похиб-

ки диференціатора першого типу, має також дискретний двомодаль-

ний закон розподілу. 
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MMAX
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TT
p   . (4.19) 

 Середньоквадратичне відхилення методичної похибки  

MAX
B

M

T


2
 .   (4.20) 

 Для вимірювання швидкісних діаграм та проведення динаміч-

них вимірювань кутової швидкості необхідно знаходити виміряні зна-

чення між точками опитування. Для цього використовують інтерполя-

цію. При цьому виникає похибка інтерполяції. Оцінки інтерполяції 

розглянуто у [116]. Так стосовно до диференціатора першого типу по-

хибка ступінчатої інтерполяції оцінюється виразом 

B
itit

I Ttt )(max)(
],1[
 



.    (4.21) 

 При використанні лінійної інтерполяції оцінка похибки має ви-

гляд 
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.   (4.22) 

 При використанні інтерполяції кубічними сплайнами можна ви-

користовувати точні або асимптотично точні оцінки похибок сплайн-

інтерполяції на класах функцій [117]. Всі вони достатньо складні для 
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використання, тому в даному випадку доречно обмежитись тільки по-

рядковими оцінками похибок. Якщо функція )t(  належить класу 

 b;aCk  функцій, неперервних на  b;a  і які мають неперервні похідні 

до k - того порядку (k = 0, 1, 2, 3, 4), то для похибки інтерполяції кубі-

чним сплайном s(t) функції та її похідних дійсні оцінки  

,,)()(max )()( pkhctst pkpp

bta
 


   (4.23) 

де с - невід’ємна константа;  

ii
sNi

xxh  


1
10

max ,    (4.24) 

де Ns - число відліків.  

Для функції  b;aC)t( 4  порядок наближення )t(  сплайном s(t) 

дорівнює )h( 4 , порядок наближення похідної )t()t(  , дорівнює 

)h( 3  та буде складати малу величину у порівнянні з іншими похиб-

ками.  

Розглянемо похибку визначення кутової швидкості, що обумов-

лена похибкою квантування вихідного сигналу ТП. Припустимо, що 

методична похибка визначення кутової швидкості та похибка визна-

чення кута повороту, що обумовлена неточністю виконання модуля-

тора та діафрагми відсутні. Тоді результат вимірювання можливо за-

писати у вигляді 
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


 ,(4.25) 

де )( iB t  - виміряне значення кутової швидкості у момент часу it ; 

)( it , )( Bi Tt   - значення кута повороту у моменти часу it  та Bi Tt  ; 

)( iD t , )( BiD Tt   - похибка вимірювання кута повороту, що обумовле-

на квантуванням вихідного сигналу ТП, у моменти часу it  та Bi Tt  .  

 Друга частина виразу (4.25) є похибкою вимірювання кутової 

швидкості, що виникає внаслідок наявності похибки квантування ви-

хідного сигналу ТП. 
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T

Tt

T

t )()( 






 .    (4.26)  

 Є очевидним, що закон розподілу похибки вимірювання кутової 

швидкості, що обумовлена похибкою квантування можна визначити 

як композицію законів розподілу величин BiD Tt )(  та 

BBiD TTt )(  , які як і похибка квантування мають рівномірний закон 

розподілу. При умові стаціонарності випадкових процесів, що обумо-

влюють виникнення цих похибок, їх закони розподілу можна вважати 

однаковими.  
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 У відповідності з, [113] композиція двох однакових прямокут-

них законів є трикутний закон (розподіл Сімпсона). Закон розподілу 

похибки вимірювання кутової швидкості, що обумовлена квантуван-

ням вихідного сигналу ТП [117] 
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Середньоквадратичне значення цієї похибки  

B
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T26
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


 .     (4.29) 

Випадкова похибка вимірювання кутової швидкості виникає під 

впливом випадкових завад та неточності виконання прорізів модуля-

тора та діафрагми. Будемо вважати заваду на вході диференціатора 

першого типу стаціонарною випадковою функцією. Припустимо, що 

методична похибка визначення кутової швидкості та похибка кванту-

вання відсутні. Тоді результат вимірювання кутової швидкості мож-

ливо записати у вигляді 
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(4.30) 

Друга частина виразу (4.30) є похибкою вимірювання кутової 

швидкості, що виникає внаслідок наявності похибки квантування ви-

хідного сигналу ТП. 
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Визначимо закон розподілу похибки вимірювання кутової шви-

дкості, що обумовлена неточністю виконання модулятора та випадко-

вими завадами. Цей закон можна визначити як композицію законів 

розподілу випадкових величин BiU Tt )(  та BBiU TTt )(  , які мають 

нормальний закон розподілу. За умови стаціонарності випадкових 

процесів, що обумовлюють виникнення цих похибок, їх закони розпо-

ділу можна вважати однаковими. 
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У відповідності до [113] композиція двох однакових нормаль-

них законів є також нормальним законом, який визначається виразом 
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В силу властивостей стаціонарності [118], середньоквадратичне 

значення похибки вимірювання кутової швидкості, що обумовлена  

випадковими завадами та неточністю виконання модулятора та діаф-

рагми 

BUU T 2 .     (4.34) 

 Середньоквадратичне відхилення загальної похибки вимірю-

вання кутової швидкості знаходиться з виразу 
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(4.35) 

 Графік відносного середньоквадратичного значення похибки 

вимірювання кутової швидкості     при різних значеннях BT , 

без урахування складової, що обумовлена неточністю виконання про-

різів модулятора та діафрагми, при 1000MAX рад/с2, n=12 наведено 

на рис. 4.3. 

 
Рис. 4.3. Відносна середньоквадратична похибка вимірювання кутової 

швидкості 

 

Функція (4.35) має мінімум за аргументом ТВ, при якому резуль-

туюча середньоквадратична похибка вимірювання кутової швидкості 

мінімальна 
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 Враховуючи, що  2 , вираз (4.36) можна записати як  
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 .   (4.37) 

 У випадку, коли похибкою, що обумовлена  завадами та неточ-

ністю виконання модулятора та діафрагми можна знехтувати, вираз 

(4.37) прийме вигляд 

MAXn
BT





4 32
OPT  

23

1



    (4.38) 

 Залежності OPT  BT  від значення максимального кутового прис-

корення об’єкта контролю при різній розрядності АЦП наведено на 

рис. 4.4.  

 
Рис. 4.4. Оптимальний час диференціювання 

при різній розрядності АЦП 
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Мінімальна відносна середньоквадратична похибка вимірюван-

ня кутової швидкості за відсутності випадкових завад визначається 

виразом 

14

OPT  
MIN   

26

1)(




n

MAXBT 




 
 .  (4.39) 

Графіки залежності цієї похибки від кутової швидкості при різ-

ній розрядності АЦП при 1000MAX рад/с наведено на рис. 4.5. Їх 

наведено в діапазоні кутових швидкостей, у якому період дискретиза-

ції як мінімум у два рази менше за період вихідного сигналу ТП. 

 

 
Рис. 4.5. Мінімальна відносна похибка вимірювання 

кутової швидкості 

 

З аналізу рис. 4.5. випливає, що в області низьких кутових шви-

дкостей відносна середньоквадратична похибка вимірювання значно 

збільшується, що в першу чергу обумовлено похибкою квантування 

вихідного сигналу ТП. 

Закон розподілу загальної похибки вимірювання кутової швид-

кості знаходиться як композиція законів розподілу усіх складових. 

)(*)()()( UDM pppp    .  (4.40) 

Композицію дискретного двомодального, нормального та три-

кутного законів розподілу неможливо записати аналітичним виразом. 

ЇЇ можна знайти тільки чисельними методами. 
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Графіки закону розподілу загальної похибки вимірювання куто-

вої швидкості при оптимальному часі диференціювання та викорис-

танні 12-розрядного АЦП та при різних значеннях середньоквадрати-

чного відхилення похибки, що обумовлена випадковими завадами та 

неточністю виконання модулятора та діафрагми, які отримано за до-

помогою пакету програм Maple V R4, наведено на рис. 4.6.  

 
Рис. 4.6. Закони розподілу абсолютної похибки вимірювання кутової 

швидкості 

 

 

4.1.4. Похибка вимірювання моменту інерції об’єкта 

контролю 

 Похибка вимірювання моменту інерції складається з похибок 

вимірювання параметрів, що входять до виразу (2.153). Складовими 

похибки вимірювання моменту інерції ротора є похибка вимірювання 

маси ротора, похибка вимірювання радіального зміщення ротора, по-

хибка вимірювання амплітуди крутильних коливань. Похибка вимі-

рювання моменту інерції є функцією вище названих випадкових вели-

чин. Маса ротора є його паспортною величиною і, як правило, відома 

з високою точністю, тому можна вважати, що похибка вимірювання 

маси ротора не впливає на результат вимірювання його моменту інер-

ції. Похибка вимірювання радіального зміщення ротора за методикою, 
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яка розглянута у [119-122], складається з похибки вимірювання ексце-

нтриситету маси, власної резонансної частоти системи, похибки вимі-

рювання кутової швидкості, похибки, що обумовлена наближеністю 

розрахункового виразу, похибки, що обумовлена вібраціями та бага-

тьох інших, серед яких важко виділити домінуючу складову. Це дає 

змогу вважати, що ця похибка розподілена за нормальним законом. 

Похибка вимірювання амплітуди крутильних коливань складається з 

похибки квантування, похибки інтерполяції, похибки, що обумовлена 

випадковими завадами та неточністю виготовлення модулятора та ді-

афрагми тощо. При багаторазових вимірюваннях з наступним усеред-

ненням цю похибку можна значно зменшити [123]. Припустимо, що 

вона настільки мала у порівняні з похибкою вимірювання радіального 

зміщення ротора, що нею можна знехтувати. 

 Позначимо через e  абсолютну похибку вимірювання радіаль-

ного зміщення ротора. Вираз (2.153) можна записати як 



















A

eemJ J
4

1
1)( 2 ,    (4.41) 

де J  - абсолютна похибка вимірювання моменту інерції ротора. 

 З виразу (4.41) після нескладних перетворень отримуємо 

















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eeemJ
4

1
1)2( 2 .   (4.42) 

 Квадрат абсолютної похибки вимірювання радіального зміщен-

ня ротора є малою величиною другого порядку малості, тобто 
22 eee  . Це дає змогу записати приблизний вираз для абсолю-

тної похибки вимірювання моменту інерції ротора 


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 З робот [119-122], витікає, що відносна похибка вимірювання 

радіального зміщення ротора не перевищує 5%, тобто можна записати 

eeMAX  05.0 ,    (4.44) 

де MAXe  - максимальне значення похибки вимірювання радіального 

зміщення.  

Підставивши (4.44) до (4.43), отримаємо 

J
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emJ 

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









 1.0
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11.0 2

MAX 


 ,   (4.45) 

де MAX J  - максимальне значення абсолютної похибки вимірювання 

моменту інерції. 
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З виразу (4.45 ) випливає, що абсолютна похибка вимірювання 

моменту інерції не перевищує 10 %. Оскільки прийнято, що похибка 

e  має нормальний закон розподілу, такий самий закон розподілу має 

і похибка вимірювання моменту інерції. Він описується виразом 
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
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
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2

2

2
exp

2

1
)(

J

J

J
Jp






 ,    (4.46) 

де J  - середньоквадратичне відхилення абсолютної похибки вимі-

рювання моменту інерції.  

 

4.1.5. Аналіз складових похибки вимірювання кутової 

швидкості за допомогою частотного перетворювача вихідного 

сигналу тахометричного перетворювача та її мінімізація 

Як випливає з попереднього розділу, використання цифрового 

диференціювання вихідного сигналу ТП для вимірювання кутової 

швидкості недоцільне внаслідок швидкого зростання відносної похи-

бки вимірювання при низьких кутових швидкостях. У цьому випадку 

використовують тахометри з частотними ТП. При роботі цифрових 

тахометрів визначається відношення [115] 

ВC t0  ,     (4.47)  

де Вt,0 відповідно кут та час повороту ТП;  

C - середнє за час Вt  значення кутової швидкості. 

В залежності від того, який з вище вказаних параметрів вимірю-

ється, можливі два алгоритми роботи тахометра: визначення кута по-

вороту за фіксований інтервал часу; визначення часу повороту на фік-

сований кут. Тахометри з цифровими фотоелектричними ТП, що пра-

цюють за першим алгоритмом, призначені для статичних вимірювань. 

В другому випадку здійснюється вимірювання часу повороту на фік-

сований кут, тобто вимірюється період сигналу шляхом заповнення 

його імпульсами зразкового генератора. Середня за час між двома ви-

хідними імпульсами ТП кутова швидкість визначається як [124] 

Nz

ft
tt

M
C

0В 2

2
)()(


  ,    (4.48) 

де )( ),( tt   - відповідно кутова швидкість та прискорення в час t ; 

0f  - частота опорного генератору; 

N  - число імпульсів зразкового генератору, підраховане 

лічильником. 

 У роботі [93] доведено, що для кожного значення кутової швид-

кості, що вимірюється, при роботі тахометра в режимі вимірювання 

періоду є таке число штрихів модулятора, при якому результуюча се-

редньоквадратична похибка вимірювання мінімальна. З вищесказано-
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го випливає, що змінюючи роздільну здатність по куту повороту, мо-

жна мінімізувати похибку вимірювання для кожного значення кутової 

швидкості. Розглянутий у розділі 3.2.2 частотний перетворювач вихі-

дного сигналу ТП з низькочастотним вихідним сигналом дозволяє 

змінювати її у широкому діапазоні. Проведемо аналіз та мінімізацію 

абсолютної похибки вимірювання кутової швидкості при використан-

ні цього перетворювача за методикою [93]. Основними складовими 

похибки цифрового тахометру є: 

- дискретна похибка лічильника імпульсів. При відсутності син-

хронізації між імпульсами зразкового генератора та імпульсами вихі-

дного сигналу частотного перетворювача, ця похибка, у відповідності 

з [125], має трикутний закон розподілу. Середньоквадратична оцінка 

цієї похибки описується виразом 
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f

k

N

СI
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
  ,    (4.49)  

де Ik - кількість імпульсів, які формуються за час повороту вала на кут 

 2 . 

- динамічна похибка цифрового тахометру. Ця похибка зале-

жить від кутового прискорення та суттєво впливає на загальну тільки 

в динамічному режимі роботи електродвигуна. Якщо виходити з того, 

що об’єкт дослідження працює з максимальними навантаженнями та 

моментами, закон розподілення цієї похибки буде близький до дис-

кретного двомодального, а середньоквадратична оцінка абсолютного 

значення цієї похибки визначається співвідношенням [126] 

IC

MAX
Д

k


  ,     (4.50) 

- похибка формування вихідних імпульсів частотного перетво-

рювача. Ця похибка визначається параметрами елементної бази, яка 

використовується, кутовою швидкістю та кутовим прискоренням вала 

електродвигуна, який досліджується, крутильними коливаннями рото-

ра, муфтою спряження, технологічною неточністю виконання прорізів 

модулятора та діафрагми та багатьма іншими параметрами. Внаслідок 

великої кількості факторів, що впливають на неї, можна вважати, що 

вона має нормальний закон розподілу. Припустимо, що результуюча 

середньоквадратична похибка формування вихідних імпульсів дорів-

нює 0 , а її відносне значення 
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 .    (4.51) 
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Результуюча абсолютна середньоквадратична похибка цифрово-

го тахометра, що працює в режимі вимірювання періоду, з урахуван-

ням незалежності складових, визначається виразом 
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 Функція (4.52) має мінімум по аргументу kI, який визначає оп-

тимальну кількість імпульсів на оберт, при якій результуюча абсолю-

тна середньоквадратична похибка мінімальна. 
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 Відповідна розрізнювальна здатність частотного перетворювача  
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 Залежність значення optIk    та opt  0  від кутової швидкості на-

ведено на рис.4.7.  

 

 
 

Рис.4.7. Залежність 
opt  Ik  та opt  0  від кутової швидкості 

 

Підставивши (4.53) в (4.52) отримуємо вираз для мінімальної 

відносної похибки вимірювання в залежності від кутової швидкості. 
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 Оптимальна відносна похибка вимірювання кутової швидкості 

при optIk     
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 Відносна похибка при використанні цифрового фотоелектрич-

ного ТП з постійним значенням штрихів модулятора z 
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Графіки залежностей похибки MIN  F  при оптимальній розріз-

нювальній здатності та   F  при  фіксованому значенні zM=1024 циф-

рового фотоелектричного ТП наведено на рис. 4.8. Залежності розра-

ховувались при f0=20 МГц, 6

0 105  рад для частотного перетворю-

вача вихідного сигналу розробленого ТП з низькочастотним вихідним 

сигналом та 6

0 101   для цифрового фотоелектричного ТП, 

MAX =1000 рад/с2. Графік відношення цих похибок наведено на рис. 4.9. 

 

 
 

Рис. 4.8. Залежності відносних похибок вимірювання кутової швидко-

сті при optIk    та при zM=1024 
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Рис. 4.9. Графік відношення похибок вимірювання кутової швидкості 

при optIk    та при zM=1024 

 

Як випливає з аналізу залежностей на рис. 4.8 та рис. 4.9, відно-

сна похибка вимірювання кутової швидкості при фіксованій розділь-

ній здатності значно перевищує похибку при оптимальній роздільній 

здатності майже на всьому діапазоні кутових швидкостей, що дослі-

джується. Наявність ділянки, на якій  MIN  FF    , обумовлена тим, 

що при zM=1024 похибка вимірювання кутової швидкості у цьому діа-

пазоні наближається до оптимальної, а параметр 0  для цифрового 

фотоелектричного ТП менший, ніж для частотного перетворювача. 

Слід зазначити, що при збільшенні opt  0  збільшується часовий про-

міжок між двома сусідніми імпульсами, тобто збільшується інтервал 

усереднення, а роздільна здатність за кутом повороту зменшується. 

Для зменшення похибки вимірювання необхідно змінювати роздільну 

здатність частотного перетворювача у відповідності з кутовою швид-

кістю, яка вимірюється. При контролі кутової швидкості, встановлю-

ється роздільна здатність, що відповідає кутовій швидкості, яка конт-

ролюється, що дозволяє зменшити помилки контролю. 
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4.2. Статичні метрологічні характеристики на основі 

розкладу в ряд Тейлора 

 

4.2.1. Загальний підхід 

Інформаційно-вимірювальна техніка має великий арсенал різ-

номанітних технічних засобів з нормованими метрологічними харак-

теристиками. Тому актуальною є проблема вибору необхідного засобу 

вимірювань для вирішення конкретної вимірювальної задачі. 

Виходячи з режимів роботи засобів вимірювань, розрізнюють їх 

статичні і динамічні метрологічні характеристики. До основних ста-

тичних метрологічних характеристик відносять такі: функція перетво-

рення; статична характеристика; чутливість; адитивна та мультипліка-

тивна похибки; похибка нелінійності. 

Цих характеристик достатньо, щоб здійснити нормування точ-

ності засобів вимірювань в статичному режимі роботи. Необхідно та-

кож, щоб і математичний апарат досліджень засобів вимірювання в 

статичному режимі дозволяв достатньо просто отримувати виділені 

нормативними документами метрологічні характеристики. 

Складність полягає в тому, що функція вимірювального перет-

ворення описує для різних засобів різні фізичні процеси, які відно-

сяться до різних галузей знань, і є функціями багатьох змінних. Необ-

хідно мати узагальнений для всіх них метод дослідження, який був би 

універсальним для всіх фізичних явищ, покладених в основу побудови 

засобів вимірювань.  

Як такий математичний апарат для дослідження статичних мет-

рологічних характеристик є використання розкладу функції перетво-

рення в ряд Тейлора [127]. Але такий підхід не дозволяє оцінити осно-

вні статичні метрологічні характеристики опосередкованих вимірю-

вань. Тому в даній роботі дістав подальший розвиток відомого підхо-

ду розкладання функції перетворення в ряд Тейлора, який спрямова-

ний на отримання аналітичних залежностей для основних статичних 

метрологічних характеристик при опосередкованих вимірюваннях. 

Опосередкованими називаються вимірювання фізичної величи-

ни з перетворенням її роду чи обчисленням за результатами вимірю-

вань інших величин, з якими вимірювана величина пов’язана явною 

функціональною залежністю  1 2 ny f x ,x , ,x . 

Крім інформативного параметра, на результат вимірювань діють 

також впливні величини  1 2 m=f f ,f , ,ff , які викликають появу неін-

формативних складових (додаткових похибок) вимірювального перет-

ворення. Тому в загальному випадку функція перетворення опосеред-

кованого вимірювання (рис. 1) матиме вигляд: 
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   1 2 n 1 2 my f , f x ,x , ,x , f ,f , ,f  x f    1 2 n mf v ,v , ,v f  v .(4.57) 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.10 Загальне представлення вимірювального перетворення 

при опосередкованих вимірюваннях 

 

Розклавши (4.57) в ряд Тейлора, матимемо: 

 

     

  

n m

1 2 n m i i н
ii 1

2n m n m

i i н j j н
i ji 1 j 1

y
f v ,v , ,v f v v

v

1 y
v v v v

2! v v





 

 

  


     




    

 



 

  (4.58) 

Індекс “ ” при похідних означає, що вони визначаються при но-

мінальних значеннях параметрів v : 

 1н 2 н n m нv ,v , ,v    1н 2 н n н 1н 2 н m нx ,x , ,x ,f ,f , f . 

Провівши математичні перетворення рівняння (4.58), отримаємо: 

 

 1н 2 н n н 1н 2 н m нy f x ,x , ,x ,f ,f , f 

   
n m

i i н i i н
i ii 1 i 1

y y
x x f f

x f  

 
      

 
   

   
2n n

i i н j j н
i ji 1 j 1

1 y
x x x x

2 x x
  


     

 


   
2m m

i i н j j н
i ji 1 j 1

1 y
f f f f

2 f f
  


    

 
  

   
2n m

i i н j j н
i ji 1 j 1

y
x x f f

x f
  


     

 
 .  (4.59) 

 

Згідно [127] введемо такі позначення: 

... 

... 

y  

1 2 mf f f  

1

2

n

x
x

x

 ВП 



 

 123 

-  1н 2 н n н 1н 2 н m нf x ,x , ,x ,f ,f , f  - вільний член розкладу при 

номінальних значеннях параметрів; 

- 
n n

i
ii 1 i 1

y
S

x   





   - сума номінальних коефіцієнтів перетво-

рення або чутливостей ВП; 

- 
2n n n n

ij
i ji 1 j 1 i 1 j 1

1 y
S

2 x x
    




 
   - сума змін чутливостей в діапазо-

ні перетворень; 

- 
m m

i
ii 1 i 1

y

f   


 


   і 

2m m m m

ij
i ji 1 j 1 i 1 j 1

1 y

2 f f
    


 

 
   - коефіцієнти 

впливу впливних величин на вихідний параметр вимірювального пе-

ретворення y ; 

- 
2n m n m

ij
i ji 1 j 1 i 1 j 1

y

x f
    


 

 
   - коефіцієнти впливу впливних ве-

личин на номінальні чутливості iS  вимірювального перетворення. 

З урахуванням прийнятих позначень рівняння (4.59) представи-

мо у вигляді: 

 1н 2 н n н 1н 2 н m нy f x ,x , ,x ,f ,f , f   
n

i i i н

i 1

S x x

 

  

   
n n

ij i i н j j н
i 1 j 1

S x x x x
 

     


   
n m

ij i i н j j н
i 1 j 1

x x f f
 

    


  

 
m

i j j н
i 1

f f


   


    
m m

ij i i н j j н
i 1 j 1

f f f f
 

     


 ,   (4.60) 

де  y f   
n

i i i н
i 1

S x x


  


   
n n

ij i i н j j н
i 1 j 1

S x x x x
 

     


 - 

номінальна функція перетворення вимірювального перетворення; 

 
n n

н ij i i н
i 1 j 1

y S x x
 

   


   j j нx x   - абсолютна похибка 

нелінійності номінальної функції перетворення; 
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 

н
н n

i i i н
i 1

y

S x x




 



  - відносна похибка нелінійності номіналь-

ної функції перетворення; 

   
n m

м ij i i н j j н
i 1 j 1

y x x f f
 

    


   - абсолютна мультиплікатив-

на похибка вимірювального перетворення; 

 
m

a i j j н
i 1

y f f


   


      
m m

ij i i н j j н
i 1 j 1

f f f f
 

    


  - абсолютна 

адитивна похибка вимірювального перетворення. 

На рис. 4.11 представлена модельна структурна схема вимірю-

вального перетворювача, яка відповідає рівнянню (4.60) 

 

x
S

S   


2

x

f

x f f
2

f

 y 

y

 
 

Рис.4.11. Модельна структурна схема вимірювального перетво-

рення при опосередкованих вимірюваннях 

 

4.2.2. Оцінка метрологічних характеристик вимірювального 

перетворення кутової швидкості 

Розрахуємо статичні метрологічні характеристики для ТП, опи-

саного в пункті 3.2.3., не враховуючи, вплив муфти спряження та пари 

фотодіод-операційний підсилювач. 

Особливістю цього ТП є можливість вимірювання кутової 

швидкості в широкому діапазоні, з нормованою похибкою. Це 
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досягається шляхом використання матриці аналогових компараторів з 

змінною в залежності від похибки вимірювання кількістю 

інформаційних виходів. 

Рівняння перетворення (3.106) при використанні описаного ви-

ще ТП з врахуванням вимірювання часового інтервала засобами мік-

ропроцесора прийме вигляд: 

rz

f
N








 02

,     (4.61) 

де N - кількість імпульсів; 

f0 - частота квантування мікропроцесорного пристрою; 

z – кількість інформаційних входів мікропроцесорного пристрою.  

Статична характеристика показана на рис. 4.12.а, на рис. 4.12.б 

показана зміна похибки в залежності від кутової швидкості, на рис. 

4.12.в - зміна z. Проаналізувавши отримані графіки, можна зробити 

висновок, що зміна похибки відбувається в межах від заданої макси-

мальної похибки до заданої мінімальної похибки, крім ділянок при ωк 

< 200 об/хв. 

 

 
 

Рис 4.12. а) Статична характеристика; б) зміна похибки; в) зміна z. 

 

Як математичний апарат дослідження статичних метрологічних 

характеристик вимірювального перетворення кутової швидкості вико-

ристаємо розклад функції перетворення в ряд Тейлора.  

В робочих умовах вимірювальний канал кутової швидкості здій-

снює функціональне перетворення інформативного параметра  у бі-

нарний код N в залежності від z. Крім інформативного сигналу, на та-

кий засіб вимірювання діють такі впливні величини )( 0ff  , які мають 

зв’язок з вихідною величиною N і спричиняють виникнення неінфор-

мативних складових перетворення. В цьому випадку вимірювальний 

перетворювач кутової швидкості можна представити як на рис. 4.13. 

Рівнянню (4.61) відповідає схема вимірювального перетворення, 

представлена на рис. 4.13. 

N ,% z 

ωr ωr ωr 
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Рис. 4.13. Узагальнена структурна схема вимірювального каналу 

кутової швидкості 

 

Розклавши (4.61) в ряд Тейлора в точці ),,( 0HrHH fz  , отри-

маємо: 
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(4.62) 

Приймемо такі позначення:  

2

02

rr
r

z

fN
S














  - номінальний коефіцієнт перетворення 

(чутливість N по r); 
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
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
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


  - коефіцієнт спільного впливу параметрів 

r і z на швидкість зміни N; 
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



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0

; 0
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2
1 
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
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f

N
  - коефіцієнти впливу f0 на вихідний 

параметр N; 
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
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чутливість S; 
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


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


  - коефіцієнти впливу f0  на номінальну чу-

тливість Sz. 

Перепишемо (4.61) з врахуванням прийнятих позначень: 
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  (4.63) 

Таким чином, номінальна функція перетворення: 
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Абсолютна похибка нелінійності номінальної функції перетворення: 
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Відносна похибка нелінійності номінальної функції перетворення: 
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Абсолютна мультиплікативна похибка перетворення за рахунок зміни f0 
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Абсолютна адитивна похибка перетворення за рахунок зміни f0 
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Результати моделювання отримані за допомогою середовища 

Maple [4] наведені на рис. 4.14 – 4.20. 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

Рис. 4.14 Номінальна функція   Рис. 5.15. Абсолютна похибка  

перетворення N(z,)    нелінійності Nн(z,) 

N(z,) 

w,ia/oa 
w ,ia/oa 

Nн 

Рис. 4.18. Абсолютна мультиплікативна Рис. 4.19. Абсолютна адитивна 

похибка по r Nм(f,r)    похибка по r Na(f,r) 

      

,ia/oa 

w,ia/oa 
     f, Гц        f,Гц 

 Nм,  Na 

Рис. 4.16. Відносна похибка   Рис. 4.17. Абсолютна мультиплікативна 

нелінійності Nн(z,), %   похибка по z Nм(z,f) 

 Nн, %  Nм, 

w,ia/oa 
      f,Гц 
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Рис. 4.20. Абсолютна адитивна похибка по z Na(f,z) 

 

4.3. Розрахунок вірогідності контролю кутової швидкості та 

моменту інерції 

 

4.3.1. Розрахунок вірогідності контролю кутової швидкості  

В загальному вигляді, похибки контролю та загальна та безумо-

вна ймовірність прийняття помилкового рішення визначаються вира-

зами [128- 130]. 

Помилка першого роду або «хибна тривога» 

dydttypdttyp
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K   
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 
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







2

1

),(),( ,  (4.64) 

де y  - центроване значення параметру, що контролюється. 

yyy  ,     (4.65) 

y  - параметр, що контролюється; 

y  - номінальне значення параметру, що контролюється; 

),( typ  - спільна щільність ймовірностей випадкових величин 

центрованого значення параметру, що контролюється, y та похибки ви-

мірювання t; 

 - допустиме відхилення параметру, що контролюється; 

kа - коефіцієнт асиметрії полів допуску. 

Вираз (4.64) справедливий за умови, що математичне очікування 

закону розподілу ймовірності параметру, що контролюється, співпа-

дає з його номінальним значенням. Спільна двовимірна щільність 

ймовірності двох безперервних випадкових величин, за умови їх неза-

лежності, у відповідності з [131] дорівнює добутку щільностей розпо-

ділу ймовірностей окремих величин, що входять до системи. 

)()(),( yptptyp  .      (4.66) 

 Величини 1X  та 2X  визначаються виразами 

Na 

  f, Гц 
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121 ccX  ,     (4.67) 

122 cckX a  .    (4.68) 

де 1c  - математичне очікування похибки вимірювання; 

2c  , 2c   - контрольні прирости полів допуску за нижню та верхню 

межу. 

Помилка другого роду, або «пропуск сигналу» 

   
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),(),( ,  (4.69) 

Загальна безумовна ймовірність помилкового рішення визнача-

ється виразом 

KKP  0 .    (4.70) 

 Розглянемо помилки контролю кутової швидкості при викорис-

танні розробленого ТП з низькочастотним вихідним сигналом. Закон 

зміни кутової швидкості залежить від багатьох причин, таких як спів-

відношення моментів на вала ЕМ, ексцентриситет валів ЕМ та механі-

змів, що обертаються, технологічної неточності виготовлення ротора, 

крутильних коливань ротора тощо, серед яких важко виділити домі-

нуючу. Це дозволяє прийняти закон розподілу центрованого значення 

параметру, що контролюється, за нормальний 
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де НОМ 


 - центроване значення кутової швидкості; 

НОМ  - номінальне значення кутової швидкості; 

   - середньоквадратичне відхилення центрованого значення ку-

тової швидкості. 

 Спільна двовимірна щільність ймовірності кутової швидкості та 

похибки її вимірювання запишеться як 
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 Помилка першого роду контролю кутової швидкості визнача-

ється виразом 
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 Помилка другого роду 
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Розраховані за допомогою пакету програм Maple V R4 залежно-

сті помилок першого та другого роду і ймовірності прийняття помил-

кового рішення від параметра DU    , який визначає співвід-

ношення між середньоквадратичним відхиленням похибки вимірю-

вання кутової швидкості, що обумовлена випадковими завадами та 

неточністю виконання модулятора та діафрагми та похибкою кванту-

вання вихідного сигналу ТП, наведено на рис. 4.21-4.23.  

 При розрахунках було прийнято, що коефіцієнт асиметрії полів 

допущень дорівнює нулю, контрольні прирости полів допуску за ниж-

ню та верхню межу дорівнюють нулю, поле допущення  =10 рад/c, 

середньоквадратичне відхилення центрованого значення кутової шви-

дкості   =3рад/c. 

 

 
 

Рис. 4.21. Залежність помилки контролю кутової швидкості 

першого роду від   
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Рис. 4.22. Залежність помилки контролю кутової швидкості 

другого роду від   

 

 

 
 

Рис. 4.23. Залежність ймовірності прийняття помилкового рішення 

при контролі  кутової швидкості від   

 



 

 133 

4.3.2. Розрахунок вірогідності контролю моменту інерції  

 Як було вказано у першому розділі, у відповідності з [19], допу-

скаються відхилення моменту інерції  10 % від номінального значен-

ня. Сам момент інерції залежить від багатьох факторів, серед яких 

важко виділити домінуючий. Тому для подальших розрахунків можна 

припустити, що абсолютне відхилення моменту інерції розподілено за 

нормальним законом з нульовим математичним очікуванням.  
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де J  - абсолютне відхилення центрованого значення моменту 

інерції; 

J  - середньоквадратичне значення абсолютного відхилення 

моменту інерції. 

 Спільна двовимірна щільність ймовірності параметру, що конт-

ролюється, та похибки вимірювання, за умови їх незалежності визна-

чається виразом 
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 Вираз для помилки контролю моменту інерції першого роду 

отримується при підстановці виразу (4.76) до (4.64) 
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(4.77) 

де J - допущення на відхилення моменту інерції.  

Вираз для помилки контролю другого роду отримується при пі-

дстановці виразу (4.65) до (4.76) 
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(4.78) 

 Загальна ймовірність помилкового рішення при контролі моме-

нту інерції 

JJJP  0     (4.79) 

Помилки контролю моменту інерції першого та другого роду та 

загальна помилка в залежності від середньоквадратичної відносної 

похибки вимірювання моменту інерції JJJ    розраховані за до-

помогою математичного пакету програм Maple V R4.  
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Результати розрахунку помилок контролю наведено на рис. 

4.24.-4.26. 

 

 
 

Рис. 4.24. Залежність помилки контролю моменту інерції першого 

роду від відносного середньоквадратичного значення похибки 

вимірювання 

 

 

 
 

Рис.4.25. Залежність загальної ймовірності прийняття помилкового 

рішення від відносного середньоквадратичного значення  

похибки вимірювання 
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Рис.4.26 Залежність помилки контролю моменту інерції другого роду 

від відносного середньоквадратичного значення похибки вимірювання 

 

При розрахунку помилок контролю було прийнято, що номіна-

льне значення моменту інерції конічного ротора 25 мкг 1025.1J    

(відоме значення моменту інерції об’єкта контролю, що використову-

вався при експериментальних дослідженнях),  діапазон зміни віднос-

ного середньоквадратичного значення похибки вимірювання моменту 

інерції 0,01 - 5 %, коефіцієнт асиметрії поля допущення дорівнює ну-

лю, контрольні прирости полів допуску за нижню та верхню межу до-

рівнюють нулю, поле допущення J =10%, середньоквадратичне від-

хилення моменту інерції від номінального значення J =0,33 J.
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5. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ 

СИНХРОННОЇ ГІСТЕРЕЗИСНОЇ ЕМ 

З ГАЗОМАГНІТНИМ ПІДВІСОМ КОНІЧНОГО РОТОРА 

 

5.1. Дослідження швидкісних діаграм об’єкта контролю 

 

 В ході експериментів проводилося дослідження швидкісних діа-

грам об’єкта контролю - приводу текстуруючого механізму 

АИВТ803367002. На рис. 5.1-5.2 наведено швидкісні діаграми об’єкта 

контролю при фіксованому тиску наддуву 2 атм і різних значеннях ча-

стоти трифазної мережі живлення та при різних значеннях напруги 

живлення. 
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Рис. 5.1. Швидкісні діаграми при різних значеннях напруги живлення, 

тиск газу - 2 атм, частота мережі живлення - 100 Гц 

 

Аналіз цих кривих свідчить про те, що при збільшенні частоти 

мережі живлення, при пропорційному збільшенні напруги, збільшу-

ється синхронна частота обертання конічного ротора об’єкта контро-

лю, що є характерним для синхронних гістерезисних машин. Збіль-

шення напруги живлення при фіксованому значенні частоти мережі 

живлення, для усіх значень частоти приводить до збільшення нахилу 
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швидкісної діаграми по відношенню до осі абсцис, що відповідає збі-

льшенню кутового прискорення при розбігу об’єкта контролю. Більш 

швидкий розбіг пояснюється збільшенням  потужності, що спожива-

ється. 
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Рис. 5.2. Швидкісна діаграма при різних значеннях напруги живлення, 

тиск газу - 2 атм, частота мережі живлення - 130 Гц 

 

На рис. 5.4. - 5.6. наведено швидкісні діаграми об’єкта контролю 

при різних значеннях тиску наддуву та різних значеннях частоти ме-

режі живлення, при фіксованому для кожного значення частоти мере-

жі напруги живлення. Аналіз цих кривих свідчить, що для усіх зна-

чень частоти мережі збільшення тиску газу збільшує нахил швидкіс-

них діаграм відносно осі абсцис при розбігу, що відповідає збільшен-

ню кутового прискорення. Це пояснюється збільшенням жорсткості 

газомагнітного підвісу ротора при збільшенні тиску наддуву і збіль-

шенням коефіцієнта демпфування, що приводить до зниження розсі-

яння енергії коливань та покращення енергетичних характеристик при 

розбігу. Для кривих характерні ділянки, які відповідають зоні критич-

ної частоти, причому вони виражені тим більше, чим менше тиск над-

дуву та частота мережі живлення. Це пояснюється тим, що при збіль-

шені тиску наддуву збільшується коефіцієнт демпфування. 
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Рис. 5.3. Швидкісні діаграми при різних значеннях напруги живлення, 

тиск газу - 2 атм, частота мережі живлення - 150 Гц 
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Рис. 5.4. Швидкісні діаграми при різних значеннях тиску газу, напруга 

живлення 30 В, частота мережі живлення 100 Гц 
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Рис. 5.5. Швидкісні діаграми при різних значеннях тиску газу, напруга 

живлення 45 В, частота мережі живлення 150 Гц 
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Рис. 5.6. Швидкісні діаграми при різних значеннях тиску газу, напруга 

живлення 40 В, частота мережі живлення 130 Гц 
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5.2. Дослідження механічних характеристик об’єкта 

контролю 

 

В ході експерименту досліджувались механічні характеристики 

синхронної гістерезисної ЕМ з газомагнітним підвісом конічного ро-

тора при різних значеннях напруги та частоти мережі живлення. Ре-

зультати експерименту у графічному вигляді наведено на рис. 5.7 - 

5.9.  Аналіз отриманих кривих показує, що для усіх значень частоти 

мережі та напруги живлення криві, зростаючи від нуля (початок коор-

динат) до максимуму (синхронізуючий момент), зменшуються до ну-

льового значення (синхронна кутова швидкість). Положення точки, в 

якій момент зменшується до нуля, не залежить від напруги живлення, 

а тільки від частоти мережі живлення. При незмінній частоті мережі 

живлення збільшення напруги приводить до зсуву кривої вліво (в сто-

рону менших значень кутової швидкості) при одночасному збільшенні 

максимального значення моменту. 
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Рис. 5.7. Механічні характеристики при різних значеннях напруги жи-

влення, частота мережі - 100 Гц, тиск газу - 2 атм 
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Рис. 5.8. Механічні характеристики при різних значеннях напруги жи-

влення, частота мережі - 130 Гц, тиск газу - 2 атм 
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Рис. 5.9. Механічні характеристики при різних значеннях 

 напруги живлення, частота мережі - 150 Гц, тиск газу - 2 атм 
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Це пояснюється збільшенням споживаної потужності при збі-

льшенні напруги та більш інтенсивним розбігом ротора. Збільшення 

частоти мережі живлення при пропорційному збільшенні напруги 

приводить до зсуву кривих та їх максимумів вправо (в сторону збіль-

шення кутової швидкості), що пояснюється збільшенням синхронної 

кутової швидкості при збільшенні частоти мережі та збільшенням мо-

менту, при збільшенні кутової швидкості. 

 

5.3. Експериментальне дослідження похибок вимірювання 

кутової швидкості та моменту інерції 

 

Експеримент проводився при частотах обертання 1000, 3000, 

5000 об/хв, які відтворювались тахометричною установкою. На основі 

експериментальних досліджень побудовано закони розподілу абсолю-

тної похибки вимірювання кутової швидкості. Під час експеримента-

льних досліджень похибки вимірювання кутової швидкості викорис-

товувалась серійна тахометрична установка УТО5-60 та електронний 

тахометр 7Е3, які відносяться до зразкових засобів вимірювання пер-

шого розряду. Основні характеристики установки УТО5-60 такі: діа-

пазон відтворення частоти обертання - 10..60000 об/хв, гранична від-

носна похибка відтворення частоти обертання не перевищує 0,05 %. 

Установка призначена для перевірки робочих засобів вимірювань ме-

тодом прямих вимірювань. 

Експеримент проводився за такими умовами: відтворювана ку-

това швидкість є високостабільною, тому 0MAX ; зміна кроку ква-

нтування відбувалася програмно шляхом пропуску отриманих значень 

вихідного коду АЦП; АЦП запускається генератором з частотою 100 

кГц;  закони розподілу отримано на основі серії з 1000 вимірювань.  

Експериментально отримані закони розподілу при зміні кутової 

швидкості, що вимірюється, не різняться між собою, їх графіки при 

різних значеннях кроку квантування наведено на рис. 5.11. Експери-

ментальні значення середньоквадратичних відхилень похибки вимі-

рювання кутової швидкості наведено у таблиці 5.1.  

Таблиця 5.1. 

СКВ похибки вимірювання кутової швидкості 

Період дискретизації Середньоквадратичне відхилення 

GT5   5,5246 рад/с 

GT8   2,1113 рад/с 

GT10   1,7234 рад/с 
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Загальна ймовірність помилки контролю кутової швидкості 

складає 0,0002. 

  

 
Рис. 5.11. Експериментально отримані закони  

розподілу похибкивимірювання кутової швидкості  

при різних значеннях кроку дискретизації 

 

 При вимірюванні моменту інерції проводилася серія з 1000 ви-

мірювань, після чого обчислювалось середнє значення виміряної ве-

личини.  Умови,  при  яких  проводився  експеримент,  наведено  у 

таблиці 5.2. 

 

Таблиця 5.2. 

Умови експериментальних досліджень крутильних коливань 

Параметр Значення параметра 

Кутова швидкість 630 рад/с 

Маса ротора 0,116 кг 

Радіальне зміщення ротора 158 мкм 

Виміряна  амплітуда крутильних коливань 5,9 10-5 рад 

Апріорно відомий момент інерції ротора 1,25 10-5  кг м2. 

Відносна середньоквадратична похибка  

вимірювання моменту інерції 

2,4 % 

 

На рис. 5.12. наведено експериментальний графік крутильних 

коливань об’єкта контролю. Вибірки вихідного коду АЦП згладжені 

кубічними сплайнами. 
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Рис. 5.12. Крутильні коливання конічного ротора у газомагнітному пі-

двісі 

 
 

Рис. 5.13. Експериментальний закон розподілу похибки вимірювання 

моменту інерції 

 

У відповідності з графіком на рис. 5.13 та результатами експе-

рименту, загальна ймовірність помилки контролю моменту інерції ро-

тора складає 0,015. З порівняльного аналізу результатів п. 4.1.4. та 

рис. 5.13 випливає, що результати експерименту мають добру збіж-

ність з результатами теоретичних досліджень. 
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