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Розробка фізично коректної моделі відбиття світла на основі 
розрахунку кута між векторами 

 
У статті запропоновано нову фізично коректну модель відбиття на основі розрахунку кута 
між векторами. Проаналізовано особливості основних груп двопроменевих функцій відбивної 
здатності. Моделі на основі розрахунку кута дозволяють апроксимувати еталонну модель 
Блінна функцією малого степеня. Для апроксимованої моделі Блінна підібрано поправочний 
коефіцієнт з метою підвищення реалістичності формування відблиску в зоні епіцентру. 
Розроблено комп’ютерну програму для підбору поправочного коефіцієнта модифікованої 
моделі. Запропоновано нормуючий коефіцієнт модифікованої моделі для дотримання закону 
збереження енергії. Сформовано набір вхідних даних для підбору формули нормуючого 
коефіцієнта у програмному засобі TuringBot. Обрано формулу нормуючого коефіцієнта з 
обчислених варіантів. Абсолютна похибка напівсферичної інтегральної відбивної здатності 
від 1 не перевищує 210!". Отримана фізично коректна модель відбивної здатності може 
бути використана у високореалістичних системах комп’ютерної графіки. 
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Вступ  
Серед форм подання інформації особливо 

ефективною є візуальна форма. Комп’ютерна 
графіка застосовується у багатьох сферах 
діяльності, оскільки забезпечує подання 
інформації для візуального сприйняття.  

Основною задачею візуалізації у системах 
комп’ютерної графіки є максимально реалістичне 
відображення аспектів реальних об’єктів з 
використанням мінімального обсягу 
обчислювальних ресурсів. 

Однією з умов формування реалістичних 
зображень є врахування фізичних законів у 
моделях відбиття світла. Кількість розсіяного 
світла не повинна перевищувати кількість світла, 
що впало на поверхню. Тому актуальною є 
розробка нових фізично коректних моделей 
відбивної здатності. 

Метою роботи є розробка фізично 
коректної моделі відбивної здатності на основі 
розрахунку кута між векторами. 

Огляд літератури 
При визначенні інтенсивності кольору у 

точці під час зафарбовування поверхні 

розраховуються три складові світла: розсіяна, 
дифузна, спекулярна [1].  

Відбите від зовнішнього середовища світло 
становить розсіяну складову, відбите у різних 
напрямках – дифузну складову, відбите під 
визначеним кутом – спекулярну. За спекулярну 
складову відповідає двопроменева функція 
відбивної здатності ДФВЗ (BRDF – Bidirectional 
Reflectance Distribution Function). 

ДФВЗ визначають відбиту частку 
випромінювання, що надійшло з напрямку 𝐿%⃗  у 
напрямку 𝑉%⃗  (рисунок 1). 

 

 
Рисунок 1 – Вихідні дані для розрахунку ДФВЗ 

 
ДФВЗ розраховується за формулою: 
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𝐵𝑅𝐷𝐹 = 𝑑𝐼(𝑉%⃗ #)/𝐼(𝐿#) 𝑐𝑜𝑠 𝛼# 𝑑𝜔#, 

де 𝑑𝜔 − диференціальний тілесний кут, у 
межах якого падає променевий потік. 

ДФВЗ поділяються на емпіричні та фізично 
точні [2].  

Фізично точні ДФВЗ (моделі Уорда, 
Ашикмина-Ширлі, Кука-Торренса) більш 
реалістично відображають відбиття світла від 
поверхні, полягають у розподілі поверхні на 
мікрофасети, однак потребують значних 
обчислювальних витрат. 

Емпіричні ДФВЗ є простими та отримані 
експериментальним способом. Емпіричні ДФВЗ 
можуть розраховуватись на основі косинуса кута 
(через скалярний добуток векторів) [3].  

До найпопулярніших функцій відбивної 
здатності поверхні належить ДФВЗ Фонга, що 
розраховується за формулою [4]: 

𝑐𝑜𝑠( 𝑥)$, 

де 𝑛 − коефіцієнт спекулярності поверхні; 

𝑥	 −	кут між вектором відбиття світла 𝑉%⃗  і 
вектором дзеркального відбиття 𝑅%⃗ . 

У ДФВЗ Блінна (позначимо 𝐹%) замість 
косинуса кута між 𝑉%⃗ ⋅ 𝑅%⃗  використовують [5]: 

𝑐𝑜𝑠( 𝑥) = 𝑁%%⃗ ⋅ 𝐻%%⃗ , де 𝐻%%⃗ = (𝐿%⃗ + 𝑉%⃗ )/>𝐿%⃗ + 𝑉%⃗ >. 

Перевагами ДФВЗ Блінна та Фонга є 
простота, можливість обчислення косинуса кута 
на основі скалярного добутку векторів. Недоліком 
є значна обчислювальна складність при зростанні 
степеня 𝑛. 

Емпіричні функції на основі розрахунку 
кута між векторами характеризуються 
підвищеною складністю визначення значення 
кута, можливістю керування швидкістю затухання 
інтенсивності світла. Вимогою до даної групи 
ДФВЗ є використання невеликих степенів. 

У загальному випадку ДФВЗ на основі 
визначення кута між векторами, що 
використовуються для апроксимації ДФВЗ 
Блінна, обчислюються [6]: 

𝑐𝑜𝑠( 𝑎𝑥)&, 

де 𝑎 – коефіцієнт; 

𝑘 − степінь, 𝑘 < 𝑛. 
Перевагою підходу є можливість 

апроксимації ДФВЗ великого степеня 𝑛 формулою 
малого степеня 𝑘. 

Один із варіантів ДФВЗ на основі 
визначення кута (позначимо 𝐹'() розраховується 
за формулою : 

𝑐𝑜𝑠(C
𝑛
𝑘 ⋅ 𝑥)

& 
 

На рисунку 2 зображено графіки 𝐹'( 
степенів 2, 5, що апроксимують 𝐹% степеня 300. 

 

 
Рисунок 2 – Графіки 𝐹'( (𝑘 = 2,5), 𝐹% 

при 𝑛 = 300 
 
Перевагою 𝐹'( є можливість простої 

апаратної реалізації. Існує потреба у розрахунку 
нормуючого коефіцієнта для дотримання закону 
збереження енергії та забезпеченні більш точного 
відтворення відблисків у зоні епіцентру. 

Модифікація моделі відбивної здатності 
на основі розрахунку кута між векторами 

Підберемо коефіцієнт для підкореневих 
змінних 𝐹'( з метою підвищення реалістичності 
відтворення епіцентру відблиску. Позначимо нову 
модель 𝐹)'*. Модель розраховується за 
формулою 

  

𝑐𝑜𝑠(C+⋅$
&
⋅ 𝑥)&, 

 

де 𝑎 – шуканий коефіцієнт. 
Можливі значення коефіцієнта 𝑎 належать 

проміжку [0.05,2]. Крок між значеннями 
проміжку встановимо 0.05.  

Для визначення значення коефіцієнта 
розроблено комп’ютерну програму. У циклі 
відносно кожного можливого значення 𝑎 
обчислюється функція відхилення 
(ErrorWithBlinn) між 𝐹)'* і 𝐹% у зоні епіцентру. 
Обирається 𝑎, що забезпечує найменше значення 
функції відхилення. Граф-схему обчислення 
функції відхилення ErrorWithBlinn зображено на 
рисунку 3.  

Масив можливих значень 𝑘 (kvals) 
ініціалізується цілими числами проміжку [1,5], 
оскільки доцільний вибір найменших значень 𝑘 
замість відносно великих 𝑛. Для збереження 
кінцевого значення помилки використовується 
змінна errtotal. 

У подвійному циклі відносно 𝑛 і кута 𝑑𝑒𝑔 
визначається значення 𝐹% (змінна oldval). Для 
кожного 𝑛 розраховано значення точки перегину 
𝐹% (змінна gran), що є граничною точкою 
розрахунку для зони епіцентру відблиску.  
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Рисунок 3 – Граф-схема обчислення функції 

відхилення ErrorWithBlinn між 𝐹)'* і 𝐹% 
 

Для масиву 𝑘 ∈ [1,5] всередині подвійного 
циклу визначаються значення 𝐹)'* (змінна 
novval). Якщо 𝑘 досягає значення 𝑛, ітерація через 
масив 𝑘 закінчується. У змінну rizn записуються 
відносні похибки між 𝐹)'* з різними 𝑘і 𝐹%. Змінна 
pomylka є сумою rizn, avgpomylka – середнім 
значенням rizn. Середні значення відносної 
похибки додаються до кінцевого значення 
помилки errtotal. 

В результаті роботи програми встановлено 
оптимальне значення 𝑎,  що дорівнює0.95. Тоді 
𝐹)'* обчислюється за формулою:  

𝑐𝑜𝑠(C-./0$
&
𝑥)& . 

На рисунку 4 зображено графіки 𝐹)'*, 𝐹'(, 
𝐹12 (𝑎 = 1

2
),𝐹% у зоні епіцентру відблиску при 𝑛 =

300, 𝑘 = 3. 

 

 
Рисунок 4 − Графіки 𝐹)'*, 𝐹'(, 𝐹12,𝐹% у зоні 

епіцентру при 𝑛 = 300, 𝑘 = 3 
 
На рисунку 5 зображено графіки 

максимальних відносних похибок (𝛿) у зоні 
епіцентру між 𝐹)'*,𝐹'(, 𝐹12 і 𝐹% відносно 𝑛 ∈
[6,1000], 𝑘 ∈ [1,5]. 

 

 
Рисунок 5 – Максимальні 𝐹'(, 𝐹12, 𝐹)'* від 𝐹% 

відносно 𝑛 ∈ [6,1000], 𝑘 ∈ [1,5] 
 

Отже, для 𝐹'( найменша максимальна 𝛿 
відносно 𝑛 ∈ [6,1000], 𝑘 ∈ [1,5] при 𝑘 = 5 (1.7%), 
для 𝐹)'* при 𝑘 = 3 (0.8%). 

𝐹)'* забезпечує більш точне формування 
відблисків у зоні епіцентру відблиску, ніж 𝐹'(. 

Знаходження формули нормуючого 
коефіцієнта для модифікованої моделі на 
основі розрахунку кута між векторами 

Для забезпечення дотримання закону 
збереження енергії модель відбивної здатності 
поверхні повинна відповідати умові [7]: 

 

d
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∫ 𝑓((𝜔,𝜔() ∗ 𝑐𝑜𝑠( 𝜃)𝑑𝜔 ≤ 13 , 
 

де 𝑑𝜔 – тілесний кут, обчислюється: 
𝑠𝑖𝑛( 𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜑, 𝑓((𝜔,𝜔() – двопроменева функція 
відбивної здатності поверхні. 

Дотримання закону збереження енергії для 
моделі відбиття світла забезпечується за рахунок 
введення нормуючого коефіцієнта. Знайдемо 
вираз розрахунку нормуючого коефіцієнта для 
модифікованої моделі на основі розрахунку кута 
між векторами.  

Рівняння для знаходження нормуючого 
коефіцієнта має вигляд [8]: 

 

𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘)\𝑓((𝜔,𝜔() ∗ 𝑐𝑜𝑠( 𝜃)𝑑𝜔 = 1
3

, 
 

де 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) – шуканий коефіцієнт. 
Замість 𝑓((𝜔,𝜔() підставляємо формулу 

моделі на основі розрахунку кута між векторами. 
Значення 𝑔𝑟𝑎𝑛(𝑛, 𝑘) аргументу, при якому модель 
досягає нуля, розраховується за формулою: 

 

𝑔𝑟𝑎𝑛(𝑛, 𝑘) =
1.612

^𝑛𝑘_
4
"
	. 

 

Рівняння у сферичній системі координат 
набуває вигляду: 

𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘)\ \ 𝑐𝑜𝑠(a
0.95𝑛
𝑘 𝜃)&

5(+$($,&)

-

"9

-
× 

 
 

× 	𝑐𝑜𝑠( 𝜃) 𝑠𝑖𝑛( 𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜑 = 1 . 
 
Здійснюємо інтегрування лівої частини рівняння у 
по 𝑑𝜑. Отримуємо вираз: 
 

𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘)2𝜋\ 𝑐𝑜𝑠(a
0.95𝑛
𝑘 𝜃)&

5(+$($,&)

-
× 

× 	𝑐𝑜𝑠( 𝜃) 𝑠𝑖𝑛( 𝜃)𝑑𝜃 = 1. 
 

Позначимо інтеграл рівняння як 𝐼𝑛𝑡(𝑛, 𝑘): 

𝐼𝑛𝑡(𝑛, 𝑘) = 
 

= \ 𝑐𝑜𝑠(a
0.95𝑛
𝑘 𝜃)& 𝑐𝑜𝑠( 𝜃) 𝑠𝑖𝑛( 𝜃)𝑑𝜃

5(+$($,&)

-
	. 

 

Отримуємо рівняння знаходження 
нормуючого коефіцієнта для модифікованої 
моделі на основі розрахунку кута між векторами: 

 
𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) ∗ 2𝜋 ∗ 𝐼𝑛𝑡(𝑛, 𝑘) = 1. 

 

Значення 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) для однієї пари 𝑛, 𝑘 
визначається за формулою: 

 

𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) =
1

2𝜋 ∗ 𝐼𝑛𝑡(𝑛, 𝑘). 

 
Для 𝑛 на проміжку 𝑛 ∈ [2,1000], 𝑘 на 

проміжку 𝑘 ∈ [1, 𝑛 − 1] розраховано значення 
𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘). Вибрані 50 значень 𝑛, 𝑘, 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) 
збережено у текстовому файлі (рисунок 6). 

 

 
Рисунок 6 – Вибірка значень 𝑛, 𝑘, 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) 

 
Значення текстового файлу використано 

для підбору формули 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) у програмному 
засобі TuringBot. Метрика помилки – 
середньоквадратичне відхилення (RMS error, 
рисунок 7). 

 

 
Рисунок 7 – Вибір вхідних даних і метрики 
помилки для підбору формули 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) у 

TuringBot 
 
Отримано набір можливих формул 

𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) (рисунок 8). Вибрано останній вираз зі 
списку, враховуючи найменше значення метрики 
помилки. 

 

 
Рисунок 8 – Варіанти формул обчислення 

𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) у TuringBot 
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Отже, формула розрахунку 𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) для 
модифікованої моделі на основі розрахунку кута 
між векторами має вигляд 

 

𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘) = f
0.11

𝑘 − 0.07 + 0.15h (𝑛 − 0.48) + 0.28 
 

На рисунках 9-10 зображено максимальні 
абсолютні відхилення 𝛥 виразу 
𝑐𝑜𝑒𝑓(𝑛, 𝑘)2𝜋𝐼𝑛𝑡(𝑛, 𝑘) від 1 для 𝑘 = 1, 5	на 
проміжках 𝑛 ∈ [𝑘 + 1,1000]. 

 

 
Рисунок 9 – Залежність 𝛥	від 𝑛 для 𝑘 = 1 

 

 
Рисунок 10 – Залежність 𝛥	від 𝑛 для 𝑘 = 5 

 
Максимальне 𝛥 для 𝑘 ∈ [1,999] на 

проміжках 𝑛 ∈ [𝑘 + 1,1000] становить 210!". 

Висновки 
У статті розроблено фізично коректну 

модель відбиття на основі обчислення кута між 
векторами. Запропонована модель порівняно з 
оригінальною забезпечує точніше відтворення 
відблисків у зоні епіцентру та відповідає закону 
збереження енергії.  
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THE DEVELOPMENT OF PHYSICALLY CORRECT LIGHT REFLECTANCE MODEL BASED ON 
ANGLE CALCULATION BETWEEN VECTORS 

The new physically correct reflectance model based on angle calculation between vectors is proposed in 
this article. The main bidirectional reflectance distribution functions groups characteristics are analyzed. The 
models based on angle calculations allow to approximate the etalon Blinn model with low degree function. The 
approximated Blinn model was modified with correction coefficient in order to increase the realism level of the 
epicenter zone glow formation. The computer program for the modified model correction coefficient calculation 
was developed. The modified model normalizing coefficient for the energy conservation law adherence was 
proposed. The dataset for the coefficient formula selection using TuringBot software was created. The normalizing 
coefficient formula was selected from calculated variants. The absolute error value between 1 and hemispherical 
integral reflectivity value is not bigger than 210!". The developed physically correct reflectance model can be 
used in high realism level computer graphics systems. 
Keywords: bidirectional reflectance distribution function, normalizing coefficient, physically correct model, 
energy conservation law  


