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Анотація 

Розглянуто способи параметризації рівняння кола в просторі на основі представлення кола як перетину 

сфери та площини; з використанням лінійних перетворень, що забезпечують повороти системи координат і 

обертання навколо осі а також векторне рівняння записане за допомогою базисних векторів у площині кола. 

Наведено приклади застосування отриманих рівнянь. 

Ключові слова: параметричне рівняння кола у просторі, матриця повороту, матриця обертання вектора на 

заданий кут навколо осі, рівняння кола, що проходить через три задані точки простору. 

 
Abstract 

Methods for parameterizing the equation of a circle in space based on the representation of a circle as the intersection 

of a sphere and a plane and using linear transformations that provide rotations of the coordinate system and rotation 

around the axis, as well as a vector equation written using basis vectors in the plane of the circle, are considered. Exam-

ples of application of the received equations are given. 

Keywords: parametric equation of a circle in space, rotation matrix, matrix of rotation of a vector at a given angle 

around the axis, equation of a circle passing through three given points on the space. 

 

Вступ  

Параметричні рівняння кривих у просторі, можуть буть доволі нетривіальними [1, 2, 3]. Коло задач, 

що потребують для свого вирішення застосування таких рівнянь, доволі широке: від комп’ютерної гра-
фіки до задач моделювання складних процесів [1, 2]. 

Метою роботи є огляд відомих і запропонованих способів побудови параметричних рівнянь кола у 

просторі і наведення практичних прикладів застосування таких рівнянь. 

 
Результати дослідження 

Наведемо одну з можливих еквівалентних постановок задачі. 

Постановка задачі. Скласти параметричне рівняння кола c в просторі ℝ3, з центром в точці 

𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), нормаллю 𝒏(𝑎, 𝑏, 𝑐), |𝒏| = 1 і радіусом 𝑟. 

1. Коло можна визначити як діаметральний перетин сфери радіуса 𝑟 з центром 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) пло-

щиною, якій належить коло: 

 {
(𝑥 − 𝑥0)

2 + (𝑦 − 𝑦0)
2 + (𝑧 − 𝑧0)

2 = 𝑟2,

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0.
  

Останню систему можна параметризувати при 𝑎2 + 𝑐2 ≠ 0, наприклад так [3]: 

 

{
 
 

 
 𝑥 = 𝑥0 +

𝑟

√𝑎2+𝑐2
(𝑐 cos 𝑡 −

𝑎𝑏 sin 𝑡

√𝑎2+𝑏2+𝑐2
) ,

𝑦 = 𝑦0 +
𝑟√𝑎2+𝑐2

√𝑎2+𝑏2+𝑐2
sin 𝑡 ,

𝑧 = 𝑧0 −
𝑟

√𝑎2+𝑐2
(𝑎 cos 𝑡 +

𝑏𝑐 sin 𝑡

√𝑎2+𝑏2+𝑐2
) ,

           𝑡 ∈ [0, 2𝜋]. (1) 

 

2. Наступна ідея полягає в тому, щоб використовувати комбінацію лінійних перетворень поворотів 

відносно координатних осей і паралельного перенесення. 

2.1. Будуємо коло з віссю симетрії, наприклад, 𝑂𝑧 ∥ 𝒌(0,0,1), з центром в Q(0,0,1). 

𝒄𝑧 = (
𝑟 cos 𝑡
𝑟 sin 𝑡
1

),      {
𝑥 = 𝑟 cos 𝑡,
𝑦 = 𝑟 sin 𝑡,
𝑧 = 1,

      𝑡 ∈ [0, 2𝜋]. 



 

2.2. Знаходимо кут 𝜑 = ∠(𝒏,𝒌) і здійснюємо поворот на цей кут в два етапи, наприклад: споча-

тку поворот на кут 𝜃1 = ∠(пр𝑥𝑂𝑧𝒏, 𝒌) навколо осі Oy, потім на кут 𝜃2 = ∠(пр𝑥𝑂𝑧𝒏,𝒏), на-

вколо осі Ox, де пр𝑥𝑂𝑧𝒏 –проекція вектора 𝒏 на площину xOz, а матриці поворотів на кут 𝜃 
відносно осей Ox, Oy мають, відповідно, вид [4] 

𝑅𝑥(𝜃) = (
1 0 0
0 cos 𝜃 − sin 𝜃
0 sin𝜃 cos 𝜃

) , 𝑅𝑦(𝜃) = (
cos 𝜃 0 sin 𝜃
0 1 0

−sin 𝜃 0 cos 𝜃
) . 

В результаті цього кроку отримаємо коло з віссю симетрії, 𝑂𝑃1, з центром 𝑃1, 𝑂𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝒏. 

2.3. Виконаємо зміщення на вектор −𝒏+ 𝑃, отримаємо коло з віссю симетрії, що паралельна 𝒏 

і центром P, що і т. о. 

Сумарне перетворення можна подати так 

 𝒄 = 𝑅𝑥(𝜃2)(𝑅𝑦(𝜃1)𝒄𝑧) + (−𝒏 + 𝑃) (2) 

 
3. Рівняння кола можна також отримати, обертаючи вибрану точку кола навколо заданої осі, що 

проходить через початок координат 𝑂(0,0,0) і паралельна 𝒏 з наступним зміщенням центра кола 

в точку P. 

3.1. Вибираємо довільний вектор 𝒑𝟎 ⊥ 𝒏, |𝒑𝟎| = 1. Обираємо точку (радіус-вектор точки) 𝑇0 =
𝑟 ∙ 𝒑𝟎. 

3.2. Обертаємо точку 𝑇0 навколо вектора 𝒏 на довільний кут 𝑡 ∈ [0, 2𝜋], за допомогою матриці 

повороту 𝑅𝒏(𝑡) [4], отримаємо коло 𝒄0 = 𝑅𝒏(𝑡)𝑇0 з центром O, радіуса r і нормаллю 𝒏 

𝒄0 = 𝑅𝒏(𝑡)𝑇0 = 𝒏(𝒏 ∙ 𝑇0) + cos 𝑡 ∙ (𝒏 × 𝑇0) × 𝒏+ sin 𝑡 ∙ (𝒏 × 𝑇0). 
3.3. Виконаємо паралельне перенесення на вектор 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), остаточно отримаємо рівняння 

кола 

 𝒄 = 𝑅𝒏(𝑡)𝑇0 + 𝑃 = (𝒏(𝒏 ∙ 𝑇0) + cos 𝑡 ∙ (𝒏 × 𝑇0) × 𝒏 + sin 𝑡 ∙ (𝒏 × 𝑇0)) + 𝑃. (3) 

 
4. Виразимо радіус-вектор точки кола через базисні ортонормовані вектори в площині кола. 

Нехай, спочатку необхідно побудувати параметричне рівняння кола 𝒄0 з центром O, радіуса r і 

нормаллю 𝒏 

4.1. Знайдемо довільний ортонормований базис {𝒖, 𝒗} в площині кола 𝒄0, наприклад у випадку 

𝒏 ≠ 𝒊, 𝒏 ≠ 𝒋, так: 𝒖 = 𝒏 × 𝒊, 𝒗 = 𝒏 × 𝒋, ортогоналізуємо 𝒗 ≔ 𝒗 + 𝛼 ∙ 𝒖, де 𝛼 знайдемо з 

умови (𝒗 + 𝛼 ∙ 𝒖) ⊥ 𝒖 , 𝛼 = −
𝒖∙𝒗

𝒖∙𝒖
, нормалізуємо 𝒗 ≔

1

|𝒗|
𝒗, 𝒖 ≔

1

|𝒖|
𝒖 і отримаємо ортонормо-

ваний базис {𝒖, 𝒗}. 
4.2. Будуємо параметричне рівняння кола 𝒄0 з центром O, радіуса r і нормаллю 𝒏 

𝒄0 = 𝑟 cos 𝑡 ∙ 𝒖 + 𝑟 sin 𝑡 ∙ 𝒗. 
4.3. Зміщуємо центр кола у точку P і остаточно отримуємо 

 𝒄 = 𝒄0 + 𝑃 = 𝑟 cos 𝑡 ∙ 𝒖 + 𝑟 sin 𝑡 ∙ 𝒗 + 𝑃. (4) 

Задача 1. Скласти параметричне рівняння кола з центром в Р(1,2,3), радіуса r=2 і нормаллю 
n=(1,1,2). 

 
Рис. 1. 

Розв’язання. Застосуємо метод п.4. Знайдемо 

базис {𝒖,𝒗}: 𝒖 =
1

√5
(−2,0,1), 𝒗 =

1

√30
(1, −5,2). За 

формулою (4) отримаємо: 

{
 
 
 

 
 
 𝑥 = 1 +

√30

15
sin 𝑡 −

4√5

5
cos 𝑡 ,

𝑦 = 2 −
√30

3
sin 𝑡 ,

𝑧 = 3 +
2√30

15
sin 𝑡 +

2√5

5
cos 𝑡 ,

𝑡 ∈ [0, 2𝜋].

 

Результат відображено на рис.1. 

 

  



 

Зауважимо, що методику, що розглянуту в п.2 можна застосувати для побудови довільної плоскої 

кривої в просторі; п. 3 – для побудови поверхонь обертання; а п. 4 легко узагальнити для побудови, 

наприклад, еліпса з півосями a, b, за формулою 

 𝑎 cos 𝑡 ∙ 𝒖 + 𝑏 sin 𝑡 ∙ 𝒗 + 𝑃, (5) 

тут вже орти {𝒖, 𝒗} мають бути напрямлені строго уздовж осей еліпса. 

 

Застосуємо розглянуті побудови до розв’язання прикладної задачі, що може виникати, наприклад, 
у комп’ютерній графіці. 

Задача2. Знайти рівняння кола, що проходить через три точки М1, М2, М3, що не лежать на одній 

прямій. 
Розв’язання. Через три точки, що не лежать на одній прямій, завжди можна провести коло, до того 

ж лише одне. 

1. Знайдемо координати нормалі  

𝒏 = 𝑀1𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑀1𝑀3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,   𝒏 ≔
1

|𝒏|
𝒏. 

2. Знайдемо координати точки Р -- центра кола, як перетин серединних перпендикулярів до відрі-

зків 𝑀1𝑀2, 𝑀1𝑀3. 

3. Отримаємо стандартну постановку задачі на побудову рівняння кола, яку розв’яжемо, напри-
клад, за методом (4). 

 

Висновки 

В роботі розглянуто деякі варіанти побудови параметричного рівняння кола в тривимірному прос-

торі. Намічені шляхи узагальнення розглянутих алгоритмів на криві і поверхні деяких інших типів, а 
також продемонстровано ефективність цих алгоритмів для розв’язання практичних задач. 
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