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Анотація 

 В роботі розв’язана задача локалізації в багатовимірному просторі області визначення чотиривимірних 2π-

періодичних функцій  1 1 2 2, , , ;u      , побудованих над полями значень тригонометричних синуса або косину-

са, за умови рівності нулю на періоді інтегралів таких функцій 
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що є необхідною декомпозицією під час розв’язування задач оптимізації режимів роботи окремих  важливих 

систем в електротехніці та електроніці за критеріями, які виявляють себе математичними функціоналами 

або безпосередньо чотиривимірних 2π-періодичних функцій, або складних функцій, що від них залежать.    
Ключові слова: електротехніка, електроніка, одновимірні та багатовимірні 2π-періодичні функції, чотири-

вимірний лінійний простір, структура простору, багатовимірна область визначення функції, впорядковані чет-

вірки, координатний базис, функціональний простір, коефіцієнти та ряди Фур’є 

 

Abstract 

The paper solves the problem of localization in multidimensional space of the region of definition of four-

dimensional 2π-periodic functions constructed over the fields of trigonometric sine or cosine values, under the condi-

tion that the integrals of such functions are equal to zero over the period which is a necessary decomposition when 

solving problems of optimizing the operating modes of certain important systems in electrical engineering and electron-

ics according to criteria that are mathematical functionals of either directly four-dimensional 2π-periodic functions or 

complex functions that depend on them. 

Keywords: electrical engineering, electronics, one-dimensional and multi-dimensional 2π-periodic functions, four-

dimensional linear space, space structure, parametric domain of a function, ordered quads, coordinate basis, functional 

space, Fourier coefficients, Fourier series 

 

Вступ 

Введення замість одновимірних 2π-періодичних функцій  ;u   , що визначені над полями зна-

чень тригонометричних синуса або косинуса, споріднених чотиривимірних функцій 

 1 1 2 2, , , ;u      , де розмірність визначається кількістю незалежних параметрів, що такі функції за-

дають (рис. 1), створює за рахунок  збільшення числа вимірів параметричної області їх визначення 

неабиякі переваги для технічних систем, в алгоритмі роботи яких ці функції знаходять своє застосу-

вання [1-15].  

 

 

Рис. 1. Чотиривимірна  1 1 2 2
, , , ;u       та одновимірна  ;u    2π-періодичні функції  
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Так для одновимірних 2π-періодичних функцій  ;u    параметричною областю визначення відно-

сно параметра   є одновимірний закритий нерівністю 0     простір, значення елементів з якого і 

задає система керування технічної засобу під час реалізації робочого режиму за заданих умов. 

Параметрична область визначення чотиривимірних 2π-періодичних функцій  1 1 2 2, , , ;u      від-

носно незалежних параметрів 1 1 2 2, , ,    , сформованих за тим же принципом, має вже чотири вимі-

ри і утворює чотиривимірний структурований простір, елементами якого є впорядковані четвірки 

 1 1 2 2, , ,    .  Цей простір також є закритим, але обмежений вже системою нерівностей: 
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Перехід від одновимірних 2π-періодичних функцій  ;u    до чотиривимірних  1 1 2 2, , , ;u       

створює сприятливе підґрунтя для успішного розв’язування оптимізаційних задач.   

В першу чергу, це стосується можливості забезпечення оптимальних режимів роботи технічних 

систем за тими критеріями, які математично є функціоналами або безпосередньо 2π-періодичних фу-

нкцій, або складних функцій, залежних від зазначених. Інтегрування здійснюється за кутом θ ( або за 

часом t, оскільки t  ) і переважно на періоді. На відміну від інтегралів одновимірних функцій ін-

теграли (функціонали) від чотиривимірних 2π-періодичних функцій вже виявляють себе не як функ-

ції єдиної змінної  , а як функції чотирьох незалежних змінних 1 1 2 2, , ,    , що створює в чотири-

вимірному просторі їх визначення багатовиди робочих областей з можливими альтернативами для 

систем керування.  

Тому локація та локалізація таких параметричних областей, дослідження їх структури і властивос-

тей є хоча і недостатньою, але необхідною умовою розв’язування зазначеного класу задач. 

Математичною інтерпретацією встановлення місцезнаходження в чотиривимірному просторі такої 

області значень, елементи  1 1 2 2, , ,     якої задовольняють заданим критеріям оптимізації, є 

розв’язування систем рівнянь та нерівностей, де кожне з них виокремлює в просторі власну парамет-

ричну область, перетин яких і локалізує шукану. 

Оскільки задача допускає можливість декомпозиції, автор вважає, що підхід послідовного 

розв’язування цієї задачі за її складовими є більш доцільним, тому бере його за основу. 

Відтак найперше визначимо  всі (за заданого кроку дискретизації) значення впорядкованих четві-

рок  1 1 2 2, , ,     з параметричної області визначення чотиривимірних 2π-періодичних функцій 

 1 1 2 2, , , ;u      , за яких інтеграли  на періоді за змінною θ (або за часом t) будуть дорівнювати 

нулю.  

Результат зазначеного дослідження наразі і є його метою. Незалежно від сподівань та очікувань. 

Математична ідентифікація умови 

Відповідно до накладеної на чотиривимірні 2π-періодичні функції  1 1 2 2, , , ;u      , які побудо-

вано над полями значень тригонометричних синуса або косинуса, умови їх середні значення на періо-

ді мають дорівнювати нулю. Відтак нулю має дорівнювати і власне інтеграл чотиривимірної  2π-

періодичної функції у разі інтегрування по періоду: 

   
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                                                             (2) 

Рівняння (2) в закритому системою нерівностей (1) чотиривимірному просторі  1 1 2 2, , ,    па-

раметричної області визначення 2π-періодичних функцій задає багатовид, на якому з-поміж чотирьох 

параметрів 1 1 2 2, , ,     четвертий параметр стає залежним від інших трьох. 

Математичною ідентифікацією чотиривимірної  2π-періодичної функції є співвідношення 

             1 1 2 2 1 1 1 2 2 2, , , ; sin ,mu U                                       1 1 1 1    (3) 
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де  1  – одинична функція Хевісайда; mU – амплітудне значення синусоїдної функції та її аргумент 

2
t t

T


   ;  1 1 2 2, , ,     – впорядковані четвірки, які є елементами лінійного (векторного) чо-

тиривимірного простору з заданою в ньому структурою. 

Підставивши (3) в (2) та провівши інтегрування, переписуємо умову (2) в елементарних тригоно-

метричних функціях 

   1 2 2 2 1 1 0cos cos cos cos .                                                           (4) 

Всі розв’язки рівняння (4), які отримано на системі нерівностей (1), і визначатимуть в чотиривимі-

рному просторі впорядкованих четвірок  1 1 2 2, , ,     заявлену автором параметричну область ви-

значення чотиривимірних 2π-періодичних функцій (3), які побудовано над полями значень тригоно-

метричних синуса або косинуса, з накладеною на них умовою (2).    

 Математичне дослідження проведемо в програмному середовищі системи комп’ютерної матема-

тики Mathcad.  

Параметрична область визначення чотиривимірних 2π-періодичних функцій 

за умови рівності нулю на періоді їх інтегралів  

На рис. 2 наведено лістинг створеної в середовищі Mathcad фрагменту програми для знаходження 

на дискретній множині всіх розв’язків рівняння (4) та отримані в цій частині результати. 

 

Рис. 2. Лістинг  фрагменту програм в математичному середовищі Mathcad 

 

Масив всіх дискретних значень впорядкованих четвірок з чотиривимірного простору параметрич-

ної області визначення досліджуваних чотиривимірних 2π-періодичних функцій, які є розв’язками 

рівняння (2) (або (4)), наведений на рис. 3. Зазначені в масиві впорядковані четвірки  1 1 2 2, , ,     є 

елементами заявленої області визначення, за значень яких виконується умова (2). 
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Рис. 3. Масив всіх дискретних значень впорядкованих четвірок параметричної області визначення  

чотиривимірних 2π-періодичних функцій, за значень яких виконується умова (2) 

 

На рис. 4 побудовані поверхні графіків функціонала Jd(α1, β1, α2, β2) за двох фіксованих значень не-

залежних змінних (α1 та  β1), а також графіки нуль-площини, перетин з якою і визначає розв’язки рів-

няння (2) за заданих умов.  

α1 β1 α2 β2 
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а)  1 1 2 228,8 ; 54 ; ;J

d
        

 
б)  1 1 2 243,2 ; 93 6 ; ;J ,

d
        

 
б)  1 1 2 246,8 ; 133 2 ; ;J ,

d
        

Рис. 4. Поверхні графіків функціонала Jd(α1, β1, α2, β2) за двох фіксованих значень незалежних змінних (α1 та  β1)  
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Таким чином, проекція параметричної області визначення чотиривимірних 2π-періодичних функ-

цій, для яких виконується умова (2), на координатну площину (α2; β2) за двох фіксованих значень не-

залежних змінних α1 і  β1, де 1 128 8 ;  54,     , має вигляд, показаний на рис. 5, а.    

 

 
а) 

 
б) 

 

Рис. 5. Проекція параметричної області визначення чотиривимірних 2π-періодичних функцій, для яких виконується 

умова (2), за двох фіксованих значень незалежних змінних α1 і  β1, де 
1 1

28,8 ; 54      

 

На рис. 5, б показана ту саму ділянку області визначення, але вже в тривимірному підпросторі. 
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Фрагмент повної проекції параметричної області визначення чотиривимірних 2π-періодичних фу-

нкцій  1 1 2 2, , , ;u      , побудованих над полями значень тригонометричних синуса або косинуса, за 

умови рівності нулю на періоді інтегралів цих функцій 

 
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0

, , , ; 0,u d


        

  а відтак їх середніх значень за період, на тривимірний простір  1 2 2, ,    показаний на рис. 6.  

 

 

Рис. 6. Фрагмент проекції в тривимірний простір  1 2 2, ,    параметричної області визначення чотиривимірних 2π-

періодичних функцій  1 1 2 2, , , ;u      , побудованих над полями значень тригонометричних синуса або косинуса, за 

умови рівності нулю на періоді їх інтегралів 

   

Повне графічне відображення зазначеної проекції показано на рис. 7. 
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Рис. 7. Повне графічне відображення проекції  в тривимірний простір  , ,1 2 2    параметричної області визначення 

чотиривимірних 2π-періодичних функцій  , , , ;1 1 2 2u      , побудованих над полями значень тригонометричних синуса 

або косинуса, за умови рівності нулю на періоді їх інтегралів 

 

Висновки 

В роботі розв’язана задача локації і локалізації в чотиривимірному просторі  параметричної облас-

ті визначення чотиривимірних 2π-періодичних функцій  1 1 2 2, , , ;u      , побудованих над полями 

значень тригонометричних синуса або косинуса, за умови рівності нулю на періоді інтегралів таких 

функцій 
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що є необхідною декомпозицією під час розв’язування задач оптимізації режимів роботи окремих  

важливих систем в електротехніці та електроніці за критеріями, які є математичними функціоналами 

або безпосередньо від заявлених чотиривимірних 2π-періодичних функцій, або складних функцій, що 

від них залежать. 
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