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ВСТУП 

При розв’язанні різноманітних наукових та технічних задач час 
від часу дослідник зустрічається з необхідністю розкриття невизна-

ченностей типу 
0
0 . При цьому досить часто застосування класичних 

методів викликає певні ускладнення. В цих випадках набагато зруч-
нішим є використання ідей та методів нестандартного аналізу.  

Цікавим є те, що саме ідеї нестандартного аналізу (тобто безпосе-
реднє використання нескінченно малих чисел) були тим фундаментом, 
на якому Лейбніц та Ньютон інтуїтивно будували засади диферен-
ційного та інтегрального обчислень. Але пізніше в працях Коші та ін-
ших математиків нескінченно малі числа були «вилучені з обігу» і в 
основу математичного апарату диференційного та інтегрального об-
числення були покладені числові та функціональні послідовності і 
граничні співвідношення величин. Це підвищило аксіоматичну 
строгість математичного апарату, але, на жаль, ускладнило 
розв’язання певного кола задач. 

Відродження ідей нестандартного аналізу відбулося в 60-х роках 
минулого сторіччя, коли А. Робінсон запропонував нову аксіоматику 
математичного аналізу, яка базується на множині гіпердійсних чисел, 
що містить окрім так званих стандартних (звичайних дійсних) чисел 
ще й так звані нестандартні (нескінченно малі, нескінченно великі та 
їх комбінації зі звичайними дійсними) числа. 

В цій роботі розглянемо застосування нестандартного аналізу в 
електротехніці. 

Для аналізу електричних кіл постійного струму використовуються 
різноманітні уніфіковані методи розрахунку, які базуються на законах 
Ома та Кірхгофа. Разом з тим, існує певне коло задач цього напрямку, 
для яких безпосереднє використання цих уніфікованих методів прак-
тично неможливе. Це стосується, наприклад, розрахунку кіл постійно-
го струму з ідеальними реактивними елементами. Складність розра-
хунків в таких колах полягає в тому, що на постійному струмі опір 
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ідеальної індуктивності ( LxL  ) прямує до нуля, а опір ідеальної 

ємності (
C

xC 
1

 ) – до нескінченності. 

Зазвичай, для розв’язання таких задач одночасно із законами елек-
тротехніки використовують енергетичні характеристики індуктивно-
стей та ємностей, що значно ускладнює аналіз таких кіл, особливо для 
складних схем. Тому є актуальним застосування математичного апа-
рату нестандартного аналізу, який дозволить використати відомі 
уніфіковані методи для розрахунку таких кіл. 

В наступному підрозділі будуть викладені основні засади нестан-
дартного аналізу, які необхідні для розв’язання вищезгаданих елект-
ротехнічних задач. 
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1 ОСНОВНІ ЗАСАДИ НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛІЗУ 
Нехай R  – впорядкована множина дійсних чисел. Число   будемо 

називати нескінченно малим числом тоді та лише тоді, коли  
                     rRr   .       (1.1) 

Число 



1

  будемо називати нескінченно великим числом. В 

цьому випадку можна записати  
        rRr   .                     (1.2) 

До нескінченно малих та великих чисел можуть бути застосовані 
всі алгебраїчні операції (додавання, віднімання, множення, ділення, 
зведення в ступінь тощо) та теореми (комутативності, асоціативності 
тощо). 

Будемо розрізняти нескінченно малі та великі числа різного по-
рядку, а саме: 

-  k  32  – нескінченно малі числа першого, другого, 
третього, k -го порядку; 

-  k  32  – нескінченно великі числа першого, друго-
го, третього, k -го порядку. 

Разом з дійсними числами Rr  нескінченно малі та великі числа 
утворюють впорядковану множину гіпердійсних чисел R* . Прийнято 
називати дійсні числа Rr  стандартними або архімедовими на 
відміну від нестандартних (неархімедових) чисел Rr **  . 

Кожне нестандартне число містить стандартну частину 
       rr* ,         (1.3) 

тобто  
        rstr * ,         (1.4) 

інакше кажучи звичайне дійсне число є стандартною частиною деяко-
го нестандартного числа (очевидно, таких чисел може бути нескін-
ченна кількість). 

Два стандартних числа a  та b  називаються рівними тоді та лише 
тоді коли 

       0 ba .         (1.5) 
Два нестандартних числа a*  та b*  називаються еквівалентними 

(або нескінченно близькими одне до одного) тоді та лише тоді коли 
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      ba ** .         (1.6) 
Позначення   буде означати еквівалентність двох нестандартних 

чисел. 
Для стандартних чисел m  та n  запишемо деякі співвідношення, 

які випливають з (1.1 – 1.6): 

           k
k 




1 , 


mm
 , k

k mm



 ,              (1.7) 

          
n
m

n
m



 , 


n
m

n
m

 , 
 n

m
n
m

 ,    (1.8) 

        nnm  ,  mnm  , nnm k  , kk mnm   ,   (1.9) 
            sin , 1cos .                      (1.10) 
Цілком природньо, що таку ж нестандартну структуру може мати 

не лише множина дійсних чисел, а і множина уявних чисел, тобто 
площина комплексних чисел. 

Тоді, за аналогією з (1.9) можна записати: 
   jnjnm  ,  mjnm  , mjnm   ,  jnjnm  . (1.11) 
Крім того, задачі класичного аналізу перехідних процесів вимага-

ють безпосереднього використання стандартного числа 0  і нескінчен-
ної величини   тому сформулюємо їх нестандартну інтерпретацію. 

Стандартне число 0  в нестандартному аналізі можна розглядати 
як нескінченно мале число нескінченно великого порядку, тобто  

0 ,                            (1.12) 
тому 

                                       00



, 00   ,                                      (1.13) 

                             10 e , 1e , 1e .                                (1.14) 
Нескінченна величина   в нестандартному аналізі може бути по-

дана як нескінченно велике число нескінченно великого порядку, тобто  
 ,                (1.15) 

тому 

                                    



,   ,                                      (1.16) 

                                    e ,  e .                                   (1.17) 
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Перед тим, як перейти до застосування вищенаведених виразів для 
розв’язання різноманітних прикладних задач зазначимо, що не існує 
загальних правил вибору параметру, який доцільно прирівняти до не-
скінченно малого (або нескінченно великого) числа. Цей вибір здійс-
нюється дослідником в залежності від контексту конкретної задачі. 
При цьому слід мати на увазі, що у випадку необхідності заміни не-
скінченно малими числами одразу кількох різнорідних параметрів од-
нієї задачі, визначення співвідношень між цими числами є зовсім не-
простою проблемою і вимагає, іноді, додаткових досліджень. 

В наступному підрозділі розглянемо яким чином методи нестан-
дартного аналізу можуть бути використані для обчислення похідних в 
математичному аналізі. 
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2 ЗАСТОСУВАННЯ НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛІЗУ 
ДЛЯ ОБЧИСЛЕННЯ ПОХІДНИХ 

Визначимо методами нестандартного аналізу похідні деяких по-
ширених функцій. 

1) Функція nxy  . 
Введемо заміну dx . 

      ...!!
!

!!
!




















 221

2211
nnn

nn x
n
nx

n
nx

xx
dx
dy

 

    






 



 nnnn xx
n
nx

n
n 122

1122 !!
!

!!
!

...  

    ...
!!

!
!!

!






  21

2211
nn x

n
nx

n
n

 

   
11232

1122
 





 nnnn nxx

n
nx

n
n 

!!
!

!!
!... . 

 

2) Функція nx
y 1
 . 

Введемо заміну dx . 

  





 nn xx
dx
dy

11

 

    

















nnnnn xx

n
nx

n
nx

1

1111

1
11

!!
!...

!!
!

 

   

    




























nnnnnn

nnnnn

xx
n
nx

n
nx

x
n
nx

n
nxx

11122

11

1111

1111

!!
!...

!!
!

!!
!...

!!
!
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   

   























nnnnnn

nnn

xx
n
nx

n
nx

x
n
nx

n
n





11122

121

1111

1111

!!
!...

!!
!

!!
!...

!!
!

 

 
12

1

11







 nn

n

x
n

x

x
n
n

!!
!

. 

 

3) Функція xy  .  
Введемо заміну dx . 

  
  








xx

xxxxxx
dx
dy





  

    xxxxx
xx

2
11












. 

 
4) Функція xy sin .  
Введемо заміну dx . 

 

.cossincossin

sincossincossinsinsin

xxxx

xxxxx
dx
dy





















1
 

 
5) Функція xy cos .  
Введемо заміну dx . 

 

.sincossincos

cossinsincoscoscoscos

xxxx

xxxxx
dx
dy





















1
 

 
6) Функція tgxy  .  
Введемо заміну dx . 
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 
 

  .
cossincoscos

sincos
sincoscos

sincos
sinsincoscoscos

sinsincoscossincossincossincos

cos
sin

sinsincoscos
cossincossin

cos
sin

cos
sin

xxxx
xx

xxx
xx

xxx
xxxxxx

x
x

xx
xx

x
x

x
x

dx
dy

22

22

22

22

2

22

1













































 

 
7) Функція ctgxy  .  
Введемо заміну dx . 

 
 

    .
sinsincossin

cossin
sincossin

cossin
sincossincossin

cossincossincossinsincoscossin

sin
cos

cossincossin
sinsincoscos

sin
cos

sin
cos

xxxx
xx

xxx
xx

xxx
xxxxxx

x
x

xx
xx

x
x

x
x

dx
dy

22

22

22

22

2

22

1













































 

 
8) Функція xy sec .  

Введемо заміну dx . Оскільки 
x

x
cos

sec 1
 , запишемо 

 

.
cos
sin

sincoscos
sin

sincoscos
sin

sinsincoscoscos
sinsincoscoscos

cossinsincoscoscoscos

x
x

xxx
x

xxx
x

xxx
xxx

xxxxx
dx
dy

2222

2

1111


































 

 
9) Функція  xy cosec .  

Введемо заміну dx . Оскільки  
x

x
sin

cosec 1
 , запишемо 
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 

.
sin
cos

sincossin
cos

sincossincossin
cossincossinsin

sincossincossinsinsin

x
x

xxx
x

xxx
xxx

xxxxx
dx
dy

222

2

1111
































 

 

10) Функція xey  .  

Оскільки 
n

n n
e 






 



11lim , то в межах нестандартного аналізу мо-

жна записати 

 





1
111 








e ,  

x
xe  1  

Введемо заміну dx .  

         

     
   

      .x
x

x

x
xx

xxxx

e

dx
dy




































































1111

111
111

11111

 

 
3 ЗАСТОСУВАННЯ НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛІЗУ ДЛЯ 
РОЗРАХУНКУ УСТАЛЕНИХ РЕЖИМІВ ЕЛЕКТРИЧНИХ 

КІЛ ПОСТІЙНОГО СТРУМУ 
В цьому підрозділі розглянемо яким чином методи нестандартного 

аналізу можуть бути використані для аналізу кіл постійного струму з 
ідеальними реактивними елементами. 

Оскільки коло постійного струму можна розглядати як коло сину-
соїдного змінного струму, частота якого дорівнює нулю, то 
розв’язання таких задач можна застосувати символічний метод за 
умови   . 
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Розглянемо характерні приклади таких задач. 
 

3.1 КОЛА З ІДЕАЛЬНИМИ ІНДУКТИВНОСТЯМИ 
 

Прийнявши   , для комплексного опору індуктивності можна 
записати 

LjZ L  . 
Приклад 3.1 
В колі постійного струму (рис. 3.1) визначити струми в індуктив-

ностях 21 LL , .  

 
Рисунок 3.1 – Коло з ідеальними індуктивностями 

 
Параметри кола: 30U  В, 10r  Ом, 201 .L  Гн, 102 .L  Гн. 
На перший погляд здається, що струми в індуктивностях будуть 

однаковими ( 51
2221 .

r
UIII  А), оскільки повні опори цих віток 

на постійному струмі дорівнюють нулю. Але спробуємо розв’язати цю 
задачу використовуючи нескінченно малі числа. 

Повний комплексний опір кола дорівнює  
  

   21

21

21

21
22

21

21
LL

LLjr
LLj
LLjr

LjLj
LjLjrZ вх 







 




 , 

і згідно з (1.11) rZ вх  .  

Звідси 3
r

UI  А, напруга на індуктивностях  

   21

21

21

21
LL

LLj
r
UI

LL
LLjU L 




  ,  

а струми у вітках  
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  1
21

2

1
1 




rLL
UL

Lj
UI L


 А,   

  2
21

1

2
2 




rLL
UL

Lj
UI L


 А. 

Таким чином показано, що загальний струм I  на вході в коло 
розподіляється між індуктивностями аж ніяк не однаково, а обернено 
пропорційно їх значенням. 

Розглянемо тепер коло із закороченою ідеальною індуктивністю. 
Приклад 3.2 
В колі постійного струму (рис. 3.2) визначити струми в усіх 

вітках. 
 

 
 

Рисунок 3.2 – Коло із закороченою ідеальною індуктивністю 
 
Зі схеми кола видно, що індуктивність 1L  закорочена.  
Виникає питання, яким чином краще представити вітку, яка 

увімкнена паралельно з 1L . 
Якщо цю вітку представити як ідеальний резистор R  з нульовим 

опором, то в задачі з’являться одночасно два різних нескінченно ма-
лих числа 1   та 2R . При цьому слід мати на увазі, що 
співвідношення між 1  і 2  нам невідоме. 

Тому доцільніше представити цю вітку як ідеальну індуктивність 
2L , у якої 22 L . 

В цьому випадку, для повного комплексного опору цієї вітки 
можна записати 

21jZ  . 
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Добуток двох нескінченно малих чисел є нескінченно малим чис-
лом більш високого порядку, ніж кожен зі співмножників, тому в 
загальному випадку має місце одна з нерівностей 

2
121  jmj  , 

або 
2
221  jmj  . 

Розв’яжемо задачу для першої нерівності (очевидно, що для другої 
результат буде аналогічним). 

В результаті повний комплексний опір кола дорівнює  
  

   11

12
1

111

1
3
1

2

2
111

2
111










mL
Ljmr

mLj
Lmjr

jmLj
jmLjrZ вх 







 , 

і згідно з (1.11) 
rZ вх   

Звідси   

r
UI   

напруга на паралельних вітках 

   11

12
1

11

12
1 





mL

Ljm
r

UI
mL

LjmU L 



 , 

і згідно з (1.9) 

 
2
1

1

12
1

11

12
1 


 jm

r
U

L
Ljm

r
U

mL
Ljm

r
UU L 


 . 

Тоді струм у вітці з індуктивністю дорівнює 

01
111

2
1

11
1  




 L
m

r
U

Lj
jm

r
U

Lj
UI L , 

а паралельній вітці  

r
U

jm
jm

r
U

jm
UI L  2

1

2
1

2
1

2 



, 

Більш цікавим є випадок, коли в колі з ідеальними 
індуктивностями активні опори котушок є нескінченно малими 
числами різного порядку. 

Приклад 3.3 
Розглянемо коло постійного струму, яке зображене на рис. 3.3. 
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Рисунок 3.3 – Коло з ідеальними індуктивностями, у яких активні 

опори котушок є нескінченно малими числами різного порядку 
 

Це коло буде вважатися колом з ідеальними індуктивностями, 
якщо опори 1r , 2r  будуть нескінченно малими числами, тобто 11 r , 

22 r . 
Таким чином, при розв’язанні цієї задачі необхідно враховувати 

три різних нескінченно малих числа   , 11 r , 22 r , 
співвідношення порядків яких заздалегідь невідоме. 

Розглянемо можливі варіанти співвідношень порядків між цими 
різними нескінченно малими числами. При цьому є сенс вважати, що 
опори 1r , 2r  є нескінченно малими числами одного порядку. 

Варіант 1. Порядок частоти постійного струму   дорівнює поряд-
ку опорів 1r , 2r , тобто  

21   . 
Варіант 2. Порядок частоти постійного струму   більше ніж по-

рядок опорів 1r , 2r , тобто 
 21   . 

Варіант 3. Порядок частоти постійного струму   менше ніж поря-
док опорів 1r , 2r , тобто 

 21   . 
Визначимо струми у вітках кола для кожного із вищенаведених 

варіантів. 
Варіант 1. 
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В загальному вигляді можна записати  
 m1 ,  n2 , 

де m , n  – довільні стандартні числа (зокрема 1). 
Тоді для повних комплексних опорів віток кола (рис. 3.3) можна 

записати 
 1111111 jLmLjmLjLjrZ   ,  
 2222222 jLnLjnLjLjrZ   ,  

33 rZ  . 
Повний комплексний опір кола дорівнює  

   
   

  
  .3

21

21
3

21

21
3

21

21
3

r
LLjnm
jLnjLmr

jLnjLm
jLnjLmr

ZZ
ZZZZ вх




















 

Звідси 
3r

UI  , напруга на паралельних вітках 1Z  та 2Z  

  
 

  
 21

21

21

21
LLjnm
jLnjLm

r
U

LLjnm
jLnjLmIU Z 








 , 

а струми у вітках 
  

 
 

 
  21

2

1

21

21

1
1 LLjnmr

jLnU
jLm

LLjnm
jLnjLm

r
U

Z
UI Z















, 

  
 

 
 

  21

1

2

21

21

2
2 LLjnmr

jLmU
jLn

LLjnm
jLnjLm

r
U

Z
UI Z















. 

Легко помітити, що в першому варіанті, незважаючи на постійну 
напругу, струми в індуктивностях є комплексними величинами. 

Варіант 2. 
В загальному вигляді можна записати  

km 1  , 12  n , 
де m , n  – довільні стандартні числа (зокрема 1). 

Тоді для повних комплексних опорів віток кола (рис. 3.3) можна 
записати 

11111111 LjmLjLjrZ k  , 
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21122222 LjmnLjLjrZ k  , 

33 rZ  . 
Повний комплексний опір кола дорівнює  

  

  

  
 

.3
21

1
1

2
1

1111
3

2
1

11
1

1
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1

1111
3

211111

211111
3
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
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
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

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Звідси 
3r

UI  , напруга на паралельних вітках 1Z  та 2Z  
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
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а струми у вітках 
  

 
 

 
     ,
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  
 

 
    .

11
1

1

21
1

1

1
1

1

211

21
1

1

2
1

1111

2
2
























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Зазначимо, що в другому варіанті струми в індуктивностях не за-
лежать від значень самих індуктивностей. 

Варіант 3. 
В загальному вигляді можна записати  
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km 1 , kn 2 , 
де m , n  – довільні стандартні числа (зокрема 1). 

Тоді для повних комплексних опорів віток кола (рис. 3.3) можна 
записати 

 1
1

111111 jLmLjmLjLjrZ kk   , 

 2
1

222222 jLnLjnLjLjrZ kk   , 

33 rZ  . 
Повний комплексний опір кола дорівнює  
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В третьому варіанті струми в індуктивностях залежать лише від 
значень самих індуктивностей. Саме цей варіант концептуально 
відповідає задачам, які зустрічаються в практиці викладання теорії 
електричних кіл. Тому, надалі, ми будемо вважати, що співвідношен-
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ня порядків між різними нескінченно малими числами відповідають 
третьому варіанту. 

Ще цікавіша ситуація спостерігається у колах з магнітним 
зв’язком. 

Приклад 3.4 
Нехай у колі, заданому в прикладі 3.1, між індуктивностями існує 

магнітний зв’язок. Якщо котушки увімкнені узгоджено (як це наведе-
но на рис. 3.4-1), то система рівнянь за законами Кірхгофа буде мати 
вигляд: 

021  III , 
UMjILjIrI   211 , 

MjILjIMjILjI  122211  . 
 

 
Рисунок 3.4-1 – Коло з ідеальними індуктивностями та магнітним 

зв’язком (узгоджене увімкнення) 
 

Для другого рівняння цієї системи виконаємо еквівалентні перет-
ворення. 

UrIMjILjIrI   211 . 

Звідси 3
r

UI  А. Таким чином ми отримали нову систему 

рівнянь: 

021  II
r

U ,  

MjILjIMjILjI  122211  . 
Визначимо з першого рівняння струм 1I  і підставимо його в друге 

рівняння. 
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Числові розрахунки проведемо для трьох характерних випадків 
співвідношення між власними індуктивностями 21 LL ,  та взаємоін-
дуктивністю M  (значення 21 LL ,  такі ж самі, як і в прикладі 3.1). 

1. Нехай 080.M  Гн, тобто 2LM  .  
Тоді 42901 .I  А, а 57122 .I  А. Цей випадок принципово не 

відрізняється від прикладу 3.1. 
2. Приймемо тепер 10.M  Гн, тобто 2LM  .  
В цьому випадку весь струм протікає в другій котушці ( 32 I  А), 

а в першій котушці він зникає ( 01 I  А). 
3. Найбільш цікавим є третій випадок 140.M  Гн, коли 

212 LLML  .  
Тут ми спостерігаємо яскраво виражений так званий «ефект хиб-

ної ємності», коли струми в кожній з котушок перевищують вхідний 
струм ( 61 I  А, 92 I  А), а крім того в першій котушці струм міняє 
свій напрямок. 

Тепер розглянемо випадок зустрічного увімкнення (рис. 3.4-2). 
В цьому випадку система рівнянь за законами Кірхгофа буде мати 

вигляд: 
021  III , 
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UMjILjIrI   211 , 
MjILjIMjILjI  122211  . 

 

 
Рисунок 3.4-2 – Коло з ідеальними індуктивностями та магнітним 

зв’язком (зустрічне увімкнення) 
Для другого рівняння цієї системи виконаємо еквівалентні перет-

ворення. 
UrIMjILjIrI   211 . 
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UI  А. Таким чином ми отримали нову систему 

рівнянь: 

021  II
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U ,  

MjILjIMjILjI  122211  . 
Визначимо з першого рівняння струм 1I  і підставимо його в друге 

рівняння. 
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Числові розрахунки проведемо для тих самих значень взаємоін-
дуктивності M , що і для узгодженого увімкнення. 

1. Нехай 080.M  Гн, тобто 2LM  .  
Тоді 17411 .I  А, а 82612 .I  А.  

2. Приймемо тепер 10.M  Гн, тобто 2LM  .  
Тоді 211 .I  А, а 812 .I  А.  

3. В третьому випадку 140.M  Гн, коли 212 LLML  . Тоді 

24111 .I  А, а 75912 .I  А.  
Усі ці випадки принципово не відрізняються від прикладу 3.1, 

тобто нетривіальні результати спостерігаються лише при узгодженому 
увімкненні. 

Приклад 3.5 
Нехай у колі з трьома індуктивностями між двома з них існує маг-

нітний зв’язок. Параметри кола: 30U  В, 10r  Ом, 201 .L  Гн, 
102 .L  Гн, 1203 .L  Гн. 

 

 
Рисунок 3.5-1 – Коло з трьома ідеальними індуктивностями та  

магнітним зв’язком між між двома з них (узгоджене увімкнення) 
Розглянемо спочатку узгоджене з’єднання котушок, як це наведе-

но на рис. 3.5-1. 
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В цьому випадку система рівнянь за законами Кірхгофа буде мати 
вигляд: 

0321  III , 
    UMjLjIMjLjrI   2211 , 

MjILjILjI  12233  . 
Для другого рівняння цієї системи виконаємо еквівалентні перет-

ворення. 
    UrIMjLjIMjLjrI  12211  . 

Звідси 31 
r

UI  А. Таким чином ми отримали нову систему 

рівнянь: 

032  II
r

U ,  

Mj
r
ULjILjI   2233 . 

Визначимо з першого рівняння струм 3I  і підставимо його в друге 
рівняння. 
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Числові розрахунки проведемо для трьох характерних випадків 
співвідношення між власними індуктивностями 321 LLL ,,  та 
взаємоіндуктивністю M . 
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1. Нехай 050.M  Гн, тобто 2LM  .  
Тоді 95502 .I  А, а 04523 .I  А. Цей випадок принципово не 

відрізняється від прикладу 3.1. 
2. Приймемо тепер 120.M  Гн, тобто 3LM  .  
В цьому випадку весь струм протікає в третій котушці ( 33 I  А), 

а в другій котушці він зникає ( 02 I  А). 
3. Найбільш цікавим є третій випадок 140.M  Гн, коли 

213 LLML  .  
Тут ми спостерігаємо яскраво виражений так званий «ефект хиб-

ної ємності», коли струм в третій котушці ( 27333 .I  А) перевищують 
вхідний струм, а в другій котушці 27302 .I  А струм міняє свій 
напрямок. 

Тепер розглянемо випадок зустрічного увімкнення (рис. 3.5-2). 
 

 
Рисунок 3.5-2 – Коло з трьома ідеальними індуктивностями та  

магнітним зв’язком між між двома з них (зустрічне увімкнення) 
В цьому випадку система рівнянь за законами Кірхгофа буде мати 

вигляд: 
0321  III , 

    UMjLjIMjLjrI   2211 , 
MjILjILjI  12233  . 

Для другого рівняння цієї системи виконаємо еквівалентні перет-
ворення. 

    UrIMjLjIMjLjrI  12211  . 
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Звідси 31 
r

UI  А. Таким чином ми отримали нову систему 

рівнянь: 

032  II
r

U ,  

Mj
r
ULjILjI   2233 . 

Визначимо з першого рівняння струм 3I  і підставимо його в друге 
рівняння. 
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Числові розрахунки проведемо для трьох характерних випадків 
співвідношення між власними індуктивностями 321 LLL ,,  та 
взаємоіндуктивністю M . 

1. Нехай 050.M  Гн, тобто 2LM  .  
Тоді 31822 .I  А, а 68203 .I  А. Цей випадок принципово не 

відрізняється від прикладу 3.1. 
2. Приймемо тепер 10.M  Гн, тобто 2LM  .  
В цьому випадку весь струм протікає в другій котушці ( 32 I  А), 

а в третій котушці він зникає ( 03 I  А). 
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3. Найбільш цікавим є третій випадок 140.M  Гн, коли 

212 LLML  .  
Тут ми спостерігаємо яскраво виражений так званий «ефект хиб-

ної ємності», коли струм в другій котушці ( 54532 .I  А) переви-
щують вхідний струм, а в третій котушці 54502 .I  А струм міняє 
свій напрямок. 

Зазначимо, що цю задачу дуже складно розв’язати без допомоги 
методів нестандартного аналізу, а для наступної задачі це взагалі 
практично неможливо. 

Приклад 3.6 
В колі постійного струму (рис. 3.6-1) визначити струми в усіх 

вітках.  

 
Рисунок 3.6-1 – Складне коло з ідеальними індуктивностями  

 
Параметри схеми: 100U  В, 10r  Ом, 201 .L  Гн, 1502 .L  Гн, 

103 .L  Гн, 0504 .L  Гн, 02505 .L  Гн. 
Проведемо цей розрахунок методом контурних струмів. 
Спочатку визначимо вхідний опір цього кола, перетворивши зірку 

L1-L2-L5 в еквівалентний трикутник L15-L15-L25 (рис. 3.6-2).  
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Рисунок 3.6-2 – Еквівалентна схема кола  
після перетворення зірки в трикутник 
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Зі схеми (рис. 3.6-2) визначимо вхідний опір: 
 

   
        




4325154312251512

43251512
LLjLLjLLjLjLLjLj

LLjLLjLj
rZ вх




10105010  .j  Ом. 
Звідси випливає, що контурний струм першого контуру відомий 
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1011 
r

UI  А,  

а система рівнянь матиме вигляд 
0233322222111  ZIZIZI , 
0333332223111  ZIZIZI . 

Знайдемо власні та спільні опори контурів:  

121 LjZ  ,  523 LjZ  ,  231 LjZ  , 

53122 LjLjLjZ   ,  54233 LjLjLjZ   . 
Підставивши вирази для першого контурного струму, а також 

контурних та спільних опорів, отримаємо 

      0533531221  LjILjLjLjILj
r

U  , 

      0542335222  LjLjLjILjILj
r

U  . 

Визначимо з першого рівняння третій контурний струм і підста-
вимо його в друге рівняння. 

   

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Звідси знаходимо контурні струми 
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 

 

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

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

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 А, 

 

 
4147

5

1

5

531

5542
5

531

2542
5

1

33 .








rL
UL

L
LLL

LLLL
L

LLL

L
r

ULLL
rL
UL

I  А. 

Далі легко знайти струми у вітках:  
276322111 . III  А,  586233112 . III  А, 

7246223 . II  А,  4147334 . II  А,  69022335 . III  А 
Розподіл струмів між індуктивностями суттєво змінюється, якщо у 

вітку з 5L  увімкнути додатковий резистор. 

Приклад 3.7 

В колі постійного струму (рис. 3.7) визначити струми в усіх 
вітках. 

Параметри схеми: 
100U  В, 101 r  Ом, 202 r  Ом, 201 .L  Гн, 1502 .L  Гн,  

103 .L  Гн, 0504 .L  Гн, 02505 .L  Гн. 
Проведемо цей розрахунок також методом контурних струмів. 
Система рівнянь має вигляд 

UZIZIZI  133312221111 , 
0233322222111  ZIZIZI , 
0333332223111  ZIZIZI . 
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Рисунок 3.7 – Складне коло з ідеальними індуктивностями  

та резистором 
Знайдемо власні та спільні опори контурів:  

121 LjZ  ,  5223 LjrZ  ,  231 LjZ  , 

253122 rLjLjLjZ   ,  254233 rLjLjLjZ   . 
Розглянемо спочатку перше рівняння, підставивши в нього вирази 

для власних та спільних опорів. 
      ULjILjILjLjrI  23312221111  . 

Оскільки лише коефіцієнт при 11I  не є нескінченно малим, вико-
наємо еквівалентні перетворення: 

      UrILjILjILjLjrI  11123312221111  . 
Звідси випливає, що як і в попередньому прикладі 

10
1

11 
r
UII  А. 

Аналогічно виконаємо еквівалентні перетворення для другого 
рівняння. 

     

,0332222

52332531221
1





IrIr

LjrIrLjLjLjILj
r
U 

 

звідки 

3322 II  , 
а 

022335  III . 
Проведемо еквівалентні перетворення для третього рівняння. 
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     

.0332222

25423352222
1





IrIr

rLjLjLjILjrILj
r
U 

 

Очевидно 
3322 II  . 

Оскільки струм в індуктивності 5L  відсутній, задача суттєво 
спрощується і за аналогією з прикладом 3.1 можна записати 

 
  3

14321

43
21 





rLLLL

LLUII  А, 

 
  7

14321

21
43 





rLLLL

LLUII  А. 

 
3.2 КОЛА З ІДЕАЛЬНИМИ ЄМНОСТЯМИ 

 
Прийнявши   , для комплексного опору ємності можна запи-

сати 

Cj
Z C 

1
 . 

Приклад 3.8 
В колі постійного струму (рис. 3.8) визначии напруги на ємностях 

21 CC , . Параметри кола: 100U  В, 2001 C  мкФ, 1502 C  мкФ. 
 

 
Рисунок 3.7 – Коло з ідеальними ємностями 

 
Знайдемо повний комплексний опір кола  

   21

21

21

21

21

11
CCj
CC

CjCj
CjCj

CjCj
Z вх 








 , 
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тоді струм, що через нього протікає 

21

21
CC
CCUj

Z
UI

вх 


 , 

звідси напруги на ємностях 





21

2

1

1
1 CC

UC
Cj

IUC 
42.857 В,  





21

1

2

1
2 CC

UC
Cj

IUC 
57.143В. 

Приклад 3.9 
В колі постійного струму (рис. 3.9) визначити напруги 

1CU , 
2CU , 

abU .  
 

 
 

Рисунок 3.9 – Коло з ідеальними ємностями та розривом 
По-перше, очевидно, що UUC 

1
. 

По-друге, зі схеми кола видно, що вітка з ємністю 2C  розірвана.  
Розрив вітки можна представити як умовний ідеальний конденса-

тор, у якого площина обкладинок прямує до нуля, а відстань між об-
кладинками прямує до нескінченності, тобто його ємність C  дорівнює 
нескінченно малому числу.  

Тоді комплексний опір цього умовного конденсатора буде дорів-
нювати 

21

1
j

Z C  . 
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Добуток двох нескінченно малих чисел є нескінченно малим чис-
лом більш високого порядку, ніж кожен зі співмножників, тому в 
загальному випадку має місце одна з нерівностей 

2
121  jmj  , 

або 
2
221  jmj  . 

Розв’яжемо задачу для першої нерівності (очевидно, що для другої 
результат буде аналогічним). 

Отже для комплексний опір цього умовного конденсатора можна 
записати  

2
1

1
jm

Z C  . 

В результаті повний комплексний опір другої вітки дорівнює  

   2
2
1

21

21
2
1

21
2
1

21
2
1

11
Cjm
Cm

Cjjm
Cjjm

Cjjm
Z













 , 

а струм другої вітки 

2
1

2

2
2
1

21

2
2
1 


 Ujm

C
CUjm

Cm
CUjmI 


 . 

Звідси напруги на ємності 2C  

01

2

1

21

2
1

21
2


C

Um
Cj

Ujm
Cj

IUC






. 

Напругу abU  можна знайти як напругу на умовному конденсаторі 

U
jm

Ujm
jm

IUab  2
1

2
1

2
1

1




. 

Легко помітити, в цьому прикладі напруги на конденсаторах не 
залежать від їх ємностей. 

Приклад 3.10 
В колі постійного струму (рис. 3.10) визначии напруги на ємно-

стях 321 CCC ,, . Параметри кола: 100U  В, 2001 C  мкФ, 1502 C  
мкФ, 1003 C  мкФ. 
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Рисунок 3.10 – Розгалужене коло з ідеальними ємностями 

 
Знайдемо повний комплексний опір кола  
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тоді струм, що протікає через ємність 1C  
 
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1 CCC

CCCUj
Z
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вх
C 




 . 

Струми, що протікають через ємності 32 CC ,  знаходяться як 

   

,
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Звідси напруги на ємностях 
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   










321

32

1321

321

1

11
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CjCCC

CCCUj
Cj

IU CC 



42.857 В,  








321

1

2321

21

2

11
22 CCC

UC
CjCCC

CCUj
Cj

IU CC 



57.143 В. 

 








321

1

3321

31

3

11
33 CCC

UC
CjCCC

CCUj
Cj

IU CC 



57.143 В. 

Очевидно, напруги на ємностях 32 CC ,  однакові. 
 

Приклад 3.11 
В колі постійного струму (рис. 3.11) визначити напруги на всіх 

ємностях. 
 

 
Рисунок 3.11 – Складне коло з ідеальними ємностями 

Параметри кола: 100U  В, 2001 C  мкФ, 1502 C  мкФ, 
1003 C  мкФ, 504 C  мкФ, 255 C  мкФ. 

Цю задачу зручно розв’язувати методом вузлових потенціалів, 
прийнявши вузол 4 базовим, тобто 04  . Відзначимо, що U1 , 
тому задача зведеться до системи з 2-х рівнянь. 

Запишемо систему рівнянь 
0233222211  YYY  , 

0333322311  YYY  . 
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Підставивши вирази для потенціалу першого вузла, а також влас-
них та спільних провідностей, отримаємо 

      03334121  CjCjCjCjCjU  , 

      05323322  CjCjCjCjCjU  . 

Визначимо з першого рівняння потенціал другого вузла і підста-
вимо його в друге рівняння. 
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











 , 

     
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
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2 CCC
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Далі легко знайти напруги на ємностях 

84118211
. CU  В,  

94215312
. CU  В,  

8992233
. CU  В,  

1598124
. CU  В,  

0588435
. CU  В. 
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4 ЗАСТОСУВАННЯ НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛІЗУ ДЛЯ 
РОЗРАХУНКУ ПЕРЕХІДНИХ РЕЖИМІВ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 

ПОСТІЙНОГО СТРУМУ З ПОРУШЕННЯМ ЗАКОНІВ 
КОМУТАЦІЇ 

 
При аналізі перехідних режимів електричних кіл час від часу зу-

стрічаються кола для яких безпосереднє використання законів кому-
тації неможливе, тобто для таких кіл  

)()(  00 LL ii , 
)()(  00 CC uu . 

В таких випадках користуються більш узагальненими співвідно-
шеннями, що стосуються неперервності потокозчеплень (для індукти-
вностей) та зарядів (для ємностей), тобто 

)()(  00 LL  , 
)()(  00 CC qq . 

Але такі задачі можна аналізувати використовуючи закони кому-
тації в звичайнму вигляді та методи нестандартного аналізу, як це бу-
де показано нижче. 

 
4.1 ІНДУКТИВНІ КОЛА 1 ПОРЯДКУ 

 
Розглянемо декілька прикладів. 
Приклад 4.1. Розглянемо коло, яке зображене на рис. 4.1-1. Пара-

метри схеми: 600U  В, 2021  rr  Ом, 201 .L  Гн, 302 .L  Гн. 
Визначимо перехідні струми  ti1 ,  ti2 . 

Зазвичай, в такому колі аналіз перехідного процесу виконують 
застосовуючи узагальнений закон комутації, який відноситься до 
потокозчеплень. Разом з тим, ми можемо використати і звичайний 
закон комутації, якщо застосувати методи нестандартного аналізу. 

Оскільки вітка з комутаційним апаратом до комутації була 
закорочена, будемо вважати, що до комутації вона мала опір 3r . 
Після комутації замінимо розрив цієї вітки нескінченно великим опо-

ром 



1

3 r  (рис. 4.1-2)  
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Рисунок 4.1-1 –Коло з ідеальними індуктивностями 

 

 
Рисунок 4.1-2 – Еквівалентне коло з ідеальними індуктивностями 

 
Тоді початкові умови знаходяться як: 

    3000
1

2

2
1

32

32
1

11 









  r
U

r
rr

U

rr
rrr

Uii




 А,  

        00000
2

1
32

3
122 





  
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        300000 1
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2
1

32

2
13 





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r
ri

rr
rii


 А. 

Примусову складову визначимо як:  
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1
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
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1

1
1

1

1
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2
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2
1

2 















rr

U
r

r
rr

U

r

r

r
r

Ui пр 








 А. 

За методом вхідного опору 

 
 









1

1111

1

1

22

2221
2

11212121

22

22
11











pLr

LprLLpLpLprrLprrr

pLr

pLr
pLrpZвх

 

сформуємо характеристичне рівняння: 

          
 

    .0

111

212121211221
2

212121211221
2









 

rrrrLLLrLrpLLp

rrrrLLLrLrpLLp



         (4.1) 

Це квадратне рівняння має два корені. Перший з них можна 
визначити, виконавши еквівалентні перетворення рівняння (4.1):  

                
    .02121

212121211221
2




rrLLp
rrrrLLLrLrpLLp              (4.2) 
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Звідси випливає  

80
21

21
1 





LL
rrp с-1.  

Другий корінь знайдемо за допомогою теореми Вієта: 

для квадратного рівняння 02  cbpap  справедлива формула 

a
cpp 21 , або 

1
2 ap

cp  .  

З характеристичного рівняння (4.1) випливає, що 2121 rrrrc  , 
а 21LLa  , тому:  

  
 

 







 3338

21

21

2121

2121

21

21
21

2121
2

.


























LL
LL

rrLL
LLrr

LL
rrLL

rrrrp  с-1. 

Тоді  

            
tttptp

пр eAeAeAeAiti 
3338

2
80

12122 1521

.
  ,                (4.3) 

а  

       

   
   

 
 

..

..

.

..

tt

ttt

tptptptp
пр

tptp
пр

eAeA

eAeAeA

eApLeApLeAeAir

eAeAi
r

dt
tdiLrti

titi










3338

2
80

1

3338

2

3338

2
80

1

2221122122

212
3

2
222

21

5115

33383015

2121

21













 








           (4.4) 

Струм  ti3  визначається як  

      ..
. t

eAtititi 
3338

2213 52


                          (4.5) 

Для визначення сталих інтегрування треба у виразах (4.3) та (4.4) 
підставити замість змінної t значення початкового моменту часу 

10  t  (початковий моменту часу позначається символом 1 , 
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оскільки за своєю фізичною природою відрізняється від опору 




1
3 r ).  

При цьому виникає невизначеність 
13338.

e . 
Співвідношення нескінченно малих чисел   та 1  неможливо 

встановити суто математичним шляхом, оскільки вони відносяться до 
різнорідних параметрів. Проаналізуємо їх з фізичної точки зору. Нага-
даємо, що 1  – це початковий моменту часу, а   – це активна 
провідність розриву кола, яку ми спеціально вводимо для виконання 
стандартних законів комутації. Оскільки ці величини є незалежними 
одна від одної, то завжди можна вибрати їх так, щоб забезпечити 

умову 2
1   . Таким чином можна записати  

   1333833383338
2

1

  





...
eee ,                          (4.6) 

Враховуючи (4.3), (4.4), (4.5) та (4.6) отримаємо систему рівнянь 
для визначення сталих інтегрування 

.
,.

015
305115

21

21





AA
AA

 

Звідси 31 A , 122 A . 
Таким чином  

  tt
t

eeti 
3338

18315 80
1

.


   А, 

                                    tt
t

eeti 
3338

12315 80
2

.


   А,                           (4.7) 

 
t

eti 
3338

303

.


  А. 

Оскільки 



 t

e
3338.

, можна записати 
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   
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.
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eetitt
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80
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31518315

1831500
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





 

                    
   

,

.

tt

tt

ee

eetitt
8080

333880
1

31512315

1231500













               (4.8) 

    .. 0303000 3338
3  

 tetitt  

Нагадаємо, що нескінченно великий опір 



1

3 r  було штучно 

введено для забезпечення виконання стандартних законів комутації. 
Розглянемо тепер які значення приймають струми у вітках в моменти 

0t  і  0t  в реальному колі для якого 3r . 
Врахуємо при цьому, що 










1
3338

1333813338
.

..
eee . 

Як вже визначалось, до комутації при 0t  (зокрема при  0t ) 
3031  ii  А, 02 i  А. 

В момент часу 10  t  вирази (4.7) з урахуванням (4.2) прий-
муть вигляд 

  1218315183150 11 333880
1  

  .eei  А, 

  1212315123150 11 333880
2  

  .eei  А, 

  03030 13338
3   .eti  А. 

В момент часу 10 t  вираз  

                                 

















133381
3338

03338
.

.
.

eee  
стає невизначеним, оскільки час та опір є різнорідними параметрами, 
тому точне значення струмів в цей момент часу визначити неможливо.  

Ми можемо лише знати інтервали їх можливих значень, як то 

  12030 1  i , 

  1200 2  i , 
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  0030 3  i . 

Нарешті розглянемо енергетичні співвідношення в колі.  
До комутації ( 0t ) енергія була запасена лише в магнітному полі 

першої котушки і дорівнювала  

    90
2
3020

2
00

22
11 


 


.iLW  Дж. 

В перший момент часу після комутації (  0t ) енергія присутня 
вже в полі обох котушок  

      36
2

0
2

00
2
22

2
11  


iLiLW  Дж. 

Таким чином дефіцит енергії складає  
543690 W  Дж. 

В момент комутації струми в усіх вітках стрибком міняють своє 
значення. Час цих змін є нескінченно малим числом, тому в першій та 
в другій вітках, де активні опори мають скінчені значення, на цих ре-
зисторах втрати активної енергії за цей час відсутні. Опір же третьої 

вітки 



1

3 r , тому саме в ньому витрачається така кількість енер-

гії. 
Втрати енергії знайдемо, враховуючи що 


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
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Приклад 4.2. Розглянемо тепер коло, в якому між 
індуктивностями існує магнітний зв’язок (рис. 4.2).  

Параметри схеми: 60U  В, 51 r  Ом, 1032  rr  Ом,  
101 .L  Гн, 202 .L  Гн, 050.M  Гн.  

Визначимо перехідний струм  ti1 . 
 

 
 

Рисунок 4.2 – Коло з ідеальними індуктивностями 
та магнітним зв’язком 

 
Будемо вважати, що третя вітка після комутації буде мати опір 
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1
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Тоді початкові умови знаходяться як: 
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Примусову складову визначимо як:  
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Для формування характеристичного рівняння складемо систему 
рівнянь за законами Кірхгофа 

                               

.

,

,

03322
12

2

3311
21

1

321







irir
dt
diM

dt
diL

Uirir
dt
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dt
diL

iii

                                (4.9) 

Алгебраізуємо цю систему, підставивши 213 iii  . 
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                      (4.10) 

Запишемо визначник цієї системи та прирівняємо його нулю 
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Підставивши 



1

3 r  отримаємо  

     

        .02

112

212121221
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2121211221
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rrrrpMLLprLrLpMLL
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

  

 
Після підстановки числових параметрів характеристичне рівнян-

ня буде мати вигляд 

                             015502020180 2   pp .. .                     (4.11) 

Це квадратне рівняння має два корені, перший з яких визначимо, 
виконавши необхідні перетворення  

    0152015502020180 2  ppp ...  , 
звідки  

75
20

15
1 

.
p с-1. 

Другий корінь знову знайдемо за допомогою теореми Вієта:  

    
 4311

018075
15

018075
1550

1
2

.
..










ap
cp  с-1. 

Тоді  

  tptp
пр eAeAiti 21

2111   

і перше рівняння для визначення сталих інтегрування виглядає як  

  640 212111  AAAAii пр . 

Знайдемо першу похідну струму  ti1 :  

  tptp eApeAp
dt

tdi 21
2211

1  . 

Початкову умову для першої похідної струму визначимо за 
системою рівнянь (4.9) для моменту часу   0t . 
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     

   

    .

,

,

000

00

000

33220
1

0
2

2

33110
2

0
1

1

321

















irir
dt
diM

dt
diL

Uirir
dt
diM

dt
diL

iii

tt

tt               (4.12) 

Враховуючи, що  
      336000 213   iii А, 

і підставивши числові значення запишемо систему (4.12) у вигляді 

                  
...

,..

033005020

6033005010

0
1

0
2

0
2

0
1

















tt

tt

dt
di

dt
di

dt
di

dt
di

                          (4.13) 

Визначимо з другого рівняння значення 
0

2
tdt

di  


 15150250

20

330050
0

1
0

1

0
2 








 



 t
t

t dt
didt

di

dt
di .

.

.
 

підставимо його в перше рівняння 

603301515025005010 0
1

0
1 






 

  tt dt
di

dt
di ...  

та проведемо алгебраїчні перетворення 

....

....

...

6025253708750

330750570125010

3301515025005010

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1











 



















t

tt

tt

dt
di

dt
di

dt
di

dt
di

dt
di

 

Звідси випливає 


 712514257

08750

25253760
0

1 ..
.

..





tdt
di  
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і система рівнянь для визначення сталих інтегрування прийме оста-
точний вигляд 

             
....

,


712514257431175

2

212211

21





AAApAp

AA
                 (4.14) 

Після перетворень другого рівняння системи отримаємо  
71254311712514257431175 221 .....  AAA   

звідки  

252
4311
725

2 .
.
.

A , 

а  
2502 21 . AA . 

Таким чином  

  ttt eeeti 75
4311

75
1 25042522504   ...

,
 А. 

 
4.2 ЄМНІСНІ КОЛА 1 ПОРЯДКУ 

 
Приклад 4.3. Визначимо перехідні напруги на ємностях в колі, що 

зображене на рис. 4.3-1.  
Параметри схеми: 100U  В, 101 r  Ом, 1002 C  мкФ,  
1503 C  мкФ. 

   
 

Рисунок 4.3-1 –Коло з ідеальними ємностями 
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Для забезпечення можливості використання другого закону 
комутації будемо вважати, що вітка з ємністю 2C  містить резистор 

2r  (рис. 4.1-2).  
 

 
 
Рисунок 4.3-2 – Еквівалентне коло з ідеальними ємностями 

 
Початкові умови знаходяться як   

    10000
33

  Uuu CC  В, 

    000
22

  CC uu  В. 

Примусову складову визначимо як  
100

32
 Uuu прCпрC  В. 

За методом вхідного опору 

 

  
 

  
 pCCpCC

pCCCrpCCr

pCCpCC
pCpCCpCCr

pCpC

pCpC
r

pCpC
r

pCpC
r

rpZвх

32
2

32

2321
2

321

32
2

32

232
2

321

32

32
1

32
2

32
2

1

1

1

11

11

11

11


















































 

сформуємо характеристичне рівняння: 
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   012321
2

321  pCCCrpCCr  .                     (4.15) 

Це квадратне рівняння має два корені, перший з яких визначимо, 
виконавши відповідні перетворення  

     011 3212321
2

321  pCCrpCCCrpCCr  , 

звідки  

  4001

321
1 




CCr
p с-1. 

Другий корінь знайдемо згідно теоремі Вієта (для квадратного 

рівняння 02  cbpap  справедлива формула 
a
cpp 21 ) 

 


16667
1

1

32

32

321
321

1
2 







CC
CC

CCr
CCrap

cp  с-1. 

Тоді  

           
tttptp

C eAeAeAeAUtu 
16667

2
400

121 10021
2

  ,         (4.16) 

а  

    

     

 
 

..

.

tt

tttt

tt

tttptp

tptpC
CC

eAeA

eAeAeAeA

eAeA

eAeAepAepAC

eAeAU
dt

tdu
Ctutu


















16667

2
400

1

16667

2
400

1
2

16667

2
400

1

16667

2
4400

1
4

16667

2
400

122112

212

6670100

6671104

100166671040010

10021

212
23

























       (4.17) 

Для визначення сталих інтегрування треба у виразах (4.16) та 
(4.17) підставити замість змінної t значення початкового моменту часу 

10  t  (початковий моменту часу позначається символом 1 , 
оскільки за своєю фізичною природою відрізняється від опору 2r ).  
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При цьому виникає невизначеність 
116667

e . 
Співвідношення нескінченно малих чисел   та 1  неможливо 

встановити суто математичним шляхом, оскільки вони відносяться до 
різнорідних параметрів. Проаналізуємо їх з фізичної точки зору. Нага-
даємо, що 1  – це початковий моменту часу, а   – це активна 
провідність ідеальної ємності, яку ми спеціально вводимо для вико-
нання стандартних законів комутації. Оскільки ці величини є незале-
жними одна від одної, то завжди можна вибрати їх так, щоб забезпе-

чити умову 2
1   . Таким чином можна записати  

     1166671666716667
2

1

  





eee ,                             (4.18) 

Враховуючи (4.16), (4.17) та (4.18) отримаємо систему рівнянь 
для визначення сталих інтегрування 

  01001000 21

16667

2
400

1
1

1
2




 AAeAeAuC


 , 

  100667010066701000 21

16667

2
400

1
1

1
3


 AAeAeAuC ..


 . 

З першого рівняння визначимо А2 та підставимо в друге 

12 100 AA  , 
  1001006670100 11  AA . , 

Звідси  
7666671 1 .. A  

і 

40
6671

766
1 




.
.A , 

а 
602 A . 

Таким чином  

                         
tt

C eetu 
16667

400 6040100
2

   В,                          (4.19) 
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                       
tt

C eetu 
16667

400 4040100
3

   В.                            (4.20) 

Оскільки  
 t

e
16667

,можна записати 

             
,tt

tt
C

ee

eetutt
400400

16667
400

401006040100

604010000
2












  

             
.tt

tt
C

ee

eetutt
400400

16667
400

401004040100

404010000
3












  

Нагадаємо, що нескінченно малий опір 2r  було штучно вве-
дено для забезпечення виконання стандартних законів комутації.  
Розглянемо тепер які значення приймають напруги на ємностях в мо-

менти 0t  і  0t  в реальному колі для якого  02r . 
Як вже визначалось, до комутації при 0t  (зокрема при  0t ) 
100

3
Cu  В, 0

2
Cu  В. 

В момент часу 10  t  вирази (4.16) та (4.17) приймуть вигляд 

  60604010060401000 1
1

1
2

4000
16667

400  
  eeeuC  В, 

  60404010040401000 1
1

1
3

4000
16667

400  
  eeeuC  В. 

В момент часу 10 t  вираз 0
016667

e  стає невизначеним, 
оскільки час та опір є різнорідними параметрами, тому точне значення 
напруг в цей момент часу визначити неможливо. Ми можемо лише 
знати інтервали їх можливих значень, як то 

  6000
2

 Cu , 

  100060
3

 Cu . 

Нарешті розглянемо енергетичні співвідношення в колі, для чого 
спочатку визначимо струм в ємності, яка вмикалась 
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   

tt

tt

C

ee

dt

eed

dt
tdu

Cti







16667
400

16667
400

4
22

10061

6040100

102



























.

 

До комутації ( 0t ) енергія електричного поля була запасена ли-
ше в першому конденсаторі і дорівнювала  

 
 

750
2

10010150
2

0
0

262
3 3 .








CuC

W  Дж.  

В перший момент часу після комутації (  0t ) енергія запасена 
вже в обох конденсаторах і дорівнює  

 
   

450
2

6010250
2

0
0

262
23 3 .











CuCC

W  Дж. 

Таким чином дефіцит енергії складає  
30450750 ... W  Дж. 

В традиційних підручниках з ТОЕ наявність цього дефіциту по-
яснюють втратами енергії при заряді конденсатора, який вмикається, 
але не наводять при цьому жодних математичних доказів. Спробуємо 
це довести в межах нестандартного аналізу. 

 






























































 



 





 



 






0

3333316667400
8003

0

3333316667400
800

0

216667
400

0
2

2
2

30
16667400

3201023

10000320562

10061

tt
t

tt
t

tt

eee

dteee

dteedtrtiW



















..

.

.

 

30303030 03333303333333333

....  
eee   Дж. 
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Закон збереження енергії виконується. 
 
Приклад 4.4. Визначимо перехідні напруги на ємностях в колі, що 

зображене на рис. 4.4-1. Параметри кола: 100U  В, 101 r  Ом, 
1001 C  мкФ, 1202 C  мкФ, 303 C  мкФ. 

   
Рисунок 4.4-1 – Складне коло з ідеальними ємностями 

 
Для визначення початкових умов приймемо, що   , і для ком-

плексного опору ємності запишемо 
Cj

Z C 
1

 . 

Тоді комплексний опір кола до комутації  
 

.
31

13311

31

13311

31
1

11

CCj
CCCCjr

CjCj
CjCjCjCjr

CjCj
rZ вх



















 

 
Струм в колі  

13311

31
CCCCjr

CCUj
Z
UI

вх 





. 

 
Звідси початкові умови знаходяться як   
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    

















 

113311

31

1

1100
11 CjCCCCjr

CCUj
Cj

Iuu CC 



 

07723
13

3

13311

3 .






CC

UC
CCCCjr

UC


 В, 

    

















 

313311

31

3
3

1100
3 CjCCCCjr

CCUj
Cj

Iuu CC 



 

92376
13

1

13311

1 .






CC

UC
CCCCjr

UC


 В, 

 
Оскільки ключ розімкнений 

    000
22

  CC uu  В. 

Для забезпечення можливості використання другого закону 
комутації будемо вважати, що вітка з ємністю 2C  містить резистор 

12 r  (рис. 4.4-2).  
Зазначимо, що нескінченно малі числа   та 1  є різнорідними 

параметрами та їх співвідношення нам невідоме. 
 

 
 

Рисунок 4.4-2 – Еквівалентне складне коло з ідеальними ємностями 
 

Знайдемо тепер примусові складові. Повний комплексний опір 
кола після комутації визначається як 
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тоді струм, що протікає через ємність 1C  
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Струми, що протікають через ємності 32 CC ,  знаходяться як 
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Таким чином примусові складові визначимо як  
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Характеристичне рівняння сформуємо за методом вхідного опору 
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Воно буде мати вигляд 
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Це квадратне рівняння має два корені, перший з яких визначимо, 
виконавши відповідні перетворення  
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Другий корінь знайдемо згідно теоремі Вієта (для квадратного 

рівняння 02  cbpap  справедлива формула 
a
cpp 21 ). 

Оскільки 32111 CCCra   а 32 CCc  , то 
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Струм в ємності 1C  визначається як 
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Тоді напруга на ємності 1C  
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 (4.24) 

 
Для визначення сталих інтегрування треба у виразах (4.22) та 

(4.23) підставити замість змінної t значення початкового моменту часу 

20  t  (початковий моменту часу позначається символом 2 , 
оскільки за своєю фізичною природою відрізняється від опору 

12 r ).  

При цьому виникає невизначеність 1

241667




e . 

Співвідношення нескінченно малих чисел 1  та 2  неможливо 
встановити суто математичним шляхом, оскільки вони відносяться до 
різнорідних параметрів. Проаналізуємо їх з фізичної точки зору. Нага-
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даємо, що 2  – це початковий моменту часу, а 1  – це активна 
провідність ідеальної ємності, яку ми спеціально вводимо для вико-
нання стандартних законів комутації. Оскільки ці величини є незале-
жними одна від одної, то завжди можна вибрати їх так, щоб забезпе-

чити умову 2
12   . Таким чином можна записати  
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Оскільки 1

41667

1  
 t

e , можна записати 

   
,...

..
tt

t
t

C

ee

eetutt
1000

1
1000

41667
1000

6151640385236151640

38523615164000 1
2















 

   
,...

..
tt

t
t

C

ee

eetutt
1000

1
1000

41667
1000

6151640538936151640

53893615164000 1
3















 

   
....

..
tt

t
t

C

ee

eetutt
1000

1
1000

41667
1000

30786053893307860

5389345116000 1
1















 

 
Нагадаємо, що нескінченно малий опір 12 r  було штучно вве-

дено для забезпечення виконання стандартних законів комутації.  
Розглянемо тепер які значення приймають напруги на ємностях в мо-

менти 0t  і  0t  в реальному колі для якого 12 0 r . 

Як вже визначалось, до комутації при 0t  (зокрема при  0t ) 
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4.3 КОЛА 2 ПОРЯДКУ 
 
Приклад 4.5. Визначимо перехідні напруги на ємностях та струм 

в індуктивності в колі, що зображене на рис. 4.5-1.  
Параметри схеми: 100U  В, 501 r  Ом, 1001 L  мГн,  
1002 C  мкФ, 1503 C  мкФ. 
 

   
Рисунок 4.5-1 – Коло другого порядку 

 
Для забезпечення можливості використання другого закону 

комутації будемо вважати, що вітка з ємністю 2C  містить резистор 
02 r  (рис. 4.5-2).  

 

 
Рисунок 4.5-2 – Еквівалентне коло другого порядку 
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Початкові умови знаходяться як  
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За методом вхідного опору 
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сформуємо характеристичне рівняння: 
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Це кубічне рівняння має три корені, перші два з яких визначимо, 
виконавши перетворення  

                     
  

  
    ,01

1

321
2

321

2321

2
321321

3
321







pCCrpCCL

pCCCr
pCCLCCrpCCL




                      (4.33) 

звідки   
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      
  100

2
4

321

321
2

321321
1 





CCL

CCLCCrCCr
p  с-1, 

 
      

  400
2

4

321

321
2

321321
2 





CCL

CCLCCrCCr
p  с-1. 

Зазначимо, що корені характеристичного рівняння дійсні та різні, 
тобто перехідний процес має аперіодичний характер. 

Третій корінь знайдемо, використавши теорему розкладання 
полінома на множники, згідно з якою вираз (4.32) можна представити 
у вигляді  

    0321321  ppppppCCL . 
З цієї теореми випливає, що  

1321321  pppCCL , 
звідки  


166671

21321
3 

ppCCL
p  с-1. 

Тоді  

                    
 

,
ttt

tptptp
C

eAeAeA

eAeAeAUtu


16667

3
400

2
100

1

321

100

321
2

 


                       (4.34) 

а  

        

     

..

...

ttt

ttt

ttt

ttt

ttt

C
CC

eAeAeA

eAeAeA

eAeAeA

eAeAeA

eAeAeA

dt
tdu

Ctutu





















16667

3
400

2
100

1

16667

3
400

2
100

1

16667

3
400

2
100

1

16667

3
400

2
100

1
4

16667

3
400

2
100

1

2

66670100

66671040010

100

1666740010010

100

2
23




































        (4.35) 
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Струм в індуктивності визначимо як 

  

     

...

...

...

.

tt

ttt

ttt

ttt

ttt

CC

eAeA

eAeAeA

eAeAeA

eAeAeA

eAeAeA

dt
tdu

C
dt

tdu
Cti

400
2

100
1

16667

3
400

2
100

1

16667

3
400

2
100

1

16667

3
400

2
100

1
4

16667

3
400

2
100

1
4

321

100250

666710600150

66671040010

111114001001051

1666740010010

32

































































      (4.36) 

Для визначення сталих інтегрування треба у виразах (4.34), 
(4.35), (4.36)  підставити замість змінної t значення початкового 
моменту часу 10  t  (початковий моменту часу позначається сим-
волом 1 , оскільки за своєю фізичною природою відрізняється від 

опору 3r ). При цьому виникає невизначеність 
116667

e . 
Співвідношення нескінченно малих чисел   та 1  неможливо 

встановити суто математичним шляхом, оскільки вони відносяться до 
різнорідних параметрів. Проаналізуємо їх з фізичної точки зору. Нага-
даємо, що 1  – це початковий моменту часу, а   – це активна 
провідність розриву кола, яку ми спеціально вводимо для виконання 
стандартних законів комутації. Оскільки ці величини є незалежними 
одна від одної, то завжди можна вибрати їх так, щоб забезпечити 

умову 2
1   . Таким чином можна записати  

   1166671666716667
2

1

  





eee .                        (4.37) 

З виразів (4.34), (4.35), (4.36) враховуючи (4.37) знайдемо сталі 
інтегрування, для чого складемо систему рівнянь: 
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                           01000 3212
 AAAuC , 

                       100666701000 3213
 AAAuC . ,                     (4.38) 

                            01002500 211  AAi .. . 

Визначимо з третього рівняння  

2
2

1 4
0250
10 AAA 
.
.  

та підставимо його в перше та друге рівняння 

04100 322  AAA , 
100666704100 322  AAA . . 

Тоді  

23 3100 AA   

і 

  1003100666703100 22  AA . . 

Звідси  

33413
5
6766

2 ..
A , 

603341331003  .A , 
335533341341 .. A . 

Таким чином, перехідні напруги на ємностях 

        
,..

..
tt

ttt
C

ee

eeetu
400100

16667
400100

3341333553100

603341333553100
2







               (4.39) 

         
,..

..
tt

ttt
C

ee

eeetu
400100

16667
400100

3341333553100

403341333553100
3







              (4.40) 

а струм в індуктивності  

                         ... tt eeti 400100
1 33313331                                     (4.41) 
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Розглянемо тепер які значення приймають напруги на ємностях 
та струм в індуктивності в моменти 0t  і  0t  в реальному колі для 

якого  02r . 
Як вже визначалось, до комутації при 0t  (зокрема при  0t ) 
100

3
Cu  В, 0

2
Cu  В, 01 i  А. 

В момент часу 10  t  вирази (4.39) та (4.40) приймуть вигляд 

  



1

11
2

0
16667

400100 6033413335531000
 eeeuC ..  

60603341333553100 11 400100    ee ..  В, 

  



1

11
3

0
16667

400100 4033413335531000
 eeeuC ..  

60403341333553100 11 400100    ee ..  В, 

а струм в індуктивності  

  033313331 11 400100
1    eeti ..  А. 

В момент часу 10 t  вираз 0
016667

e  стає невизначеним, 
оскільки час та опір є різнорідними параметрами, тому точне значення 
напруг в цей момент часу визначити неможливо. Ми можемо лише 
знати інтервали їх можливих значень, як то 

  6000
2

 Cu , 

  100060
3

 Cu . 

Розглянемо тепер енергетичні співвідношення в колі. 
Оскільки до комутації ( 0t ) струм в індуктивності та напруга на 

ємності С2 дорівнювали нулю, то енергія була запасена лише в кон-
денсаторі С3 і дорівнювала  

 
 

750
2

10010150
2

0
0

262
3 3 .








CuC

W  Дж.  

В перший момент часу після комутації (  0t ) енергія запасена 
вже в обох конденсаторах і дорівнює  
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 
   

450
2

6010250
2

0
0

262
23 3 .











CuCC

W  Дж. 

Таким чином дефіцит енергії складає  
30450750 ... W  Дж. 

 
В традиційних підручниках з ТОЕ наявність цього дефіциту по-

яснюють втратами енергії при заряді конденсатора, який вмикається, 
але не наводять при цьому жодних математичних доказів. Спробуємо 
це довести в межах нестандартного аналізу. 

Для цього спочатку визначимо струм в ємності С2 

 

   


dt
tdu

Cti C2
22  























dt

eeed
ttt 

16667
400100

4

603341333553100

10

..

 

ttt eee 


16667
400100 10053305330

  .. . 

Тоді  
 

 

























































 






 



 



0 1666710016667400

500
33333

800200

0

216667
400100

0
2

2
2

61066106

56801000028402840

10053305330

dt

ee

eeee

dteee

dtrtiW

tt

tttt

ttt

















..

...

..  
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








































 






 



0

1666710016667400

5003
33333

20038004

16667100

6106
16667400

6106

101361301042110553

tt

tttt

ee

eeee









..

....

30303030 03333303333333333

....  
eee   Дж. 

 
Закон збереження енергії виконується. 
Графіки аперіодичного перехідного процесу виглядають так: 
 

 
Рисунок 4.6 – Напруга на ємності С2  
(аперіодичний перехідний процес) 

 

 
Рисунок 4.7 – Напруга на ємності С3  
(аперіодичний перехідний процес) 
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Рисунок 4.8 – Струм в індуктивності  
(аперіодичний перехідний процес) 

 
Розглянемо тепер перехідний процес в цьому ж колі при значенні 
2001 L  мГн, коли перехідний процес буде мати коливальний харак-

тер. 
Очевидно, що вирази (4.29), (4.30), (4.31), (4.32), (4.33) при цьому 

не зміняться. 
Перші два корені характеристичного рівняння знайдемо як 
 

      
  14466125

2
4

321

321
2

321321
1 .j

CCL
CCLCCrCCr

p 



  с-1, 

 
      

  14466125
2

4

321

321
2

321321
2 .j

CCL
CCLCCrCCr

p 



  с-1. 

 
Звідси  

  1251  pRe , 
  1446610 .Im  p . 

Зазначимо, що корені характеристичного рівняння комплексні 
спряжені, тобто перехідний процес має коливальний характер. 

Третій корінь знайдемо, аналогічно з попереднім випадком 
 


166671

21321
3 

ppCCL
p  с-1. 
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Звернемо увагу на те, що третій корінь не змінився 
Для коливального процесу вирази (4.34), (4.35) набудуть вигляду 
 

      
   

  ,..
tt

tpt
C

eAtCosAtSinAe

eAtCosAtSinAeUtu



 
16667

321
125

30201

1446614466100

3
2








        (4.42) 

а  

   

     

 
  

 

  ....

.)..

....
...

.(.

...

..

..

tt

t

tt

t

t

tt

C
CC

eAtCosAtSinAe

eAtCosA

tSinAtCosA
tSinAtCosA

tSinAeeA

tCosAtSinAe

tCosAtSinAe

eAtCosAtSinAe

dt
tdu

Ctutu























16667

321
125

16667

31

22

12

1
125

16667

3

12
1254

21
1254

16667

321
125

2

666701446614466100

66671144660066140

1446600661401446601250
144660125014466

1446610066671

14466144661446610

144661446612510

1446614466100

2
23






























     (4.43) 

 

Тоді струми в ємностях  

   

,.)....

....(

t

tC

eAtCosAtSinA

tCosAtSinAe
dt

tdu
Cti




16667

312

21
125

22

66671144660066140144660066140

144660125014466012502








 

   

,.)....

....(

t

tC

eAtCosAtSinA

tCosAtSinAe
dt

tdu
Cti




16667

312

21
125

33

66671144660099210144660099210

14466018750144660187503








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а струм в індуктивності  

          

     

)..
....

..(.

)....
....(

.)..

....
..(

tCosA
tSinAtCosA

tSinAeeA

tCosAtSinA
tCosAtSinAe

eAtCosA

tSinAtCosA
tSinAetititi

tt

t

t

t

14466016540
1446601654014466031250

1446603125066671

144660099210144660099210
1446601875014466018750

66671144660066140

1446600661401446601250
1446601250

1

22

1
125

16667

3

12

21
125

16667

31

22

1
125

321

































           (4.44) 

З виразів (4.42), (4.43), (4.44) враховуючи (4.37) знайдемо сталі 
інтегрування, для чого складемо систему рівнянь: 

                           01000 322
 AAuC , 

                          100666701000 323
 AAuC . ,                           (4.45) 

                       00165400312500 121  AAi .. . 

Визначимо з другого рівняння  

2
2

3 51
66670

AAA .
.

  

та підставимо його в перше рівняння 

051100 22  AA . . 
Звідси  

40
52

100
2 

.
A , 

а 
6051 23  AA . . 

Тоді з першого рівняння визначаємо 

5775
016540

031250 2
1 .

.
.


AA . 
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Таким чином, перехідні напруги на ємностях 

    
   

 ,...

...

tCostSinee

tCostSinetu

tt

t
C

144664014466577510060

1446640144665775100

125
16667

125
2











     (4.46) 

    
   

 ,...

...

tCostSinee

tCostSinetu

tt

t
C

144664014466577510040

1446640144665775100

125
16667

125
3











      (4.47) 

 

а струм в індуктивності  

   
 

...

)....
....(

tSine

tCosAtSinA
tCosAtSinAeti

t

t

1446671

1446601654014466016540
1446603125014466031250

125
12

21
125

1










      (4.48) 

Розглянемо тепер які значення приймають напруги на ємностях 
та струм в індуктивності в момент  0t  в реальному колі для якого 

 02r . 
Як вже визначалось, до комутації при 0t  (зокрема при  0t ) 
100

3
Cu  В, 0

2
Cu  В, 01 i  А. 

В момент часу 10  t  вирази (4.46) та (4.47) приймуть вигляд 

    
 11

125 14466401446657751000 1
2

 ... CosSineuC  

606040577510060
10

16667







.e  В, 

    
 11

125 14466401446657751000 1
3

 ... CosSineuC  

604040577510040
10

16667







.e  В, 

 

а струм в індуктивності  

  01446671 1
125

1
1    .. Sineti  А. 
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Графіки коливального перехідного процесу виглядають так: 

 
Рисунок 4.9 – Напруга на ємності С2  

(коливальний перехідний процес) 
 

 
Рисунок 4.10 – Напруга на ємності С3  

(коливальний перехідний процес) 
 

 
Рисунок 4.11 – Струм в індуктивності  

(коливальний перехідний процес) 
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Нарешті розглянемо критичний перехідний процес в цьому ж ко-
лі. Він має місце тоді, коли дискримінант квадратного рівняння дорів-
нюе нулю, тобто 

     04 321
2

321  CCLCCr , 
звідки 

  
  156250

4 32

2
321

1 .




CC
CCrL  Гн. 

В цьому випадку перші два корені характеристичного рівняння є 
дійсними однаковими і дорівнюють 

160
2 1

1 
L
rp  с-1. 

Третій корінь знайдемо, аналогічно з попереднім випадком 


166671

21321
3 

ppCCL
p  с-1. 

Третій корінь залишився без змін. 
Для критичного процесу вирази (4.42), (4.43) набудуть вигляду 
 

                     
   

  ,
tt

tppt
C

eAtAAe

eAtAAeUtu


16667

321
160

321

100

3
2

 


                           (4.49) 

а  

         

     

 

   

  ..

.

tt

tt

tt

C
CC

eAtAAe

eAAtAAe

eAtAAe

dt
tdu

Ctutu











16667

321
160

16667

3221
1604

16667

321
160

2

66670100

6667116010

100

2
23















          (4.50) 

 

Тоді струми в ємностях  
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       

  ,...

.

tt

ttC

eAAtAAe

eAAtAAe
dt

tdu
Cti








16667

32
4

21
160

16667

3221
1604

22

666711001600160

66671160102








 

   

   

  ,....

..

tt

tt

C

eAAtAAe

eAAtAAe

dt
tdu

Cti








16667

32
4

21
160

16667

3221
1604

33

66671105102400240

666711601051

3











 

 
а струм в індуктивності  

               2
4

21
160

321 1052040040 AtAAetititi t   ...           (4.51) 

З виразів (4.49), (4.50), (4.51) враховуючи (4.37) знайдемо сталі 
інтегрування, для чого складемо систему рівнянь: 

                           01000 312
 AAuC , 

                          100666701000 313
 AAuC . ,                           (4.52) 

                       010520400 2
4

11   AAi .. . 

Визначимо з другого рівняння  

1
1

3 51
66670

AAA .
.

  

та підставимо його в перше рівняння 

051100 11  AA . . 
Звідси  

40
52

100
1 

.
A , 

а 
6051 13  AA . . 

Тоді з першого рівняння визначаємо 
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6400
1052

040
4

1
2 


 .

. AA . 

 
Таким чином, перехідні напруги на ємностях 

                   
 ,te

etetu
t

tt
C

640040100

60640040100
160

16667
160

2






 
                 (4.53) 

                   
 ,te

etetu
t

tt
C

640040100

40640040100
160

16667
160

3






 
                 (4.54) 

а струм в індуктивності  

            
te

teti
t

t

256

64001052640004040040
160

4160
1






 ...           (4.55) 

Розглянемо тепер які значення приймають напруги на ємностях 
та струм в індуктивності в момент  0t  в реальному колі для якого 

 02r . 
Як вже визначалось, до комутації при 0t  (зокрема при  0t ) 
100

3
Cu  В, 0

2
Cu  В, 01 i  А. 

В момент часу 10  t  вирази (4.46) та (4.47) приймуть вигляд 

    



1

1
2

0
16667

1
160 606400401000

  eeuC  

606040100    В, 

    



1

1
3

0
16667

1
160 406400401000

  eeuC  

604040100    В, 

 

а струм в індуктивності  

  0256 1
160

1
1   eti  А. 
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Графіки критичного перехідного процесу виглядають так: 

 
Рисунок 4.12 – Напруга на ємності С2  

(критичний перехідний процес) 
 

 
Рисунок 4.13 – Напруга на ємності С3  

(критичний перехідний процес) 
 

 
Рисунок 4.14 – Струм в індуктивності  

(критичний перехідний процес) 
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Наостаннє розглянемо приклад кола 2 порядку з магнітним 
зв’язком та проаналізуємо, як характер перехідного процесу залежить 
від типу увімкнення котушок. 

Приклад 4.6. Визначимо перехідні напруги на ємностях та вхід-
ний струм в колі, що зображене на рис. 4.15-1.  

Параметри схеми: 100U  В, 501 r  Ом, 1001 L  мГн,  
502 L  мГн, 60M  мГн, 1002 C  мкФ, 1503 C  мкФ. 

 
Рисунок 4.15-1 – Коло другого порядку з магнітним зв’язком 

 
Для забезпечення можливості використання другого закону 

комутації будемо вважати, що вітка з ємністю 2C  містить резистор 
02 r  (рис. 4.5-2).  

 
Рисунок 4.15-1 – Еквівалентне коло другого порядку  

з магнітним зв’язком 
 



 
 

81 
 

Початкові умови та примусові складові знайдемо за виразами 
(4.29) та (4.30). 

Увімкнення котушок узгоджене. 
Характеристичне рівняння сформуємо за методом вхідного 

опору. 
 

          

   

 

  
 

    
 pCCpCC

pCpCCpCCMLLp

pCCpCC
pCCpCCr

pCpC

pCpC
MLLpr

pCpC
r
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r

MLLprpZвх
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2
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232
2

3221

32
2

32

32
2

321

32

32
211

32
2

32
2

211

12

11

11

2

11

11

2




















































              (4.56) 

 

звідки: 

           
   

   .01
2

2321

2
3221321

3
321





pCCCr
pCCMLLCCrpCCL


              (4.57) 

Це кубічне рівняння має три корені, перші два з яких визначимо, 
виконавши перетворення  

           
   

  
     ,012

1
2

321
2

3221

2321

2
3221321

3
321







pCCrpCCMLL

pCCCr
pCCMLLCCrpCCL




            (4.58) 

звідки   
 



 
 

82 
 

       
  

,. j
CCMLL

CCMLLCCrCCr
p

795992
22

24

3221

3221
2

321321
1







  

 
       

  
.. j

CCMLL
CCMLLCCrCCr

p

795992
22

24

3221
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2

321321
2







  

 
Звідси  

  59921 .Re  p , 
  7910  pIm . 

Зазначимо, що корені характеристичного рівняння комплексні 
спряжені, тобто перехідний процес має коливальний характер. 

Третій корінь знайдемо, аналогічно з попереднім випадком 
 

  
16667

2
1

213221
3 




ppCCMLL
p  с-1. 

 
Аналіз попередніх прикладів показує, що третій корінь залежить 

лише від значень ємностей. 
Запишемо вирази для напруг на ємностях 
 

            
   

  ,. tt
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C
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 
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2
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.

.
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  ....

.).
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.(
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.
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t

t
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
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

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666701446614466100
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




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


    (4.60) 

 

Тоді струми в ємностях  

   

,.)..
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t
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eAtCosAtSinA
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


16667

312

21
5992

22
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




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   

,.)..

..(.

t

tC

eAtCosAtSinA
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dt

tdu
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
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666717901185079011850
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






 

 
а струм в індуктивності  

                
     

).
..

.(.

tCosA
tSinAtCosA

tSinAetititi t

79019750
7901975079023150
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1
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1
5992

321




 

                     (4.61) 

Для визначення сталих інтегрування складемо систему рівнянь: 

                           01000 322
 AAuC , 

                          100666701000 323
 AAuC . ,                           (4.62) 

                       00197500231500 121  AAi .. . 

Визначимо з другого рівняння  

2
2

3 51
66670

AAA .
.

  

та підставимо його в перше рівняння 

051100 22  AA . . 
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Звідси  

40
52

100
2 

.
A , 

а 
6051 23  AA . . 

Тоді з першого рівняння визначаємо 

8946
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023150 2
1 .

.
.


AA . 

Таким чином, перехідні напруги на ємностях 
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            (4.64) 

а струм в індуктивності  
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Аналогічно попередньому прикладу в момент часу 10  t  
значення напруг дорівнює 
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а струм в індуктивності  
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Графіки коливального перехідного процесу виглядають так: 

 
Рисунок 4.16 – Напруга на ємності С2  

(узгоджене увімкнення котушок) 
 

 
Рисунок 4.17 – Напруга на ємності С3  

(узгоджене увімкнення котушок) 
 

 
Рисунок 4.18 – Струм в індуктивності  

(узгоджене увімкнення котушок) 
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Нехай увімкнення котушок зустрічне. 
Характеристичне рівняння сформуємо за методом вхідного 

опору. 
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Це кубічне рівняння має три корені, перші два з яких визначимо, 
виконавши перетворення  
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Корені характеристичного рівняння дійсні та різні, тобто перехі-
дний процес має аперіодичний характер. 

Третій корінь знайдемо, аналогічно з попереднім випадком 
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Струм в індуктивності визначимо як 
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Знайдемо сталі інтегрування 
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Таким чином, перехідні напруги на ємностях 
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а струм в індуктивності  
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В момент часу 10  t  вирази (4.73) та (4.74) приймуть вигляд 
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а струм в індуктивності  
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1    eeti .. .  А. 

Графіки аперіодичного перехідного процесу виглядають так: 

 
Рисунок 4.19 – Напруга на ємності С2  

(зустрічне увімкнення котушок) 
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Рисунок 4.20 – Напруга на ємності С3  

(зустрічне увімкнення котушок) 
 

 
Рисунок 4.21 – Струм в індуктивності  

(зустрічне увімкнення котушок) 
 
 

5 ЗАСТОСУВАННЯ НЕСТАНДАРТНОГО АНАЛІЗУ  
ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕТРИВІАЛЬНИХ ЗАДАЧ  

В КОЛАХ СИНУСОЇДНОГО СТРУМУ 
Окрім задач аналізу кіл постійного струму з ідеальними реактив-

ними елементами та перехідних процесів з порушенням законів кому-
тації існують окремі нетривіальні задачі аналізу кіл синусоїдного 
струму для яких теж доцільно використовувати методи нестанддарт-
ного аналізу. 

Деякі з таких задач будуть розглянуті далі. 
Нагадаємо, що довільний чотириполюсник (рис. 5.1) характери-

зується системою основних рівнянь, виражених через так звані  
A -параметри. 
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Рисунок 5.1 – Загальна схема чотириполюсника  
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.                                        (5.1) 

Зазвичай, A -параметри чотириполюсника визначаються за до-
помогою дослідів короткого замикання та холостого ходу, а саме 
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1122  ,                     (5.3) 

 
де хZ1  – вхідний опір кола в режимі прямого холостого хода, 

кZ1  – вхідний опір кола в режимі прямого короткого замикання, 

кZ 2  – вхідний опір кола в режимі зворотного короткого замикання. 
Зазначимо, що в режимі холостого хода опір навантаження є не-

скінченно великим  

                                       



1

нхZ ,                                          (5.4) 

а в режимі короткого замикання він нескінченно малий  
                                         нкZ .                                               (5.5) 
 
Розглянемо приклади. 
Приклад 5.1. Знайти A -параметри найпростішого чотириполюс-

ника з повздовжньою віткою Z  (рис. 5.2).  
Оскільки цей чотириполюсник симетричний, можна записати 



 
 

92 
 





11

21



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 ZZZZZ нккк 21 . 
 

 
Рисунок 5.2 – Схема найпростішого чотириполюсника  

з повздовжньою віткою  
 
Знайдемо A -параметри: 
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Приклад 5.2. Знайти A -параметри найпростішого чотириполюс-

ника з поперечною віткою Z  (рис. 5.3).  
Цей чотириполюсник теж симетричний, тому 
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Рисунок 5.3 – Схема найпростішого чотириполюсника  

з поперечною віткою  
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Приклад 5.3. Знайти A -параметри Г-подібного чотириполюсника 
(рис. 5.4).  

 

 
Рисунок 5.4 – Схема Г-подібного чотириполюсника  
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Знайдемо A -параметри: 
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Цікавим є випадок, коли Г-подібний чотириполюсник є ідеаль-
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тобто вхідний опір кола в режимі прямого короткого замикання є не-
скінченно великим числом. 
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Приклад 5.4. Знайти A -параметри Т-подібного чотириполюсника 
(рис. 5.5).  

 

 
Рисунок 5.5 – Схема Т-подібного чотириполюсника  
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Цікавим є випадок, вітки 3Z  та 2Z  це ідеальні реактивні елемен-
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тобто вхідний опір кола в режимі прямого короткого замикання є не-
скінченно великим числом. 
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Цей же результат можна отримати з виразу 
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Приклад 5.5. Знайти A -параметри П-подібного чотириполюсника 

(рис. 5.6).  
 

 
Рисунок 5.6 – Схема П-подібного чотириполюсника  
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Цей чотириполюсник є несиметричним, тому 
 

  
  

,
231

2131

2312321

2131231

2312321

2131231

2312321

2131231

2231

21231

2

2
31

2

2
31

1

111

11

ZZZ
ZZZZ

ZZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZZZZZZ

ZZZZZZZ

ZZZZZZZZZZ
ZZZZZZZZZ

ZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZ
ZZZZ

ZZ
ZZZZ

Z

нхнхнх

нхнх

нхнх

нхнх

нх

нх

нх

нх

х



















































 

  
  

,
231

2132

2311321

2132231

2311321

2132231

2311321

2132231

1132

21132

1

1
32

1

1
32

2

111

11

ZZZ
ZZZZ

ZZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZZZZZZ

ZZZZZZZ

ZZZZZZZZZZ
ZZZZZZZZZ

ZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZ
ZZZZ

ZZ
ZZZZ

Z

нхнхнх

нхнх

нхнх

нхнх

нх

нх

нх

нх

х



















































 

  
  

,
31

31

2321

231

2312321

2131231

2312321

2131231

2231

21231

2

2
31

2

2
31

1

ZZ
ZZ

ZZZZ
ZZZ

ZZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZZZZZZZZZ
ZZZZZZZZZ

ZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZ
ZZZZ

ZZ
ZZZZ

Z

нкнкнк

нкнк

нкнк

нкнк

нк

нк

нк

нк

к











































 



 
 

100 
 

  
  

.
32

23

1321

231

2311321

2132231

2311321

2132231

1132

21132

1

1
32

1

1
32

2

ZZ
ZZ

ZZZZ
ZZZ

ZZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZZZZZZZZZ
ZZZZZZZZZ

ZZZZZZ
ZZZZZZZ

ZZ
ZZZZ

ZZ
ZZZZ

Z

нкнкнк

нкнк

нкнк

нкнк

нк

нк

нк

нк

к











































 

 
Знайдемо A -параметри: 
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Цікавим є випадок, вітки 3Z  та 2Z  це ідеальні реактивні елемен-

ти і, наприклад, jxZ 3 , а jxZ 2 . 
Тоді  
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тобто вхідний опір кола в режимі зворотного короткого замикання є 
нескінченно великим числом. 

Звідси випливає що  
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Доцільність застосування методів нестандартного аналізу вини-

кає і при аналізі кіл синусоїдного струму з ідеальними резонансними 
контурами. Розглянемо приклади. 

 
Приклад 5.6. В резонансному колі (рис. 5.7), в якому xxx CL  , 

визначити напругу між точками а та b. 
 

 
Рисунок 5.7 – Схема з резонансним контуром  
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Приклад 5.7. В резонансному колі (рис. 5.8), в якому xxx CL 
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і kxxx CL 
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 визначити напруги між точками а, b та c, d. 

 

 
Рисунок 5.8 – Схема з двома резонансними контурами  

 
Повний комплексний опір кола дорівнює  
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ВИСНОВКИ 
 
1. В роботі проведений розвиток аксіоматики та методів нестанд-

дартного аналізу, який передбачає безпосереднє застосування нескін-
ченно малих та нескінченно великих чисел як елементів множини гі-
пердійсних чисел. Така ж аксіоматика поширена і на множину ком-
плексних чисел. 

2. Показано обчислення похідних найбільш поширених функцій 
користуючись методами нестанддартного аналізу. 

3. При розв’язанні різноманітних прикладних задач зазначимо, 
що не існує загальних правил вибору параметру, який доцільно прирі-
вняти до нескінченно малого (або нескінченно великого) числа. Цей 
вибір здійснюється дослідником в залежності від контексту конкрет-
ної задачі. При цьому слід мати на увазі, що у випадку необхідності 
заміни нескінченно малими числами одразу кількох різнорідних пара-
метрів однієї задачі, визначення співвідношень між цими числами є 
зовсім непростою проблемою і вимагає, іноді, додаткових досліджень. 

4. Авторами вперше виділено клас нетривіальних електротехніч-
них задач, розв’язання яких стандартними методами теоретичної еле-
ктротехніки є занадто складним або взагалі практично неможливим. 
Тому запропоновано розв’язувати їх методами нестандартного аналі-
зу. 

5. До цього класу відносяться: аналіз усталених режимів електри-
чних кіл постійного струму з ідеальними реактивними елементами; 
аналіз перехідних режимів електричних кіл в схемах, в яких мають мі-
сце порушення законів комутації; визначення узагальнених парамет-
рів чотириполюсників; аналіз усталених режимів електричних кіл си-
нусоїдного струму з ідеальними резонансними контурами. 

6. З метою розширення сфери застосування методів нестандарт-
ного аналізу необхідно виділити подібні задачі із різноманітних галу-
зей науки і техніки, в яких використовується диференціальне обчис-
лення і граничні переходи і розв’язання яких стандартними підходами 
обмежене, або взагалі неможливе. 
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