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ВСТУП 

 

В сучасному машинобудівному виробництві високого розвитку та 

застосування набули процеси обробки металів тиском. Ці процеси, не-

залежно від їх видів, як правило, не супроводжуються монотонною 

деформацією. Тобто будь–який процес виготовлення деталей тиском 

супроводжується декількома видами пластичних деформацій, або змі-

нами їх напрямку. А питання міцності виготовлених деталей залиша-

ються на першому місці. 

Питання дослідження накопичення пошкоджень і оцінки ресурса 

пластичності металів при холодному деформувані є надзвичайно ак-

туальними, оскільки визначають аналіз можливості інтенсифікації ме-

тодів обробки металів тиском і забезпечення необхідних службових 

характеристик виробів. Досить важливим питанням обробки металів 

тиском є оцінка здатності матеріалів сприймати пластичну деформа-

цію без руйнування.  

Двохетапне деформування є важливим класом деформування за-

вдяки декількох важливих причин. По-перше, вказанний клас дефор-

мування є одним із найпростіших представників немонотонного плас-

тичного деформування, якому притаманні численні яскраво виражені 

ефекти в залежностях для граничних деформацій. По-друге, в значній 

кількості випадків напружено-деформований стан у заготовках під час 

обробки матеріалів тиском можна взагальному розглядати (при пев-

ному наближенні) як двохетапне деформування. По-третє, двохетапне 

деформування порівняно легко реалізувати експериментально, а мо-

делі, які описують ці процеси, набувають гарного аналітичного вигля-

ду, що полегшує їх дослідження. У такому разі спрощується аналіз 

придатності заготовки сприймати певну технологічну операцію.  

Роботу виконано згідно до плану кафедри вищої математики Він-

ницького національного технічного університету у рамках держдого-

вірної теми 1001 – «Розробка рекомендацій по впровадженю процесу 

ротаційної витяжки циліндричних та конусних оболонок», держреєст-

рація № 0108U004403. 

Мета та задачі дослідження. Мета роботи полягає в використанні 

моделей накопичення пошкоджень в ізотропних матеріалах при холо-

дному двохетапному деформуванні для покращення оцінки технологі-

чних процесів. 



6 

 

Для досягнення поставленої мети були сформульовані наступні 

задачі роботи дослідження: 

– аналітично дослідити модель накопичення пошкоджень в ізот-

ропних матеріалах під час холодного двохетапного деформування; 

– здійснити комп’ютерну реалізацію досліджувальної математи-

чної моделі в середовищі математичної системи Maple 9; 

– чисельно дослідити закономірності накопичення пошкоджень 

за допомогою математичної моделі; 

– перевірти адекватность моделі накопичення пошкоджень в ізо-

тропних матеріалах під час холодного двохетапного деформування 

при зіставленні з наявними експериментальними даними;  

– розробити рекомендації для підвищення деформованості та 

якості заготовок за умови окремих випадків холодної обробки тиском 

малопластичних матеріалів. 

Об’єктом дослідження є процес холодного двохетапного дефор-

мування. 

Предмет дослідження − модель накопичення пошкоджень при 

холодному двохетапному деформуванні. 

Методи для проведення дослідження. Методологічною основою 

виконання дослідження є положення феномелогічної теорії деформо-

ваності металів без руйнування та математичної теорії пластичності. 

Для досягнення поставленої мети були використані наступні теорети-

чні методи проведення дослідження: застосування математичного 

аналізу при створенні та аналізі математичних моделей, аналітичної 

геометрії, елементів апарату тензорного аналізу. 

Наукова новизна отриманих результатів:  

– вперше створено пакет прикладних програм у середовищі 

Maple для здійснення теоретичного дослідження математичної моделі 

накопичення пошкоджень, проведення розрахунків залишкового ре-

сурсу пластичності при двохетапному пластичному деформуванні та 

побудови графіків залежності ресурсу пластичності на другому етапі 

від уже використаного ресурсу пластичності на першому етапі 

двохетапного деформування; 

– вперше визначено математично допустимі зміни параметрів 

моделі, що входять в її критеріальне співвідношення і за яких вона на-

буває лише дійсних значень. 
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Практичне значення отриманих авторами результатів: 

– створено пакет прикладних програм у середовищі Maple для 

визначення залишкового ресурсу пластичності при двохетапному пла-

стичному деформуванні з графічною візуалізацією відповідних залеж-

ностей; 

– визначено аналітично допустимі межі зміни параметрів мате-

матичної моделі накопичення пошкоджень при двохетапному дефор-

муванні; 

– визначено діапазони зміни параметрів моделі накопичення 

пошкоджень при описанні поведінки реальних матеріалів за умови 

окремих класів двохетапного деформування; 

– виявлено додаткові закономірності накопичення пошкоджень 

в ізотропних матеріалах для двохетапного деформування розтяг-

стиск; 

– розроблено рекомендації для підвищення деформованості та 

якості заготовок за умови окремих випадків холодної обробки тиском 

малопластичних матеріалів. 
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РОЗДІЛ 1 

СУЧАСНИЙ СТАН ПИТАННЯ. ЗАДАЧІ ДОСЛІДЖЕННЯ  

 

1.1. Поняття обробки металів тиском 

Equation Section (Next) 

Розвиток народного господарства країни значною мірою визнача-

ється зростанням об'єму виробництва металів, розширенням сортаме-

нту виробів з металів і сплавів та підвищенням їх якісних показників 

[1], [2], [3], що значною мірою залежить від умов їх виготовлення за 

допомогою пластичної обробки [1], [4], [5], [6]. Знання основних за-

кономірностей, що використовуються під час обробки металів тиском 

[7], [8], надає можливість вибирати найбільш оптимальніші режими 

основних технологічних процесів [1], [2], [9], [10], необхідне для про-

цесві як основне, так і допоміжне устаткування, а також технічно гра-

мотно його використовувати під час виробництва [1], [3], [11], [12]. 

На виробництві широко використовується здатність металів 

приймати значну пластичну деформацію в гарячому і холодному стані 

без руйнування [1], [2], [3]. Під час виробничого процесу виготовлен-

ня деталей тиском [4], [5], [6], [7], зміна форми виробу виконується в 

основному за допомогою тиснучого на метал інструменту [8], [9], [10]. 

Тому отриманий виріб у такий спосіб називають обробкою металів 

тиском або пластичною обробкою [11], [12]. 

Обробка металів тиском представляє собою важливий технологіч-

ний процес виробництва деталей в машинобудуванні. При цьому за-

безпечується не тільки задання заготовці необхідних розмірів та фор-

ми, але також спільно із іншими основними видами обробки металів 

тиском значно покращуються як механічні, так і інші основні власти-

вості металів [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [11], [12]. 

Прокатування, осадження, волочіння, вальцювання, пресування, 

розкочування, кування, витяжка, штампування представляють собою 

різні види процесів виготовлення деталей за допомогою обробки ме-

талів тиском в пластичному стані [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [11], [12]. 

Для розуміння особливостей та проблем обробки металів тиском 

та постановки задач дослідження потрібно більш детально розглянути 

нові різновиди обробки тиском, які постійно вдосконалюються. Це 

процеси холодного видавлювання [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [11], 

[12].  
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1.2. Процеси холодного видавлювання 

 

Холодна об'ємна штамповка видавлюванням та висадкою явля-

ються високопродуктивними способами виготовлення найбільш точ-

них заготовок і напівфабрикатів. Деформаційне зміцнення, яке має 

місце при холодній пластичній деформації, дозволяє отримувати ви-

роби з покращеними механічними характеристиками, що підвищує їх 

якість та зменшує затрати на виробництво. Сприятлива макро- і мік-

роструктура, оптимальний мікрорельєф обробляємих поверхонь, ста-

більні та мінімальні відхилення розмірів і форм виробів дозволяють 

звести до мінімуму, а в деяких випадках і повністю виключити пос-

лідуючу обробку деталей різанням [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], 

[11], [12]. 

Незважаючи на очевидні переваги та перспективність процесів 

обробки металів тиском, зокрема і процесів видавлювання, темпи й 

об'єми освоєння технологій у промисловості не високі. Це зумовлено в 

основному тим, що недостатньо вивчено вплив історії наванта-

ження на пластичність, якісні та експлуатаційні характеристики ви-

робів. Тому в наш час малопластичні сплави практично не використо-

вуються для холодного видавлювання [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], 

[11], [12]. 

Для аналізу та побудови моделей процесів видавлювання викорис-

товуються різні методи теорії обробки металів тиском: ліній ковзання 

[1], сумісного розв'язку наближених рівнянь рівноваги й пластичності 

[4], [5], верхньої оцінки [6], балансу робіт і потужностей [7], [8], кі-

нцевих елементів [12], [13], [14] і інші. 

Важливу роль при розв'язку краєвих задач видавлювання відігра-

ють сили тертя. Знання сил тертя необхідно також для визначення 

навантажень деформування. Існує багато методів дослідження тертя в 

процесах обробки тиском. Найбільш відомі методи непрямого визна-

чення констант тертя, дослідження сил тертя безпосередньо в самих 

процесах деформування, моделювання умов тертя на спеціальних 

установках [1], [2], [3]. Найбільш достовірні дані отримують при дос-

лідженні тертя безпосередньо в технологічних процесах. 

Широкі можливості процесів об'ємної штамповки відкривають 

нові процеси комбінованої дії: штамповка з крученням, осадка із зсу-

вом [5], [15], [16] деякі схеми штамповки з корисним використанням 
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сил тертя,  схеми деформування в рівноканальній матриці (процес про-

стого зсуву). Більшість процесів комбінованої дії можуть бути пред-

ставлені як комбінації двохетапного деформування. 

Особливістю технології радіального видавлювання є можливість 

регулювання деформаційних та силових параметрів процесу за допо-

могою вимірювання кінематики руху формоутворюючого інструмен-

ту. На рис. 1.1 приведена класифікація кінематичних варіантів радіа-

льного видавлювання, розроблена на основі робіт, виконаних в 

ЕНІКМаші та інших організаціях [15], [16], [17], [18], [19], [20]. 

Найпростіші кінематичні схеми реалізуються при радіальному ви-

давлюванні з одностороньою подачею металу в робочу порожнину не-

рухомої матриці. По 1-му варіанту доцільно виготовляти деталі із 

фланцями, а по 2-му − із стовщеннями різних конфігурацій. Розгля-

немо особливості формозміни по цим схемам шляхом їх співставлення 

з варіантом видавлювання з двохстороннім деформуванням заготовки. 

Поперечне видавлювання з сполученою двохсторонньою подачею ме-

талу здійснюється зустрічним рухом пуансонів і примусовим перемі-

щенням матриці із швидкістю v2 (4-й варіант), меншою приблизно в 2 

рази швидкості руху пуансона V1. Основна перевага двохстороннього 

видавлювання полягає в помітному зниженні зусиль деформування та 

покращення форми виробів. По 5-му варіанту передбачено прискорене 

по відношенню до пуансона переміщення матриці, яке сприяє знижен-

ню нерівномірності деформації, а по 6-му варіанту матриця на пер-

шій стадії процесу нерухома, але уже на другі стадії вона переміщуєть-

ся вниз синхронно з пуансоном із швидкістю V2. Таким способом здій-

снюється видавлювання з послідовною двохсторонньою подачею ме-

талу, забезпечуючи краще заповнення поперечної порожнини [20]. 

Для 1 – 6-го варіантів характерно радіальне видавлювання в по-

рожнину незмінної висоти, в той час як по 7 – 9-му варіантах передба-

чено зміна висоти приймаючої кругової порожнини. Тим самим забез-

печують інтенсивну формозміну в області видавлюваємого фланцю 

(стовщення) із зменшенням осередків накопичення пошкоджень, що 

доцільно для отримання фланців правильної або складної форми. По 

7-му варіанту одночасно з радіальним видавлюванням або з відповід-

ної стадії процесу виконують висадку фланця зустрічним рухом проти 

пуансона із швидкістю v2. Це дозволяє отримати фланці з складним зо-

внішнім контуром [20]. 
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Рисунок 1.1 – Кінематичні варіанти поперечного видавлювання 

 

По кінематичному 8-му варіанту одночасно із зближенням пуан-

сонів зближують напівматриці, що сприяє підвищенню якості видав-

люємих фланців. Реверсивне переміщення напівматриць по ходу про-

цесу видавлювання (9-й варіант) дозволяє отримати в матриці з плос-

кими торцями різні деталі зі ступінчатими фланцями. 9-й варіант яв-

ляє собою послідовне комбінування радіального видавлювання й ви-

садки. Цей спосіб у наш час застосовується, в основному, для підгото-
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вки заготовок під послідуюче зворотне видавлювання [21], [22]. Цей 

варіант видавлювання дозволяє нам уникнути викривлення фланців. 

Даний варіант має значні переваги, порівняно з процесом прямого ви-

давлювання, так як руйнувань у зоні переходу від фланця до стержня 

не спостерігається, а енергозатрати знижуються [19]. 

Експериментальні дослідження способів поперечного видавлю-

вання підтверджують їх переваги порівняно з традиційною холодною 

об'ємною штамповкою (висадкою, прямим видавлюванням) в підви-

щенні стійкості заготовки, у зменшенні обмежень по якості торців по-

чаткової заготовки, а також у зменшенні зусиль деформування. 

В початковій стадії видавлювання зона деформації має висоту, не 

перевищуючу висоти поперечної порожнини. На послідуючих стаді-

ях ступінь деформації металу, примикаючого до верхньої границі 

осередку деформації, може навіть знизитися за рахунок надходження 

на цю ділянку слабо деформованого металу з верхньої напівматриці. 

Інтенсивних деформацій зазнає шар металу, який примикає до ниж-

ньої границі пластичної зони, причому пік інтенсивності деформації εi 

на епюрах безперервно зміщується вниз (рис. 1.2,а).  

Найбільшого зміцнення набувають в шарі металу коло нижньої 

границі осередку деформації на перехідній (від стовщення до стерж-

ню) ділянці. Високий градієнт деформації впродовж указаної границі 

приводить до передчасного руйнування заготовки [4], [16]. 

При видавлюванні з двохсторонньою подачею епюри розподілу 

деформацій в осередку деформацій симетричні на всіх стадіях видав-

лювання, а пік значень εi приходиться на горизонтальну вісь симетрії 

(рис. 1.2,б). Для одного і того ж значення ходу пуансона S величина εi 

для двохстороннього деформування вище, чим при видавлюванні з од-

носторонньою подачею, але зсувна деформація характеризується 

меншими величинами і градієнтом. В зв'язку з цим до обох границь 

осередку деформації прилягають менш наклепані шари металу [17]. 

Процеси обробки металів тиском, незалежно від їх видів, не су-

проводжуються монотонною деформацією [23], [24], [25], [26], [27], 

[28], [29], [30], [31], [32], [33], [34]. Тобто будь-який процес виготов-

лення деталей тиском [35], [36], [37], [38], [39] супроводжується декі-

лькома видами пластичних деформацій [40], [41], [42], [43], або змі-

нами їх напрямку [44], [45], [46]. Наглядним прикладом є процеси хо-

лодного деформування [47], [48], [49], [50], особливо процес осаджен-
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ня (стиск) стержня, що показано на рис. 1.2, а. Тобто під час осаджен-

ня стержня [12], метал зазнає мінімум двох видів навантажень [51], 

[52], [53], [54], [55], [56], [57] та пластичних деформацій [54], [55], 

[58]. Це свідчить про те, що процес деформування проходить в два 

етапи (двохетапне деформування). На першому етапі деформування 

відбувається стиск металу, а уже коли утворилася бочкоподібність за-

готовки [59], [60], то тоді проходить уже другий етап деформування, 

тобто в крайніх точках утвореної бочки буде відбуватися розтяг мета-

лу [12], [61], [62], [63], [64], [65], [66], [67], [68]. 

 

 

Рисунок 1.2 – Розподіл деформацій по осі симетрії на етапах шляху пуан-

сона S при видавлюванні з односторонньою (а) і двохсторонньою (б) подачею  

 

В даному випадку відбувається зміна виду деформування, але мо-

же змінюватися і напрямок деформування [12], [69], [70], [71], [72], 

[73], [74]. Різні метали по різному сприймають різні види деформацій. 

Може бути так, що метал має великий ресурс пластичності на стиск, а 

на розтяг, чи кручення, або стиск в іншому напрямку ― менший [12]. 

У випадку осадження деталі основним видом деформування є стиск, і 
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деталь має великий ресурс пластичності на стиск, але під час оса-

дження руйнується, тому що ресурс пластичності на розтяг в перпен-

дикулярному напрямку відносно напрямку головного виду деформу-

вання деталі є меншим. А можливо, що напруження та пластичні де-

формації в процесі деформування розтягу матеріалу деталі були біль-

шими за напруження та пластичні деформації в процесі деформування 

стиску [75], [76], [77], [78]. 

Ось тому процесам накопичення пошкоджень при холодному 

двохетапному деформуванні приділяють дуже велику увагу. Багато 

вчених працюють над цією проблемою [11], [12], [79], [80], [81], [82], 

[83], [84], [85], [86], [87], [88], [89], [90], [91], [92], [93], [94], [95], [96], 

[97], [98]. Розглянемо основні результати їх роботи. 

 

1.3. Оцінка здатності матеріалів до пластичної деформації 

 

Можливості пластичної формозміни металів завжди обмежені. В 

деяких випадках необхідні деформації для реалізації технологічного 

процесу перевищують пластичність матеріалу. Під пластичність мате-

ріалу будемо розуміти ступінь пластичної деформації, при якій буде 

утворюється тріщина, що виявляється неозброєним оком [1], [2], [3], 

[4], [5], [6], [7], [8], [11], [12]. Розрахункова оцінка деформованості, 

тобто здатності заготовки витримувати ту чи іншу технологічну опе-

рацію не руйнуючись, на стадії проектування технологічного процесу 

сприяє значній економії (пов’язана із зменшенням обсягу експеримен-

тальних досліджень) та його інтенсифікації [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], 

[8], [11], [12]. 

Під час проведення оцінки деформованості необхідне визначення 

деформацій, при яких утворюється тріщина, в залежності від історії 

деформування, властивостей матеріалу, температурних умов, напру-

жено-деформованого стану [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [11], [12], 

[99], [100], [101]. 

 

1.3.1. Оцінка пластичності матеріалів під час стаціонарного дефо-

рмування. 

Пластичність будемо оцінювати накопиченою до моменту руйну-

вання пластичною деформацією [1], [4], [5], [6]. При певних фіксова-

них температурно-швидкісних умовах залежність пластичності металу 
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від виду його напруженого стану характеризується діаграмою пласти-

чності [7], [11], [12], [102], що є механічною характеристикою матері-

алу. Діаграму пластичності здебільшого будують у координатах ε*с – η 

[103], [104], [105], [106]. В даному випадку ε*с − це накопичена до 

руйнування деформація [107], [108], [109], [110], [111], [112], [113], а η 

− коефіцієнт жорсткості напруженого стану [114], [115], [116], [117], 

[118]. Діаграма пластичності будується за експериментальними дани-

ми розтягу, стиску та кручення [119], [120], [121], [122]. Вважається, 

що діаграма пластичності, побудована у вказаних координатах, є єди-

ною для різних напружених станів [123], [124], [125], [126]. 

Отже, деформування проходить без руйнування, якщо накопичена 

деформація задовільняє нерівность: 

 * * ( ),c    (1.1) 

де ε*с(η) − пластичність, що залежить від виду напруженого стану, 

швидкості деформації, температури. 

Досить широкого використання у сучасній обробці металів тиском 

отримав вираз коефіцієнта жорсткості напруженого стану у вигляді 

співвідношення [4], [5], [8], [11], [12]: 

 1 2 33
;

и и

  


 

 
   (1.2) 

де σu − інтинсивність напружень; σ − середнє нормальне напруження.  

 

1.3.2. Накопичення пошкоджень при пластичній деформації. Кри-

терії руйнування.  

Значний розвиток та найбільше застосування для аналізу процесу 

руйнування в процесах обробки металів тиском отримала теорія де-

формованості. Методи оцінки деформованості отримали свій розвиток 

в багатьох роботах [1], [4], [5], [6], [7], [8], [11], [12], [17], [30], [36], 

[58], [59], [60], [62], [67], [71], [72], [73], [79], [80], [81], [82], [83], [89], 

[98] [106], [107], [108], [113], [117], [119], зокрема в роботах 

В. А. Огороднікова, І. О. Сивака, І. С. Алієва, В. А. Матвійчука, 

В. М. Михалевича, О. В. Грушка, Р. І. Сивака.  

Першу модель накопичення пошкоджень було запропоновано у 

вигляді функціонала [1], [7], [11], [12]: 

  
  

1

*0

( ) ;
c

Hd
В Е t
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де ψ − ступінь використання запасу пластичності матеріалу, який 

приймає значення від 0 (у початковому стані) до 1 (за умови викорис-

тання всього ресурсу пластичності); t, τ − час; E(t-τ) − коефіціент, що 

враховує самозаліковування дефектів при високій температурі; B(τ) − 

коефіцієнт, що враховує історію деформування; Λ − ступінь деформа-

ції зсуву. 

В основному вище згадана модель накопичення пошкоджень (1.3) 

вченими була запропонована для гарячого деформування. При холод-

ному деформуванні параметр моделі E(t-τ) = 1. Враховуючи, що спів-

відношення між ступенем деформації зсуву Λ та накопиченої дефор-

мації εu дорівнює 3 , отримаємо спрощену модель накопичення пош-

коджень: 
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      (1.4) 

Застосування на практиці цього критерію ускладнено, тому що у 

літературних джерелах відсутні відомості про коефіцієнт В. У більшо-

сті випадків на практиці значення цього коефіцієнта приймають та-

ким, що дорівнює 1. Тоді критерій (1.4) можна записати у вигляді: 
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    (1.5) 

При η = const умова (1.5) стає еквівалентною (1.1). Експеремента-

льна перевірка умови (1.5) показала, що велика кількість експеремен-

тальних даних не підтверджують лінійного принципу. Це викликало 

появу нелінійної моделі [1], [5], [6], [11], [12], [64], [93], [98]. 
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     (1.6) 

де n − деяка функція, яка враховує «напрям деформування». 

Під час складного монотонного деформування, тобто деформу-

вання за умов, що показник напруженого стану є змінною функцією, а 

деформація є активною, тобто здійснюється без розвантаження, у ро-

ботах [1], [4], [5], [6], [7] В. А. Огородніков функцію n рекомендує ви-

значати за співвідношенням: 
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Співвідношення (1.6) при розгляді процесів немонотонного склад-

ного деформування має багато недоліків [1], [4], [5], [6], [7]. Це спри-

чинено тим, що в співвідношені (1.6) не в достатній мірі враховується 

направлений характер пошкоджень, які виникають під час пластично-

го деформування [8], [11], [17], [30]. У протиріччі до описаної вище 

умови знаходиться здатність заготовок, зруйнованих при одному на-

пружено-деформованому стані, витримувати досить великі деформації 

під час іншого напружено-деформованого стану [12], [36], [58], [59], 

[60], [62], [67], [71], [72], [73], [79], [80], [81], [82], [83], [89], [98], 

[106], [107], [108], [113], [117], [119]. 

Теорія накопичення пошкоджень при монотонній пластичній де-

формації досягла досить високого рівня [1], [4], [5], [6], [7], [8], [12], 

[32]. Однак існують процеси обробки металів тиском, де має місце 

немонотонне навантаження. Крім того, в більшості випадків, при не-

монотонній пластичній деформації збільшується пластичність. В да-

ний час причини цього явища повністю не з'ясовані. Тому дослі-

дження особливостей накопичення пошкоджень при немонотонному 

навантаженні досить актуальні. Крім того, збільшення пластичності, 

характерне для немонотонного навантаження, дозволяє розширити 

можливості класичних процесів, а також розробляти нові, більш еко-

номічні та ефективні технології. 

Критерії деформуємості, основані на скалярному описанні нако-

пичення пошкоджень [1], [4], [5], [6], [7], [8], не дозволяють із доста-

тньою точністю оцінювати пластичність, тобто накопичену до моме-

нту руйнування пластичну деформацію ер, в немонотонних процесах: 

 

0

pt

p ue d    (1.8) 

де u  – інтенсивність швидкостей деформацій, 

pt  – час деформування до руйнування. 

В перших роботах, присвячених оцінці пластичності при немоно-

тонному навантаженні, за основу приймались відомі критерії руй-

нування Г. Д. Деля, В. А. Огороднікова та ін. [1], [4], [5], [6], [7]. На-

приклад, в одній із робіт запропоновано узагальнення критерію (1.3) 
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для процесів немонотонного навантаження. Умова руйнування була 

записана у вигляді: 

 
1

1i

n
a
i

i




 , (1.9) 

де n – число етапів деформування, в межах кожного з яких вид 

напруженого стану не змінюється; ai – показники степені, значення 

яких залежать від виду напруженого стану; ψi – використаний на да-

ному етапі ресурс пластичності. 

 ui
i

pi

e

e
  , (1.10) 

де еuі – значення накопиченої деформації на і-тому етапі; ері – гранична 

до руйнування деформація при простому навантаженні в умовах на-

пруженого стану і-того етапу деформування. 

Приведена умова руйнування має велику кількість недоліків, 

зумовлених тим, що в цій умові не в повній мірі враховується направ-

лений характер пошкоджень, які виникають під час пластичного дефо-

рмування. В одній із робіт [11], [97], [98] уперше було висунуто гіпо-

тезу, в якій пошкодження як функціонал трьохмірних тензорів на-

пружень σij(τ), їх похідних μijk(τ) може бути тільки трьохмірним тен-

зором або сукупністю тензорів інших порядків. 

Самий простий варіант теорії накопичення пошкоджень макроча-

стинки побудований на припущенні, що тензор пошкоджень явля-

ється симетричним тензором другого рангу. В даному випадку не 

виключається можливість, що пошкодження можуть також описува-

тись і скаляром, який, в окремих випадках, може бути побудованим 

на основі тензора пошкоджень макрочастинки. 

В роботі [11] пропонується лінійна теорія накопичення пошко-

джень. В даній роботі тензор пошкоджень макрочастинки представ-

ляється як симетричний тензор другого рангу. Тензор пошкоджень П 

поділяється на девіаторну Пij(t) та шарову П(t) частини: 

      1

0

t

ij ijt t S d       , (1.11) 

 2

0

( ) ( ) ( )

t

t t d         , (1.12) 
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де t, τ – час; Пij – девіатор тензора пошкоджень; 
1

3
ij ij     – середнє 

напруження.  

Ядра φ1, і φ2 визначаються на основі результататів проведених до-

слідів на повзучість під час зсуву та під час випробування на розтяг. 

Узагалі один із класичних критеріїв руйнування має вигляд: 

  , ,m u mM C    , (1.13) 

де m – 1,2,3,... – номери мір та можливих видів руйнування; 

  2 3, detu ij ij ijM       , (1.14) 

Сm – такі константи матеріалу, що коли для будь-якого значення m ви-

конується умова (1.13), то відбувається руйнування типу m макрочас-

тинки матеріалу.  

Умова руйнування (1.13) записана для тривалої міцності та прак-

тично, у вигляді (1.13) не використовувалась для оцінки ймовірності 

руйнування при пластичній деформації. В роботі [11] установлено 

взаємозв'язок теорії накопичення пошкоджень з класичними теоріями 

тривалої міцності. Наприклад, із критерієм Писаренко-Лєбєдєва [80]. 

Підхід, який використовується в критерії руйнування, що опису-

ється співвідношенням (1.13), отримав подальший розвиток, а також 

використовується для оцінки пластичності матеріалу під час обробки 

металів тиском. Основні гіпотези вказанного підходу зводяться до на-

ступних. 

Постулюється існування тензора пластичності P(t, xi), який має 

наступні властивості: Р є функцією стану макрочастинки й однозначно 

визначається процесом деформації: 

       , ,ijP P T     , (1.15) 

де ε – девіатор швидкостей деформацій; Т – температура; η – показ-

ник напруженого стану. 

Тензор Р характеризує накопичення деформації у частинці. Вва-

жається, що існують міри накопиченої пластичної деформації М1(Р), 

М2(Р),..., які є інваріантами відносно групи перетворень симетрії. Якщо 

по відношенню хоча б до однієї з мір виконується умова: 

 М1 = 1, або М2 = 1,..., (1.16) 

то має місце руйнування відповідного типу. 
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Автор однієї із класичних теорій побудови критеріїв руйнування 

виходить із допущень, що існує не менше двох, а скоріше трьох різ-

них діаграм пластичності  , ,k k r
p pe e t k  , які отримують за резуль-

татами дослідів на просте навантаження зразка. Такий підхід, в де-

якій мірі, базується на твердженнях, які згадуються в багатьох робо-

тах [1], [4], [5], [6], [7], [8], [11] та ін. В роботі використовують вектор-

не зображення тензора-девіатора другого рангу Р { Р i j }  у п'ятимірному 

просторі. 

Вектор пластичності P  з координатами Рi, побудований ліній-

ним образом на основі вектора швидкості деформацій   має вигляд: 

          
0

, ,

t

i ijP t A T d          
  , (1.17) 

Симетричні матриці функцій Аij находяться за результатами 

експериментів. При умові, що вказані функції не залежать від швид-

кості деформації, то тоді компоненти вектора пластичності можна 

буде записати у вигляді: 

  
 

0

t
i

i
pi

d
P t

e

 


  , (1.18) 

де epi(η) – діаграма пластичності для виду навантаження і. 

По описаній вище теорії, руйнування відбудеться при умові, що 

хоча б одна з компонет Рi дорівнюватиме одиниці. Необхідно відміти-

ти, що, хоча в (1.17) записано 5 співвідношень, фактично вплив на 

руйнування матимуть тільки 3, так як із трьох компонент Р3, Р4, Р5, 

які характеризують деформації зсуву, одна є найбільшою. Отже, саме 

найбільша із компонент деформацій викликає руйнування, а інші дві 

не досягають значення одиниці. 

До недоліків вказаного вище критерію руйнування можна віднес-

ти наступні. Компоненти Рi не враховують історію навантаження, 

особливо при зміні напряму деформування. Якщо виконується одна з 

умов Рi = 1, то інші величини Рi не мають впливу на ймовірність вини-

кнення руйнування, що викликає сумніви, оскільки, у загальному ви-

падку складного навантаження, інтенсивність накопичення пошко-

джень залежить від усіх компонент Рi. 
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На наш погляд, більш кращою у цьому відношені є тензорна мо-

дель накопичення пошкоджень [11], [98]. В цій моделі компоненти 

тензора пластичних деформацій зв’язані з тензором пошкоджень, 

використовуючи одну діаграму пластичності: 

   *

0

,

pe

ij u ij uF e de    , (1.19) 

де βij – компоненти напрямного тензора швидкостей деформацій; 

 ,u
u

d
F e

de


   – позитивна функція, яка залежить від характеристик 

пластичності матеріалу. 

Функція φ вибрана у вигляді степеневої залежності: 
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e e
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e e


 

 
      

 
 

, (1.20) 

де а – коефіцієнт, який залежить від властивостей матеріалу. 

В роботі припускається, що руйнування буде мати місце тоді, коли 

певна функція інваріантів тензора напружень досягне певного значен-

ня. Перший інваріант девіатора ψij дорівнює нулю. Нехтуючи впливом 

третього інваріанта, умову руйнування записуємо у вигляді: 

 1ij ij   , (1.21) 

У критерії (1.19) використана тензорно-лінійна модель накопи-

чення пошкоджень. Тензорно-нелінійна модель запропонована 

А. О. Мішуліним і В. М. Михалевичем [11], [98]. Виходячи із загаль-

них уявлень про зв'язок двох тензорів, автори отримали наступний ви-

раз для компонент тензора пошкоджень: 
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 , (1.22) 

де  1 1, , , i
u u

da db
A B a a b b b

de de
        ; a1, b1 – коефіцієнти;  

φ – функція пошкодженності: 
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, (1.23) 



22 

 

де ер(η) – діаграма пластичності; с − стала, яка залежить від властиво-

стей матеріалу. 

Величина b1 враховує внесок нелінійного члена правої частини 

рівності (1.22) у накопичення пошкоджень. Якщо b1 = 0, то формула 

(1.22) співпадає з (1.19). Умова руйнування в критерії А. О. Мішуліна 

і В. М. Михалевича ідентична (1.21). 

Також вченими було розроблено комбінований критерій для оцін-

ки величини використаного ресурсу пластичності при немонотонній 

пластичній деформації, в основу якого покладена гіпотеза про зв'я-

зок величини використаного ресурсу пластичності з величиною на-

копиченої деформації й ступінню зміцнення металу в процесі пласти-

чної деформації. Величина використаного ресурсу пластичності ви-

значається сумою: 

 1 2    , (1.24) 

де ψ1 – складова, яка залежить від величини інтенсивності напружень 

σu, або від накопиченої деформації еu. (вважається, що справедлива 

гіпотеза єдиної кривої течії σu(еu)); ψ2 – складова, яка залежить від від-

ношення еu/ер(η). 

В результаті нескладних перетворень критерій (1.19) приймає ви-

гляд: 
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 , (1.25) 

де с і n – константи, які визначаються із кривих зміцнення. Ψ0 – ви-

значається з досліджень пластичності при складних програмах на-

вантаження. Це можуть бути дослідження з числом етапів не менше 

двох при сталому значенні η, але відомих діаграмі пластичності та 

кривій зміцнення.  

Ідея покладена в критерій фізично обґрунтована. Однак, якщо 

врахувати, що при немонотонному навантаженні накопичена до 

моменту руйнування пластична деформація ер часто досягає зна-

чень, для яких криву зміцнення побудувати практично неможливо, 

крім, звичайно, експериментів на стиск у камері високого тиску, або 

інших спеціальних досліджень. 
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1.4. Висновки. Задачі дослідження 

 

Проведений вище аналіз дозволяє зробити наступні основні ви-

сновки: 

– розробка математичних моделей накопичення пошкоджень при 

обробці металів тиском є надзвичайно необхідною для розв’язку важ-

ливих задач сучасного машинобудування; 

– із уже розроблених математичних моделей накопичення пошко-

джень, тензорні найкраще описують немонотонне деформування; 

– існує проблема застосування розроблених тензорних моделей 

накопичення пошкоджень макрочастинки матеріалу з метою виконан-

ня прогнозування залишкового ресурсу пластичності, оскільки вказані 

моделі містять велику кількість параметрів, для визначення яких не-

обхідно проводити значну частину додаткових експериментів; 

– експериментальне дослідження процесів складного немонотон-

ного деформування є надзвичайно трудомістким, що суттєво підвищує 

практичну цінність адекватних моделей; 

– цілий ряд технологічних процесів у першому наближені можна 

представити у вигляді двохетапного деформування; 

– використання тензорних моделей накопичення пошкоджень для 

двохетапного деформування дозволяє зробити прогноз експлуатацій-

них властивостей деталей, виготовлених обробкою металів тиском та 

охарактиризувати технологічний процес. 

На основі проведеного аналізу сформульовані наступні задачі дос-

лідження:  

– аналітично дослідити модель накопичення пошкоджень в ізот-

ропних матеріалах при холодному двохетапному деформуванні; 

– здійснити комп’ютерну реалізацію досліджувальної математич-

ної моделі в середовищі математичної системи Maple 9; 

– чисельно дослідити закономірності накопичення пошкоджень за 

допомогою математичної моделі; 

– перевірити адекватность моделі накопичення пошкоджень в ізо-

тропних матеріалах під час холодного двохетапного деформування 

при зіставленні з наявними експериментальними даними;  

– розробити рекомендації для підвищення деформованості та яко-

сті заготовок за умови окремих випадків холодної обробки тиском ма-

лопластичних матеріалів. 
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РОЗДІЛ 2 

МОДЕЛІ ГРАНИЧНИХ ДЕФОРМАЦІЙ ТА НАКОПИЧЕННЯ ПОШ-

КОДЖЕНЬ ПРИ ХОЛОДНІЙ ПЛАСТИЧНІЙ ДЕФОРМАЦІЇ 

 

2.1. Функції пошкодженості  

Equation Section (Next) 

Стосовно до холодного деформування [97], [98] була запропо-

нована тензорно-лінійна модель. В роботі автора розроблена тензо-

рно-нелінійна модель: 
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 , (2.1) 

де   − параметр Лоде; ij  − напрямний тензор приростів деформа-

цій, що визначається рівністю: 

 /ij ij ij ijd d d     ,  

де ijd  − прирости пластичних деформацій; ij  − одиничний тензор, 

ij  = 1 при умові, що i j  та ij  = 0 при умові, що i j ; ik kj   − 

квадрат тензора ij ;    , , ,D D        − параметри моделі, які 

повинні бути визначені. 

Стосовно до квазіпростого деформування   *
ij u const    обидві 

моделі    
0

, ,
u

ij u u ij uF d



          та (2.1) з використанням міри 

   ij u ij ijM t t          перетворюється до одної і тої ж самої 

скалярної моделі: 

       * * * *
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         . (2.2) 

Стосовно до стаціонарного деформування із (2.2) дістанемо: 

            0 0 0 0* *
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    . (2.3) 

Очевидно, що функція f повинна задовольняти таким умовам [11]: 
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0 0
*

0 0 0 0
* *

0, , 0

, , , 1

c

c c

f

f



 

  

     

  
  

  
  

, (2.4) 

Ці умови і функція f: 

 
*1 1

, 1, 0,

knm m
u

k k k
ck k

f b b n



 

 
    

 
   (2.5) 

що їм задовольняє, наведено в [98]. 

Функцію f будемо називати в подальшому функцією пошкоджено-

сті. Лінійній відносно u  функції пошкодженості f відповідає принцип 

лінійного підсумовування. Якщо функція f нелінійна відносно u , то 

маємо нелінійний принцип накопичення пошкоджень. 

В перших публікаціях по тензорним моделям [98] розв’язання за-

дачі визначення критеріальних рівнянь для окремих класів деформу-

вання отримано тільки для квадратичної функції пошкодженості: 

  
2

* *

1 u u

c c

f C C
 

 

 
     

 
. (2.6) 

Використання інших апроксимацій функції f більш важливо з 

практичної точки зору, ніж з теоретичної. 

Кількісну відповідність розрахункових та експериментальних да-

них в ряді випадків можна покращити вдалим вибором апроксимації 

функції f. 

До найпростіших апроксимацій функції пошкодженості, що задо-

вольняють умови (2.4) можна віднести степеневу:   

  * , 1n
u cf n       (2.7) 

і експоненціальну: 

  
1

, 0
1

s

s

e
f s

e




 

 


. (2.8) 

Під час стаціонарного холодного деформування, з ростом накопи-

ченої пластичної деформації, пошкодженість незмінно збільшується, 

отже функція f повинна бути монотонно зростаючою. Для виконання 

цієї вимоги достатньо буде забезпечити виконання нерівності: 

  ' 0f   . (2.9) 
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Значна кількість експериментальних досліджень відображають те, 

що швидкість накопичення пошкоджень макрочастинки збільшується 

з наближенням до моменту руйнування. Для виконання вказаної вище 

умови достатньо забезпечити виконання вимоги: 

  '' 0f   . (2.10) 

Для степеневої залежності (2.7) із умови (2.9) випливає нерівність 

n > 0, а із (2.10) – n > 1. Для експоненціальної залежності (2.8) умова 

(2.9) виконується завжди. Отже, описана вище умова не накладає жо-

дних обмежень на межі зміни s. При цьому, нерівність (2.10) викону-

ється тільки при s > 0. 

Апроксимація: 

  
1

1

s

s

e
f

e




 




 (2.11) 

об’єднує властивості апроксимацій (2.7), (2.8). Умова (2.9) для апрок-

симації (2.11) виконується, якщо n > 0, а умова (2.10) справедлива 

при: 

 
1

0 0
n

n
s n i n




    . (2.12) 

Тут важливо, що знак кривизни може змінюватися з ростом дефо-

рмації. 

По аналогії з апроксимацією (2.5) функцію f можна представити у 

вигляді суми експонент: 

  
1

1
, 1

1

k

k

sm

k ks
k

e
f b b

e









  


  , (2.13) 

звідки при m = 2 отримаємо: 

    
1 2

1 2
1 1

1 1
1

1 1

s s

s s

e e
f b b

e e

 


 
 

    
 

. (2.14) 

В усіх наведених апроксимаціях функція f є неоднорідною функ-

цією нульового порядку, тобто залежить тільки від відношення 

 cu * . Для таких апроксимацій підінтегральна функція в (2.2) 

може бути подана у вигляді: 

 1
* * *

( ) 1 1
'( ) '( ) .u

u u c c c

df d
F f f F

d d

 
 

    

 
        

 
 (2.15) 

З врахуванням (2.15) модель (2.2) можна подати так: 
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  (2.16) 

Але не всі апроксимації функції пошкодженості f можна предста-

вити у вигляді функціональної залежності тільки від  . До вказаних 

апроксимацій можна віднести експоненціальну функцію наступного 

виду: 

  
*

*

1
, , 0

1

u

c

m

u c m

e
f m

e




 






 


. (2.17) 

Різних апроксимацій функції f – безліч. В майбутньому по мірі на-

копичення експериментальних даних необхідне вивчення властивос-

тей моделей на основі різних апроксимацій функції f. 

В подальшому будемо використовувати степеневу тензорно-

лінійну модель: 

 

 
   

     

1
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0 *

* * * *

,

1
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u n
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ij u n
c u u

ij u ik u kj u ij u
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 (2.18) 

і експоненціальну тензорно-нелінійну модель [11]: 
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1
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 (2.19) 

де n і m – деякі функції , , D   . В окремому випадку n і m – конста-

нти. 

Параметри моделі α і ϑ пов’язані залежністю 

2 23 (3 ) 6 1D D            
 

. Визначення функцій n або m і 

  здійснюється за результатами експериментів в умовах нестаціонар-

ного деформування. 
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2.2. Двохетапне деформування 

 

В межах кожного етапу двохетапного деформування маємо стаці-

онарне деформування, причому при  1
0 u u   , справедливо 

   1
ij u ij   ,    1

u   ,    1
u    , а при    1 2

u u u     − 

   2
ij u ij   ,    2

u   ,    2
u    . В цьому випадку із моделі 

(2.1) з врахуванням міри      ij u ij ijM t t          випливає 

співвідношення: 

   2 2
1 12 1 2 22u u g I g g g        , (2.20) 

де 

 
            1 0

* *, , , 0 , 1,2
k kk k

k u u uc cg f f k    


    ; (2.21) 

 
      ** , ;
k k k

cc      (2.22) 

І12 – параметр, що визначається виразом: 

 

       

       

1 2 1 2
12 12 12

2 1 1 2
2 3

1

3

I k I

I I

   

   

      

 
       

 

, (2.23) 

де 
 i , 

 i  (і = 1, 2) – значення параметрів α та ϑ на непарних і пар-

них етапа деформування; І1, І2, І3 – інваріанти добутку тензорів, при-

чому [11]: 

 

     

     

       

1 2 2
1

1 1 2
2

1 1 2 2
3

;

;

.

ij jk ki

ij jk ki

ij jk kl li

I

I

I

  

  

   

  

  

   

 (2.24) 

Значення параметра І12 для деяких окремих випадків наведені в 

табл. 2.1. 

Якщо в поданні (2.1) покласти 0,   то дістанемо тензорно-

лінійну модель, вихідне рівняння якої примітно простіше тензорно-

нелінійної моделі. Але із тензорно-лінійної моделі стосовно до 

двохетапного деформування також випливає співвідношення (2.20), в 

якому І12 = к12, що випливає із (2.23) при 0 .  
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Таблиця 2.1 

Значення параметра І12 для різних процесів двохетапного деформування 

Процес 
І12 k12 

1 – ий етап 2 – ий етап 

Розтяг вздовж осі Х Стиск вздовж осі Х -1 -1 

—“— Кручення навколо осі Х    2
6 12   0 

—“— Стиск вздовж осі Y 0,5 0,5 

—“— Розтяг вздовж осі Y -0,5 -0,5 

—“— Розтяг вздовж осі Х 1 1 

Стиск вздовж осі Х —“— -1 -1 

—“— Кручення навколо осі Х    2
6 12    0 

—“— Стиск вздовж осі Y -0,5 -0,5 

—“— Розтяг вздовж осі Y 0,5 0,5 

—“— Стиск вздовж осі Х 1 1 

Кручення навколо осі Х Розтяг вздовж осі Х    2
6 12   0 

—“— Стиск вздовж осі Х    2
6 12    0 

—“— 
Кручення проти годинни-

кової стрілки навколо осі Х 

21
1

3
   -1 

—“— Кручення навколо осі Х 1 1 

 

Як видно із співвідношення (2.23) параметр І12 залежить не тільки 

від косинуса кута злому траєкторії деформацій к12, але і від інших спі-

льних інваріантів І1, І2, І3, а також від властивостей матеріалу, відо-

бражуваних функцією  ,     . 

Із даних, наведених в табл. 2.1, видно, що для деяких процесів 

значення параметра І12 дорівнюють значенням параметра к12. 

Визначимо вираз для визначення параметра І12 у випадку, коли і 

на першому і на другому етапах реалізується розтяг, але напрями го-

ловних деформацій не співпадають. 

Нехай на першому етапі розтягується зразок, вісь якого співпадає 

з матеріальною віссю ОХ. Компоненти напрямного тензора дорівню-

ють: 

 
 1

2 0 0
1

2 3 0 1 0
2

0 0 1

ij

 
 

   
 
  

. (2.25) 
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На другому етапі розтяг здійснюється вздовж осі ОХ’, що нале-

жить площині ХОY і утворює з віссю ОХ кут  , який відлічується 

проти руху годинникової стрілки, якщо дивитися з кінця осі 0Z. В ко-

ординатах ОХ’Y’Z’ компоненти напрямного тензора 
 2
ij  мають ви-

гляд (2.25). Використовуючи відомі формули перетворення компонент 

тензора при повороті осей координат визначаємо компоненти тензора 

 2
ij  в координатах ОХYZ: 

 
 

   

   
2

1 3 cos 2 3 sin 2 0
1

2 3 3 sin 2 1 3 cos 2 0 .
4

0 2

ij

 

  

     
 

        
 
 

 (2.26) 

На основі (2.25) і (2.26) отримаємо: 

 
   1 1

2 / 3 0 0

0 1 / 6 0

0 0 1 / 6

ik kf 

 
 

 
 
  

 (2.27) 

і 

 
   

   

   
2 2

5 3 cos 2 3 sin 2 0
1

3 sin 2 5 3 cos 2 0
12

0 2

ik kf

 

   

     
 

        
 
 

 (2.28) 

відповідно. 

За формулами (2.24) обчислюємо спільні інваріанти: 

   2 1

1
2 / 3 1 3cos 2

8
I I       , (2.29) 

   3

1
3 cos 2

8
I     . (2.30) 

Використовуючи дані співвідношення отримаємо: 

   12 12

1
1 3cos 2

4
I k      . (2.31) 

Аналогічним чином можна показати: якщо при двохетапному де-

формуванні / 54 1D   , то І12 = к12, тобто для таких процесів 

тензорно-лінійна і тензорно-нелінійна моделі дають тотожні результа-

ти. 
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Під час деформування до руйнування на другому етапі двохетап-

ного деформування *u  ,  * 1u   , а співвідношення (2.22) прий-

мають вигляд [11]: 

 2 2
1 12 1 2 22 1.g I g g g       (2.32) 

Дослідимо типи кривих, що описує рівняння (2.32). При повороті 

осей координат 0g1g2 на кут   = 45° дістанемо [11]: 

  ' ' ' '
1 1 2 1 2cos sin 2 / 2g g g g g        , (2.33) 

  ' ' ' '
2 1 2 1 2sin cos 2 / 2g g g g g        , (2.34) 

або 

    ' ' ' '
1 1 2 2 1 2' 2 / 2, ' 2 / 2.g g g g g g       (2.35) 

В нових координатах 0g1g2 рівняння (2.32) приймає вигляд [11]: 

 
   

2 2
' '
1 2

12

12 12

1, 1,
1 1

1 1

g g
I

I I

  

 

 (2.36) 

що уявляє собою еліпс з півосями рівними 
0.5

12(1 )I  . 

При І12 = 1 рівняння (2.32) уявляє пару паралельних прямих  

g1 + g2 = 1 i g1 + g2 = -1, що зображені на рис. 2.1,а. При І12 = -1 також 

маємо пару паралельних прямих g1 - g2 = ±1, що зображені на 

рис. 2.1,б. 

Розташування еліпса, що описується рівнянням (2.36) при 

120 1I   показано на рис. 2.1, в, а при 121 0I    на рис. 2.1, г. 

Товстими лініями на рис. 2.1 показано область, що задовольняє 

умови 1 2 1, 0, 1g g g  . При І12 = 0 еліпс перетворюється в коло з раді-

усом, що дорівнює одиниці. 

Зроблений аналіз дозволяє вибрати корінь рівняння (2.32), що за-

довольняє фізичному змісту задачі, яка розглядається. 

   2 2
2 12 1 1 12 1 1 .g I g g I        (2.37) 

Зокрема звідси випливає 

 2 11g g   при І12 = 1, (2.38) 

 2 11g g   при І12 = -1. (2.39) 
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Рисунок 2.1 – Граничні криві при двохетапному деформуванні: 

1: g1 + g2 = 1; 2: g1 + g2 = -1, -g1 + g2 = -1; 3: g1 - g2 = -1; 

 4: g1 - g2 = 1; 5, 6: розрахунок за моделлю (2.37) 

 

Якщо функція пошкодженості f лінійна: 

  * *, / ,u c u cf      (2.40) 

то у відповідності з (2.1) і врахуванням (2.3) отримаємо тензорно-

нелінійну модель, що ґрунтується на лінійному принципі накопичення 

пошкоджень: 

 

 

   
   

*
* *

* *
0 *

1
.

3 ,

u

ij u

u
ij u ik u ij

c u u

d




 


      

    



  
            

 


 (2.41) 

В цьому випадку, при  2
*u  , у відповідності з (2.23) маємо: 



33 

 

 
   11

1 1*/ ,u cg      (2.42) 

 
       2 2 21

2 * *2 *2* * */ / /uc c cg            , (2.43) 

де 1  − використаний ресурс пластичності на першому етапі; 2  − за-

лишковий ресурс пластичності на другому етапі. 

При цьому співвідношення (2.37) приймає вигляд: 

   2 2
*2 12 1 1 12 1 1 .I I          (2.44) 

Із структури співвіднощення (2.44), визначено, що залишковий ресурс 

пластичності матеріалу не залежить від черговості прикладення нава-

нтаження на етапах двохетапного деформування. Наприклад 

двохетапні процеси кручення - розтяг та розтяг - кручення в коорди-

натах 1 *2   представляються однією кривою. Отже, на основі лі-

нійного принципу підсумовування пошкоджень представляється закон 

комутативності деформування під час двохетапного деформування. 

Із (2.37) з використанням квадратичної апроксимації (2.6) випли-

ває вираз [11]: 

 
   

 

*2 12 1

2
2 2

12 12 1 12 12 1

2
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1 1
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4
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. (2.45) 

Використовуючи степеневу функцію пошкодженості отримано  

    
1/

2 2
*2 1 12 12 1 12 1 121 1 ,

n
n n nI I      

        
  

 (2.46) 

а при використанні експоненціальної функції (2.8): 

 

   

1

1 12

1

1 12

12

*2 2

2
12

1
1

1
ln

1
1 1

s

s

s
s

s

e
I

e

s e
I e

e



 



 





 



 

 
   

  
   

  
      

    

 (2.47) 

де 
   2

c*
1
c*12 /  . 
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Для відображення накопиченої деформації, використовуючи кри-

теріальне співвідношення (2.47), застосуємо вираз: 

 * *1 1 *2 *2.u         (2.48) 

Якщо в (2.6) прийняти с = 0 або в (2.46) n = 1, то дістанемо спів-

відношення (2.44). Це саме співвідношення випливає із (2.47) при 

s → 0. Принциповою відміною критеріальних співвідношень (2.45) ÷ 

(2.47), здобутих на основі використання нелінійного принципу нако-

пичення пошкоджень, від співвідношення (2.44) полягає в тому, що 

указані співвідношення враховують порядок прикладення наванта-

ження. Це відображується наявністю в співвідношеннях (2.45) ÷ (2.47) 

параметра 12 . 

Покладаючи n і s деякими функціями від *c  дістанемо співвідно-

шення [11]: 

    
2

2 1 1

1/
2 2

*2 1 12 12 12 1 121 1 1 1 ,
n

n n n
I I      

 
         
  

(2.49) 

а також: 
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 (2.50) 

що узагальнюють вирази (2.46) і (2.47) відповідно. 

Презентативні експериментальні дані по двохетапному деформу-

ванню зразків із сталі 25, сплаву Д16 і сплаву Амг6 проаналізовано в 

роботі [11]. Дані по знакозмінному крученні, розтяг-кручення і кру-

чення-розтяг описані рівнянням (2.46). Виділимо загальні для всіх ма-

теріалів закономірності. Величина 1 *2A     в усіх випадках, як 

правило, не менше одиниці. Причому найбільші значення А відпові-

дають знакозмінному крученню, найменші - крученню з наступним 

розтягом. При вичерпанні ресурсу пластичності на кручення, матеріал 

може сприймати значні (для сталі 25 *2 1  ) деформації до руйну-

вання при крученні в напрямі, що протилежний початковому. Попере-

дня деформація розтягу (кручення) зменшує граничну деформацію 



35 

 

кручення (розтягу). В наукових працях наведено також оригінальні 

дані по зміні однорідних деформацій при двохетапному розтязі. Під 

однорідною деформацією розуміється найбільша рівномірна дефор-

мація, що виникає до втрати стійкості процесу деформування (до по-

чатку утворення шийки). При визначенні ресурсів пластичності 1  і 

2*  в якості c*  приймали однорідну деформацію. Значення парамет-

ра І12 в співвідношенні (2.46) визначали за формулою (2.31). Основний 

висновок, який випливає із теорії і підтверджується експерименталь-

ними даними полягає в тому, що при невеликих деформаціях на пер-

шому етапі відбувається ізотропне зменшення однорідної деформації 

розтягу. У випадку 1 0.8   виявляється залежність залишкового ре-

сурсу від напряму вирізки зразків. Згідно (2.46) залишковий ресурс 

збільшується із збільшенням кута  . Це узгоджується з експеримен-

тальними даними для сплаву Амг6. Наведені дослідження цікаві тим, 

що акцентують увагу на деформаційній анізотропії. В даному випад-

ку − деформаційній анізотропії однорідних деформацій. Про цей 

ефект часто говорять, але до недавнього часу були практично відсутні 

роботи, в яких би систематично досліджувалась деформаційна анізот-

ропія граничних або однорідних деформацій. 

При вичерпанні ресурсу пластичності на першому етапі 1 1  , з 

врахуванням другої рівності (2.42) і співвідношень (2.21), (2.22) маємо 

g1 → 1 і на основі виразу (2.37) отримаємо: 

 
1

2 12 12
1

lim .
g

g I I


    (2.51) 

Згідно даному співвідношенню після вичерпання пластичності на 

першому етапі, деформування на другому етапі можливе (!) для про-

цесів і матеріалів, які відповідають від'ємним значенням параметра І12. 

На відміну від тензорно-лінійної моделі, співвідношення (2.46), 

(2.49) відображують властивість матеріалів, що вичерпавши ресурс 

пластичності на кручення, сприймати пластичну деформацію стиску. 

На рис. 2.2 – 2.4 наведено зображення результатів розрахунків нако-

пичення пошкоджень за співвідношенням (2.46).  
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Рисунок 2.2 – Змінювання ресурсу пластичності при двохетапному деформуванні: 

1 – одноетапному рівномірному деформуванні; 2, 3 – кручення-розтягу:  

2 – EP717 (α12 = 2,2; n = 1,3; I12 = 0,3);  

3 – ВТ8 (α12 = 1,53; n = 1,2; I12 = 0,35) 
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Рисунок 2.3 – Змінювання ресурсу пластичності при двохетапному деформуванні 

кручення-стиску: 4 – ВТ9 (α12 = 0,56; n = 1,5; I12 = -0,35); 5 – ХН45МВТЮБР 

(α12 = 0,44; n = 1,3; I12 = -0,3); 6 – ВТ25 (α12 = 0,55; n = 1,2; I12 = -0,35); 7 – ВТ4 

(α12 = 1,2; n = 1,1; I12 = -0,35); 8 – 13Х11Н2В2МФ-Ш (α12 = 0,6; n = 1,2; I12 = -0,45);  
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Рисунок 2.4 – Змінювання ресурсу пластичності при двохетапному деформуванні: 

1 – одноетапному рівномірному деформуванні; 2, 3 – кручення-розтягу:  

2 – EP717 (α12 = 2,2; n = 1,3; I12 = 0,3); 3 – ВТ8 (α12 = 1,53; n = 1,2; I12 = 0,35); 

4 – 8 – кручення-стиску: 4 – ВТ9 (α12 = 0,56; n = 1,5; I12 = -0,35);  

5 – ХН45МВТЮБР (α12 = 0,44; n = 1,3; I12 = -0,3);  

6 – ВТ25 (α12 = 0,55; n = 1,2; I12 = -0,35); 7 – ВТ4 (α12 = 1,2; n = 1,1; I12 = -0,35);  

8 – 13Х11Н2В2МФ-Ш (α12 = 0,6; n = 1,2; I12 = -0,45) 

 

 

2.3. Висновки 

 

Із тензорної моделі, що розглядалась, стосовно двохетапого дефо-

рмування отримали критеріальні співвідношення, які мають наступні 

властивості: 

– залишковий ресурс пластичності на другому етапі є явною фун-

кцією використаного ресурсу на першому етапі двохетапного дефор-

мування; 

– критеріальне співвідношення двохетапного деформування має 

інваріантний параметр І12, який випливає із даної моделі і чисельні 

значення якого відображають повну множину нескінченої кількості 

можливих варіантів двохетапного деформування; 
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– математична модель накопичення пошкоджень має три параме-

тра, які визначаються умовами експериментів та властивостями мате-

ріалів при стаціонарному деформуванні та один параметр, значення 

якого залежать від даних по деформуванню при непростих його кла-

сах.  



40 

 

РОЗДІЛ 3 

КОМП’ЮТЕРНА РЕАЛІЗАЦІЯ ТА ТЕОРЕТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ 

РОБОТИ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ НАКОПИЧЕННЯ ПОШКО-

ДЖЕНЬ ПРИ ДВОХЕТАПНОМУ ДЕФОРМУВАННІ 

 

3.1. Аналітичне дослідження моделі накопичення пошкоджень в 

ізотропних матеріалах під час холодного двохетапного деформування 

Equation Section (Next) 

При розгляді деформованого стану при двохетапному пластично-

му деформуванню особливу увагу приділяють ресурсу пластичності. 

Під двохетапним деформуванням розуміють пластичне деформування, 

яке проводиться в два етапи. При такому виді деформування в межах 

кожного етапу маємо стаціонарне пластичне деформування. Особли-

вістю є те, що на другому етапі змінюється напрямок, або вид дефор-

мування. 

Двохетапне деформування є одним із важливих класів деформу-

вання з двох основних причин. По-перше, вказаний клас є найпрості-

шим представником нестаціонарного деформування. При цьому 

двохетапному деформуванню притаманні численні яскраво виражені 

ефекти в залежностях між граничними деформаціями. По-друге, в 

значній частині випадків напружено-деформований стан у заготовках 

під час обробки металів тиском можна при певному наближенні розг-

лядати як двохетапне деформування. У такому разі спрощується ана-

ліз придатності заготовки сприймати певну технологічну операцію.  

При розгляді холодного двохетапного деформування будемо ви-

користовувати математичну модель накопичення пошкоджень в ізот-

ропних матеріалах (2.46), виведення якої приведено в розділі 2. 

Досліджувальна математична модель відображає залежність ресу-

рсу пластичності на другому етапі двохетапного деформування від 

уже використаного ресурсу пластичності на першому етапі двохетап-

ного деформування. Математична модель побудована у вигляді степе-

невої функції, значення якої залежить від чотирьох параметрів. Дани-

ми параметрами є α12, I12, n, ψ1. 

Рекомендації щодо раціонального вибору параметрів моделі при-

ведені тільки для певного діапазону видів двохетапного деформуван-

ня. Тому стає необхідним виконати повне аналітичне дослідження мо-

делі залишкового ресурсу пластичності матеріалу, побудованої на ос-
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нові тензорно-нелінійної теорії зі степеневою функцією пошкоджено-

сті під час двохетапного деформування.  

Отже, вказана задача даного дослідження базується на визначенні 

математично допустимих діапазонів зміни параметрів α12, I12, n, які 

входять у критеріальне співвідношення (3.1). 

Двохетапне деформування розглядалося в значній частині науко-

вих публікацій, зокрема в [11], але дотепер у літературі відсутні ре-

зультати повного дослідження вище вказаного критеріального спів-

відношення, побудованого на основі тензорно-нелінійної моделі зі 

степеневою функцією пошкодженості. 

Із тензорно-нелінійної моделі [11] для двохетапного деформуван-

ня отримаємо критеріальне співвідношення [12], [94]:  

    
1/

2 2
*2 1 12 12 1 12 1 121 1

n
n n nI I      

        
  

, (3.1) 

де 
(2)
*

*2
*2





  − залишковий ресурс граничних пластичних деформацій 

на другому етапі двохетапного деформування; 
(1)

1
*1

u


  − використа-

ний ресурс граничних деформацій на першому етапі деформування; 

*1
12

*2





  − параметр, що характеризує порядок чергування умов де-

формації; 

(1) (2) (1) (2) (2) (1) (1) (2)
12 12 1 2 3

1
,

3
k a a a b a b b b

 
                 

 
 

(1) (2)
12 ij ijk     − косинус кута зламу траєкторії деформації; ( ) ( ),i ia b  − 

значення параметрів а і b на непарних і парних етапах деформування; 

I1, I2, I3 – інваріанти добутку тензорів, причому 
(1) (2) (2)

1 ,ij jk ki       

(1) (1) (2)
2 ,ij jk ki       

(1) (1) (2) (2)
3 ;ij jk kl li         

(2)
* – значення залишко-

вої деформації до руйнування на другому етапі двохетапного дефор-

мування; (1)
u  – значення накопиченої деформації на першому етапі 

деформування;    (1) (1) (2) (2)
*1 * *2 *, , ,c cD D        – гранична де-

формація до руйнування під час стаціонарного деформування, що 
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представляється діаграмою пластичності; n – параметр, який характе-

ризує режим навантаження та властивості матеріалу.  

У роботах [4], [5], [7], [84], [87], [89], [93] проведено аналіз різних 

інваріантів деформацій для використання їх в якості аргументів пове-

рхні граничних деформацій. 

Визначимо математично допустимі межі зміни параметрів α12, I12, 

n, які входять у критеріальне співвідношення (3.1) [94]. 

За визначенням  1 0;1 ,   при двохетапному деформуванні: 

 1;01  . Оскільки функція визначена в області дійсних чисел та зна-

менник не перетворюється на нуль, а основа степеневої функції біль-

ше нуля, то можемо зробимо висновок, що для критеріального спів-

відношення (3.1) параметр n не дорівнює нулю, при цьому виконуєть-

ся також нерівність 12 0  . Отже, основні обмеження, що наклада-

ються на змінну ψ1 та параметри моделі n і α12 представляються за до-

помогою системи нерівностей: 

 1

12

0

0 1.

0

n








 
 

 (3.2) 

При числовому дослідженні співвідношення (3.1) із параметрами, 

які задовольняють нерівності (3.2), було виявлено ділянки, на яких 

функція *2 *2 1( )    в області дійсних чисел не визначена. Так при 

значеннях параметрів 12 0,5;   n = -0,5; 12 0,6   функція визначена 

на проміжку  1 0,64;1  . При збільшенні значення параметра I12 до 

0,9, область визначення функції буде збільшуватися та визначатися на 

проміжку  1 0,19;1   (рис. 3.1 – 3.3).  

Виходячи із отриманих результатів числового дослідження крите-

ріального співвідношення (3.1), можна зробити висновок, що обме-

ження параметрів (3.2), наведених вище, для роботи із цією моделлю 

недостатньо. Для знаходження додаткових обмежень на параметри 

математичної моделі потрібно виконати її аналітичне дослідження. 

Спочатку, необхідно виконати дослідження виразу: 

  2 2
1 12 1 1.n I      (3.3) 
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Рисунок 3.1 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

під час двохетапного деформування, коли α12 = 0,5; n = -0,5; а I12:  

I12 = 0,6 та I12 = 0,9 відповідно 
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Рисунок 3.2 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

під час двохетапного деформування, коли α12 = 0,5; n = -0,5; а I12:  

I12 = 1 та 1 – I12 = 1,5; 2 – I12 = 5; 3 – I12 = 10 відповідно 
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Рисунок 3.3 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

під час двохетапного деформування, коли α12 = 0; n = 1,5; I12 = 0 

 

На основі означення квадратного кореня встановлено, що підкоре-

невий вираз повинен бути не менший за нуль, щоб значення виразу 

набувало дійсних значень. Тобто: 

  2 2
1 12 1 1 0.n I       (3.4) 

Звідки: 

 2
12 2

1

1
1 .

n
I

 
   (3.5) 

Розглянемо випадок, коли n > 0. Тоді при 10 1   права частина 

нерівності (3.5) лежить у межах 
2
1

1
1 0,

n 
     тобто є числом не 

додатнім. 2
12  − число не від’ємне, отже, нерівність (3.5) при n > 0 ви-

конується для  12 ;    . Тому при значеннях параметра n > 0 жо-

дних додаткових обмежень на інші параметри моделі накопичення 

пошкоджень не накладається.  
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Розглянемо нерівність (3.5) при значеннях параметра n < 0. Тоді 

при зміні n від 0 до 1 вираз 
2
1

1
1

n 
  монотонно спадає від 1 до 0. От-

же, для виконання нерівності (3.5) необхідно, щоб 12 1  . Якщо 

12 1  , то завжди для  1 0;1   на графіку функції  *2 *2 1    буде 

спостерігатись область, при якій функція не визначена. Відповідно до 

нерівності (3.5) область визначення функції  *2 *2 1    визначаєть-

ся нерівністю: 

 2 12
12

1
1.

1
n

I
 


 (3.6) 

Область, яка визначається нерівністю (3.6), повністю збігається із 

значеннями ψ1 на рис. 3.1 – 3.3, для яких ψ*2, що обчислюється за кри-

теріальним співвідношенням (3.1), буде визначатися в області дійсних 

чисел. 

Тепер аналітично дослідимо вираз моделі, який підноситься до 

степеня 1/n. Цей вираз повинен бути не меншим за нуль. Тобто: 

    2 2
1 12 12 1 12 1 1 0.n n nI I           (3.7) 

Із виразу (3.7) отримаємо ірраціональну нерівність: 

    2 2
1 12 1 12 121 1 .n n nI I          (3.8) 

Ірраціональна нерівність (3.8) розкладається на сукупність систем 

нерівностей, що мають вигляд [11]: 
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(3.9) 

(3.10)  

 (3.11) 

Якби в системі нерівностей (3.9) була б відсутня третя нерівність, 

то сукупність систем нерівностей (3.10) мала б розв'язок, що збігався 
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б із розв’язком першої нерівності систем (3.9) і (3.11). Це пояснюється 

тим, що друга нерівність системи (3.9) і друга нерівність системи 

(3.11) доповнюють одна одну, тобто в сукупності не накладають об-

межень на жоден із параметрів. Визначимо, чи накладає третя нерів-

ність системи (3.9) нові обмеження на параметри α12, I12, n, за умови 

виконання двох попередніх нерівностей. 

На основі проведених вище досліджень встановлено, що перша 

нерівність системи (3.9) виконуватиметься при n > 0 або при n < 0 і 

12 1.   

Дослідимо спочатку систему нерівностей:  
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 (3.12) 

при 0n  . 

Позначимо праву частину другої нерівності системи (3.12) 
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 (3.13) 

Дослідимо, як змінюється функція  1f   при варіюванні ψ1 від 0 

до 1. Визначимо, чи існують на вказаному проміжку екстремуми даної 

функції:  
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 (3.14) 

Отже, екстремумів при  1 0;1   немає, функція є монотонно зро-

стаючою, тому максимальне значення досягає при 1 1  : 

 12
max (1) .

2

n

f f


   (3.15) 

Враховуючи, що 12 0  : 

 12
12 ,

2

n
n 

   (3.16) 

а це означає, що за умови виконання першої нерівності системи (3.12) 

автоматично виконується і друга нерівність, тобто при n > 0 друга не-

рівність не буде накладати ніяких додаткових обмежень на жоден з 

параметрів. 
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Проведемо дослідження системи нерівностей (3.12) при n < 0 і 

12 1  . Зважаючи на вираз (3.14), функція  1f   є монотонно спад-

ною функцією, тому досягає свого максимального значення при 

1 0  : 
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 (3.17) 

На основі попередніх досліджень, робимо висновок, що і при 

n < 0; 12 1   жодних додаткових обмежень параметрів критеріально-

го співвідношення (3.1) друга нерівність системи (3.12) не створює. 

Аналіз результатів, отриманих із нерівності (3.4) і сукупності сис-

тем нерівностей (3.10), надає можливість зробити узагальнення, що 

математично допустимі значення параметрів критеріального співвід-

ношення (3.1) визначаються сукупністю: 
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 (3.18) 

Відповідне узагальнення повністю узгоджується із результатами 

чисельного дослідження вказаного вище критеріального співвідно-

шення (рис. 3.1 – 3.3).  

Закономірності в зміні залишкового ресурсу та отриманні обме-

ження (3.18) на зміну параметрів критеріального співвідношення (3.1) 

дозволять спростити діагностику матеріалу при двохетапному дефор-

муванні. 

 

3.2. Комп’ютерна реалізація досліджувальної математичної моделі 

та розрахунків залишкового ресурсу при двохетапному деформуванні 

в середовищі математичної системи Maple 9 

 

Для теоретичного дослідження розглядуваної математичної моде-

лі, проведення розрахунків залишкового ресурсу пластичності при 

двохетапному деформуванні та побудови графіків залежності ресурсу 
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пластичності на другому етапі від уже використаного ресурсу пласти-

чності на першому етапі двохетапного деформування найкраще вико-

ристати середовище математичної системи Maple 9 [12], [78], [118], 

[122], [123], [124], [125], [126]. Це пояснюється тим, що вище згадане 

середовище математичної системи містить окрім основних програм 

математичного спрямування, ще й цикл прикладних математичних 

програм, що дозволить досить повноцінно реалізувати, відтворити, 

прослідкувати роботу, дослідити досліджувальну модель на найкра-

щому рівні. А також в Maple 9 відкриваються досить нові можливості 

дослідження роботи математичної моделі [12], [36], [41], [42], [43], 

[48], [49], [122], [123], [124], [125], [126], що в певній мірі є недоступ-

ними в інших пакетах математичних програм. 

Для проведення розрахунків ресурсу пластичності при двохетап-

ному деформуванні ізотропних матеріалів та наглядної реалізації за-

лежності ресурсу пластичності на другому етапі деформування від 

уже використаного ресурсу пластичності на першому етапі двохетап-

ного деформування, була розроблена програма в середовищі матема-

тичної системи Maple 9, текст якої представлено далі в роботі. 

 

Побудова графіку змінювання ресурсу пластичності 

при двохетапному деформуванні 

> restart; 

with(plots): 

Формула 46, за якою відбувається побудова графіка 

psi2:=(psi[1]^n*(alpha[12]^n-

Iota[12])+sqrt(psi[1]^(2*n)*(Iota[12]^2-

1)+1))^(1/n)-psi[1]*alpha[12]; 

Вирази для різних матеріалів та видів здійснення 

двохетапного деформування: 

стаціонарне деформування (одноетапне): 

u1 := 1-psi[1]; 

кручення-розтяг: 

u2 := eval(psi2, [alpha[12]=2.2, n=1.3, 

Iota[12]=0.3]); 

u3 := eval(psi2, [alpha[12]=1.53, n=1.2, 

Iota[12]=0.35]); 

кручення-стиск: 
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u4 := eval(psi2, [alpha[12]=0.56, n=1.5, 

Iota[12]=-0.35]); 

u5 := eval(psi2, [alpha[12]=0.44, n=1.3, 

Iota[12]=-0.3]); 

u6 := eval(psi2, [alpha[12]=0.55, n=1.2, 

Iota[12]=-0.35]); 

u7 := eval(psi2, [alpha[12]=1.2, n=1.1, Iota[12]=-

0.35]); 

u8 := eval(psi2, [alpha[12]=0.6, n=1.2, Iota[12]=-

0.45]); 

Побудова графіка змінювання ресурсу пластичності 

при двохетапному деформуванні: 

стаціонарне деформування: 

g1:=plot([u1], 

psi[1]=0..1,style=[ line,line,line,line,line,line,

line,line],color=[RED,BLACK,BLUE,GOLD,brown,orange

,violet,coral], thickness=4,numpoints=500, 

title="Змінювання ресурсу пластичності при 

двохетапному деформуванні"): 

g2:=PLOT( 

TEXT([-0.15,0.9],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([-0.105,0.88],"*2",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.9,-0.08],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([0.93,-0.1],"1",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

 

TEXT([0.45,0.5],"1",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

AXESSTYLE(NORMAL),VIEW(-0.15..1.0,-0.1..1.0)): 

display({g1,g2}); 

кручення-розтяг (матеріали: 2 - EP717; 3 - ВТ8): 

g3:=plot([u2,u3], 

psi[1]=0..1,style=[ line,line],color=[BLACK,BLUE],

thickness=4,numpoints=500, title="Кручення-розтяг 

(матеріали: 

2 - EP717(alfa[12]=2,2; n=1,3; I[12]=0,3);  

3 - ВТ8(alfa[12]=1,53; n=1,2; I[12]=0,35))"): 

g4:=PLOT( 

TEXT([-0.15,0.9],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 
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TEXT([-0.105,0.88],"*2",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.9,-0.08],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([0.93,-0.1],"1",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.4,0.6],"2",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.6,0.6],"3",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

AXESSTYLE(NORMAL),VIEW(-0.15..1.0,-0.1..1.0)): 

display({g3,g4}); 

кручення-стиск (матеріали: 4 - ВТ9; 5 - ХН45МВТЮБР; 

6 - ВТ25): 

g5:=plot([u4,u5,u6], 

psi[1]=0..1,style=[ line,line,line], 

color=[GOLD,brown,orange],  

thickness=4,numpoints=500, 

title="Кручення-стиск (матеріали:  

4 - ВТ9(alfa[12]=0,56; n=1,5; I[12]=-0,35);  

5 - ХН45МВТЮБР (alfa[12]=0,44; n=1,3; I[12]=-0,3);  

6 - ВТ25(alfa[12]=0,55; n=1,2; I[12]=-0,35);)"): 

g6:=PLOT( 

TEXT([-0.15,0.9],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([-0.105,0.88],"*2",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.9,-0.08],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([0.93,-0.1],"1",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.8,0.7],"4",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.4,0.92],"5",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.7,0.94],"6",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

AXESSTYLE(NORMAL),VIEW(-0.15..1.0,-0.1..1.0)): 

display({g5,g6}); 

кручення-стиск (матеріали: 7 - ОТ4; 8 - 

13Х11Н2В2МФ-Ш): 

g7:=plot([u7,u8], 

psi[1]=0..1,style=[ line,line,line,line,line], 

color=[violet,coral], 

thickness=4,numpoints=500, 

title="Кручення-стиск (матеріали:  

7 - ОТ4(alfa[12]=1,2; n=1,1; I[12]=-0,35);  

8 - 13Х11Н2В2МФ-Ш (alfa[12]=0,6; n=1,2; I[12]=-

0,45))"): 
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g8:=PLOT( 

TEXT([-0.15,0.9],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([-0.105,0.88],"*2",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.9,-0.08],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([0.93,-0.1],"1",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.9,0.81],"7",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.9,0.91],"8",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

AXESSTYLE(NORMAL),VIEW(-0.15..1.0,-0.1..1.0)): 

display({g7,g8}); 

Змінювання ресурсу пластичності при двохетапному 

деформуванні 

g9:=plot([u1,u2,u3,u4,u5,u6,u7,u8], 

psi[1]=0..1,style=[line,line,line,line,line, 

line,line,line], 

color=[RED,BLACK,BLUE,GOLD,brown,orange, 

violet,coral], thickness=4, 

numpoints=500,  

title="Змінювання ресурсу пластичності при 

двохетапному деформуванні"): 

g10:=PLOT( 

TEXT([-0.15,0.9],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

 

TEXT([-0.105,0.88],"*2",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

TEXT([0.9,-0.08],'Y',FONT(SYMBOL,12)), 

TEXT([0.93,-0.1],"1",FONT(TIMES,ROMAN,12)), 

 

TEXT([0.8,0.12],"1",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.1,0.82],"2",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.8,0.4],"3",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

 

TEXT([0.8,0.7],"4",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.4,0.92],"5",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.7,0.88],"6",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

 

TEXT([0.9,0.81],"7",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 

TEXT([0.9,0.91],"8",FONT(TIMES,ROMAN,14)), 
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AXESSTYLE(NORMAL),VIEW(-0.15..1.0,-0.1..1.0)): 

display({g9,g10}); 

Warning, the name changecoords has been redefined 
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Наглядна реалізація залежності між ресурсами пластичності при 

двохетапному деформуванні показана у вигляді графіків. В програмі 

наведено аналітичний вираз математичної моделі, за допомогою якого 

будуть проводитися розрахунки та будуватися графіки. Далі для конк-

ретних значень характеристичних параметрів моделі визначаємо ви-

гляд математичної моделі. Даний вигляд моделі показано в вигляді 

функцій u1 – u8, які відображають залежність між ресурсами пластич-

ності на кожному із етапі деформування для певних значень парамет-

рів. Для визначення значення ресурсу на другому етапі від певного 

значення ресурсу пластичності, що уже використаний на першому 

етапі двохетапного деформування, необхідно в функції u1 – u8 ввести 

значення використаного ресурсу на першому етапі двохетапного де-

формування в вигляді частинки від цілого числа (наприклад, значення 

0,8 означає 80%). 

В вигляді функції u1 показано одноетапне деформування. В функ-

ціях u2 та u3 реалізовано двохетапне деформування кручення–розтяг 

для двох видів матеріалу та умов деформування. А у вигляді функцій 

u4 – u8 реалізовано двохетапне деформування кручення–стиску. 

Наступним кроком даної програми є побудова графіків функцій 

u1 – u8. Для наглядного розуміння вище згаданих залежностей, побу-

дова графіків здійснена в наступному вигляді: на окремих рисунках 

реалізована побудова графіків різних видів двохетапного деформу-

вання, а графіки двохетапного деформування кручення–стиску розді-

лено на два рисунки, щоб уникнути накладки графіків. А вже на 

останньому рисунку побудовано графіки різних видів двохетапного 

деформування. Це зроблено для того, щоб користувач, чи читач на-

глядно зміг оцінити та порівняти вигляд залежностей накопичення 

пошкоджень для різних видів холодного двохетапного деформування. 

Для кожного графіка залежності ресурсів пластичності вказано 

матеріал для якого він будується та характеристичні коефіцієнти мо-

делі. 

Для дослідження роботи математичної моделі та її використання 

для розрахунків ресурсу пластичності на другому етапі двохетапного 

деформування можна використовувати вище згадану програму. Але 

для її розуміння та роботи із нею необхідно знати великий перелік ві-

дповідних команд, що використовується в Maple. Для того, щоб поле-

гшити роботу із даною програмою, зробити доступним користування 
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даною програмою без спеціальних знань щодо структури команд 

Maple 9 та покращити розуміння роботи досліджувальної математич-

ної моделі, автором була розроблена програма для створення зручного 

віконного інтерфейсу (маплета) в середовищі математичної системи 

Maple 9. Для роботи із даними маплетами користувачу необхідно зна-

ти вид двохетапного деформування, матеріал заготовки, що виража-

ється в параметрах моделі та натисненням на відповідні клавіші здій-

снити відповідні розрахунки ресурсу пластичності і побудувати від-

повідні графіки залежностей між ресурсами пластичності. Саме вико-

ристання маплетів при комп’ютерній реалізації досліджувальної мо-

делі в Maple 9 значно полегшує роботу користувача із цією моделлю. 

Використовуючи елементи програмування в Maple 9, було розроб-

лено маплет. Його роботу ми розглянемо далі. Даний маплет назива-

ється «Змінювання ресурсу пластичності при двохетапному деформу-

ванні». Текст програми для створення цього маплета представлено да-

лі в роботі, а вигляд вікна, що створюється відповідною програмою в 

середовищі Maple 9 ― на рис. 3.4. 

 

> restart; 

with(Maplets[Elements]): 

maplet := Maplet('onstartup' = 'A1', 

Window['W1']('title' = "Змінювання ресурсу пласти-

чності при двохетапному деформуванні", 'layout' = 

'BL1'), 

BoxLayout['BL1']( 

BoxColumn( 

BoxRow([ 

[Label("Введіть параметри для розрахунку", 'font' 

= Font("times", bold, 14))], 

"Параметр alfa[12]: ",TextField['TF1'](),  

"Параметр n: ", TextField['TF2'](), 

"Параметр I[12]: ", TextField['TF3'](), 

"Ресурс пластичності на першому етапі psi[1](від 0 

до 1): ", TextField['TF4']()], 

[[Label("Натисніть на відповідні клавіші для про-

ведення розрахунків:", 'font' = Font("times", 

bold, 14))], 
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Button("Загальна розрахункова формула", 

Evaluate('TB1' = 'psi[2]=(psi[1]^n*(alpha[12]^n-

Iota[12])+sqrt(psi[1]^(2*n)*(Iota[12]^2-

1)+1))^(1/n)-psi[1]*alpha[12]')), 

TextBox['TB1']('editable' = 'false', 2..20 ), 

Button("Розрахункова формула для даних значень па-

раметрів: psi[2]:=", Evaluate('TB2' = 

'simplify((psi[1]^TF2*(TF1^TF2-  

-TF3)+sqrt(psi[1]^(2*TF2)*(TF3^2-1)+1))^(1/TF2)-

psi[1]*TF1)')),    

TextBox['TB2']('editable' = 'false', 3..20 ),  

Button("Значення залишкового ресурсу пластичності 

на другому етапі деформування", Evaluate('TB3' = 

'psi[2]=simplify((TF4^TF2*(TF1^TF2-

TF3)+sqrt(TF4^(2*TF2)*(TF3^2-1)+1))^(1/TF2)-

TF4*TF1)')),    

TextBox['TB3']('editable' = 'false', 1..20 )]), 

BoxColumn(BoxRow(Plotter['PL1'](), 

[Label("Побудова графіка залежності ресурсу плас-

тичності на другому етапі деформування 

від уже використаного ресурсу пластичності на пер-

шому етапі деформування:",  

'font' = Font("times", bold, 14)), 

Label("Натисніть клавішу 'Побудова' для побудови 

графіка залежності і клавішу 

 'Кінець' для завершення роботи та запису резуль-

татів цієї роботи:", 'font' = Font("times", bold, 

14)), 

[Button("Побудова", Evaluate('PL1' = 'plot(TB2, 

psi[1] = 

0..1,color=red,thickness=2,numpoints=500)'))], 

[Button("Кінець", 

Shutdown(['TF1','TF2','TF3','TF4', 

'TB3']))]])))), 

Action['A1'](RunWindow('W1'))): 

Maplets[Display](maplet); 

[ ], , , ,"1.2" "0.5" "2.0" "0.6" "psi[2] = .2260574611"  
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Рисунок 3.4 – Вигляд маплета для дослідження і роботи 

із математичною моделлю накопичення пошкоджень,  

створеного в середовищі математичної системи Maple 9 

 

Для роботи даного маплета вводимо у відповідні його поля зна-

чення характеристичних параметрів математичної моделі. Потім нати-

снувши на клавішу «Загальна розрахункова формула», в текстовому 

полі, що розташований під клавішею, буде зображено аналітичний 

вираз математичної моделі. Натиснувши на клавішу «Розрахункова 

формула для заданих значень параметрів: psi [2]= », на відповідному 

полі буде зображено вираз математичної моделі для відповідних зна-

чень її параметрів.  

Натиснувши на клавішу «Значення залишкового ресурсу пластич-

ності на другому етапі деформування», в відповідному текстовому 

полі буде зображено результат розрахунку. А при натисненні на кла-

вішу «Побудова», в графічному полі маплета буде зображено залеж-

ності ресурсу пластичності на другому етапі від уже використаного 

ресурсу пластичності на першому етапі двохетапного деформування. 

В даному маплеті в одному вікні реалізовано розрахунок ресурсу пла-

стичності та побудову залежності між ресурсами пластичності при 



60 

 

двохетапному деформуванні. Для закінчення роботи із даним мапле-

том необхідно натиснути на клавішу «Кінець», тоді даний маплет за-

криється, а в тексті програми запишеться результат розрахунку. 

За допомогою створеного маплету, дослідження і робота із мате-

матичною моделлю в середовищі математичної системи Maple 9 бу-

дуть значно спрощенні та доступними широкому колу користувачів. 

 

3.3 Чисельне дослідження закономірності накопичення пошко-

джень за допомогою математичної моделі при різних значеннях пара-

метрів 

 

Теоретичне та числове дослідження математичної моделі будемо 

проводити при змінні використаного ресурсу пластичності від 0% до 

100%. Тобто будемо прослідковувати роботу математичної моделі при 

різних значеннях характеристичних коефіцієнтів.  

Досліджуючи аналітичний вигляд моделі, що розглядається [91], 

[94], [95], можна відразу сказати, що параметр n не може дорівнювати 

нулю. Це пояснюється тим, що в досліджувальній математичній моде-

лі параметр n знаходиться в знаменнику степеневого виразу. Тобто, 

якщо n буде дорівнювати нулю, то степеневий вираз 1/n не буде мати 

змісту. Також, виходячи із аналітичного виразу досліджувальної мо-

делі, значення параметра α12 має бути більшим нуля, тобто не 

від’ємним, коли n має значення, яке є дробовим числом. Це поясню-

ється тим, що якщо значення α12 буде від’ємним числом і n буде не ці-

лим числом, то вираз α12
n  буде набувати значень комплексних чисел, 

що нас не задовольняє. 

При числовому досліджені математичної моделі було виявлено 

елемент розриву функції, що відображає залежність між ресурсами. 

Так при значеннях характеристичних параметрів α12 = 0,5, n = -0,5, 

I12 = 0,6, графік залежності між ресурсами буде мати розрив в точці, 

що відповідає приблизно 64% використаного ресурсу на першому 

етапі двохетапного деформування (крива 2 на рис. 3.5). Тобто дана 

модель при цих значеннях параметрів показує, що співвідношення 

між ресурсами при двохетапному деформуванні буде тільки при змін-

ні використаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформу-

вання від 64% до 100%.  
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Рисунок 3.5 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

при двохетапному деформуванні, коли 1 – α12 = 0,4; n = -0,4;  

2 – α12 = 0,5; n = -0,5; 3 – α12 = 0,6; n = -0,6; 

а I12 = 0,6 та I12 = 0,9 відповідно 
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Рисунок 3.6 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

при двохетапному деформуванні, коли 1 – α12 = 0,4; n = -0,4;  

2 – α12 = 0,5; n = -0,5; 3 – α12 = 0,6; n = -0,6; 

а I12 = 1 та I12 = 1,5 відповідно 
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При значенні використаного ресурсу на першому етапі двохетап-

ного деформування від 0% до 64%, математична модель буде набува-

ти комплексних значень. Зменшення та збільшення параметрів α12 та n 

на 0,1 відповідно змінює область визначення моделі (криві 2 та 3 на 

рис. 3.5) 

При збільшенні значення параметра I12 до 0,9, область роботи мо-

делі збільшиться і буде сягати значень від 19% до 100% використано-

го ресурсу на першому етапі двохетапного деформування (крива 2 на 

рис. 3.5). Коли I12 набуде значення одиниці, то графік математичної 

моделі не матиме розривів і набуде майже параболічного вигляду, 

тобто параболи, оберненої вітками вниз, із екстремумом при 28% ви-

користаного ресурсу. При цих значеннях параметрів найбільшим зна-

чення ресурсу пластичності на другому етапі деформування буде ся-

гати 17,4% і при збільшенні параметра I12 до значення 2,2, ресурс пла-

стичності на другому етапі двохетапного деформування зменшується 

до 4,73%. Але вигляд графічної залежності між ресурсами уже має бі-

льшу схожість до параболи, оберненої вітками вниз (рис. 3.6).  

Математична модель також досліджувалась при незмінних зна-

ченнях параметрів α12 та n, які набули таких значень: α12 = -0,5, n = 2. 

Змінні піддавали параметр I12 (рис. 3.7 – 3.9). Так, при I12 = 2, графік 

залежності між ресурсами пластичності буде мати вигляд схожий до 

параболи, але значення моделі коливалися в діапазоні від 100% до 

107% (рис. 3.7). Тобто ресурс на другому етапі пластичного деформу-

вання при таких значеннях параметрів може сягати значення більше 

100%. При значенні параметра I12 = -0,1, графік ресурсу пластичності 

поступово зростає від 100% до 140%, а потім різко спадає і при зна-

ченні 115% обривається. В цій точці модель показує, що при викорис-

танні ресурсу на першому етапі на 100%, на другому етапі двохетап-

ного деформування можливо використати 115% ресурсу. І при змен-

шенні значення I12 до -10, стрімкість збільшення ресурсу на другому 

етапі двохетапного деформування зростає до значення 500% при 100% 

використаного ресурсу на першому етапі деформування (рис. 3.8). 
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Рисунок 3.7 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

під час двохетапного деформування, коли параметри α12 = -0,5; n = 2; а I12: 

I12 = 2 та I12 = -0,1 відповідно 
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Рисунок 3.8 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

під час двохетапного деформування, коли параметри α12 = -0,5; n = 2; а I12: 

I12 = -10 та I12 = 3 відповідно 
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Рисунок 3.9 – Графіки залежностей між ресурсами пластичності  

під час двохетапного деформування, коли параметри α12 = -0,5; n = 2; а I12: 

I12 = 4 та I12 = 10 відповідно 
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При I12 = 3, графік залежності між ресурсами набуває вигляду кри-

вої коливання навколо значення 100% (рис. 3.8). Відхилення даної 

кривої від 100% ресурсу на другому етапі двохетапного деформування 

майже однакове. А при значенні параметра I12 = 4, крива залежності 

між ресурсами також має вигляд кривої коливання, але більша її час-

тина розташована в межах значень менших за 100% (рис. 3.9).  

Розглянуто також випадок, коли параметр моделі α12 = 0 і є пос-

тійним (рис. 3.10 – 3.12). Так при значеннях параметрів n = 2 та I12 = 3, 

залежність між ресурсами є майже прямопропорційною (опуклий ви-

гляд кривої) та не перевищуює 100% (рис. 3.10).  

Але коли параметри моделі набувають значення n = 5 та I12 = -0,5, 

то можна прослідкувати, що при змінні використаного ресурсу на 

першому етапі від 0% до 100%, ресурс на другому етапі двохетапного 

деформування спочатку плавно збільшується від 100%, далі стрибко-

подібно досягає значення 102,5% і потім різко спадає знову до 100% 

при 100% використаного ресурсу (рис. 3.10). При значенні параметра 

n = 0,5 графік даної моделі набуває вигляду параболи, що розташована 

вітками вниз, хоча при цьому значення ресурсу пластичності на дру-

гому етапі двохетапного деформування перевищують значення 100% 

(рис. 3.11). 

При α12 = 0, n = 0,5, I12 = 0, залежність між ресурсами прямо про-

порційна і спадна. Але при збільшенні параметра n ця залежність стає 

випуклою, а при зменшенні параметра n до нуля, залежність між ресу-

рсами є увігнутою, але при цьому значення моделі не виходить за ме-

жі 100% (рис. 3.11 – 3.12). 

Математична модель також досліджувалась при постійному зна-

ченні параметра I12 = 0,5 (рис. 3.13 – 3.16). Так, при α12 = 0,5, n = 0,1, 

ψ1 = 0, ресурс на другому етапі двохетапного деформування стрибко-

подібно зростає до 280%, а потім поступово спадає до нуля (рис. 3.13). 

При збільшенні значення параметра I12 до 5, стрибкоподібність збіль-

шення ψ*2 зростає (рис. 3.13). Якщо при цьому ще збільшити значення 

параметра n від 0,1 до 0,6, то стрибкоподібність зростання ресурсу та 

різкість його зростання зменшиться (рис. 3.14). А от, коли n досягне 

значення одиниці, крива залежності між ресурсами буде майже про-

порційною і значення математичної моделі не перевищуватимуть зна-

чення одиниці (100%) (рис. 3.14). 
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Рисунок 3.10 – Графіки залежностей ресурсів пластичності  

під час двохетапного деформування, коли α12 = 0 та є постійним, 

а I12 і n: n = 2, I12 = 3 та n = 5, I12 = -0,5 відповідно 
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Рисунок 3.11 – Графіки залежностей ресурсів пластичності  

під час двохетапного деформування, коли α12 = 0 та є постійним, 

а I12 і n: n = 0,5, I12 = -0,5 та n = 0,5, I12 = 0 відповідно 
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Рисунок 3.12 – Графіки залежностей ресурсів пластичності  

під час двохетапного деформування, коли α12 = 0 та є постійним, 

а I12 і n: n = 1,5, I12 = 0 та n = 0,2, I12 = 0 відповідно 
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При значенні параметрів α12 = 5, n = 5, крива залежності між ресу-

рсами різко спадає і при 50% використаного ресурсу на першому етапі 

двохетапного деформування, значення моделі прямує до нуля 

(рис. 3.15). При змінні α12 від 5 до 10, стрімкість спаду графіка зростає 

(рис. 3.15). Але при значенні α12 = 1, ця залежність стає прямо пропо-

рційною (рис. 3.16). 

Математична модель також досліджувалася при сталому значенні 

параметра α12, яке дорівнює 5 (рис. 3.17 – 3.20). Так, при I12 = -5, n = 5, 

крива залежності між ресурсами різко спадає і прямує до нуля 

(рис. 3.17). А при значеннях параметрів I12 = 5, n = 1,2, стрімкість спа-

ду зменшується і графік має вигляд увігнутої кривої (рис. 3.17). Якщо 

при цьому значення I12 змінити від 5 до 0,2, то графік набуде майже 

прямолінійного вигляду (рис. 3.18).  

Але коли параметр I12 = -0,7, то тоді значення моделі різко спадуть 

від 100% до 84%  і потім будуть коливатися навколо значення 85% 

(рис. 3.18). Коли ж значення I12 зменшити до значення -0,9, то графік 

спочатку різко буде спадати до значення моделі 87%, а потім різко 

зростати і досягати значення 105%. При зменшенні I12 до -2, стрім-

кість зростання графіка зростає (рис. 3.19). Але якщо при цьому зна-

чення параметра n змінити від 1,2 до 1,5, то функція знову буде різко 

спадати до 68% ресурсу на другому етапі двохетапного деформуван-

ня, а потім різко зростати і досягати значення 114% (рис. 3.20). 

Виходячи із результатів теоретичного дослідження математичної 

моделі накопичення пошкоджень в ізотропних матеріалах при 

двохетапному деформуванні для різних значень параметрів моделі, 

можна зробити висновок, що дана математична модель показує не 

тільки значення від 0% до 100% ресурсу для другого етапу деформу-

вання, але й перевищення ресурсу за межі 100%. Це пояснюється тим, 

що при перевищені значень ресурсу за 100% дана математична модель 

ще працює. 

Практично та теоретично, виходячи із особливостей проведення 

пластичного холодного деформування, при двохетапному деформу-

ванні значення параметра α12 змінюється від нуля до нескінченості. 

Тобто значення параметра α12 від’ємним не може бути.  
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Рисунок 3.13 – Графіки залежностей ресурсів пластичності 

при двохетапному деформуванні, коли I12 = 0,5 та є постійним,  

а α12 та n: α12 = 0,5, n = 0,1 та α12 = 5, n = 0,1 відповідно 
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Рисунок 3.14 – Графіки залежностей ресурсів пластичності 

при двохетапному деформуванні, коли I12 = 0,5 та є постійним,  

а α12 та n: α12 = 5, n = 0,6 та α12 = 5, n = 1 відповідно 
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Рисунок 3.15 – Графіки залежностей ресурсів пластичності 

при двохетапному деформуванні, коли I12 = 0,5 та є постійним,  

а α12 та n: α12 = 5, n = 5 та α12 = 10, n = 5 відповідно 
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Рисунок 3.16 – Графіки залежностей ресурсів пластичності 

при двохетапному деформуванні, коли I12 = 0,5 та є постійним,  

а α12 та n: α12 = 1, n = 5 та α12 = 1, n = 1 відповідно 
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Рисунок 3.17 – Графіки залежностей ресурсів пластичності  

при двохетапному деформуванні, коли α12  = 5 та є постійним,  

а I12 та n: n = 5, I12 = -5 та n = 1,2, I12 = 5 відповідно 
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Рисунок 3.18 – Графіки залежностей ресурсів пластичності  

при двохетапному деформуванні, коли α12  = 5 та є постійним,  

а I12 та n: n = 1,2, I12 = 0,2 та n = 1,2, I12 = -0,7 відповідно 
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Рисунок 3.19 – Графіки залежностей ресурсів пластичності  

при двохетапному деформуванні, коли α12  = 5 та є постійним,  

а I12 та n: n = 1,2, I12 = -0,9 та n = 1,2, I12 = -2; відповідно 
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Рисунок 3.20 – Графіки залежностей ресурсів пластичності  

при двохетапному деформуванні, коли α12  = 5 та є постійним,  

а I12 та n: n = 1,5, I12 = -2 та n = 2, I12 = -2 відповідно 
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На відмінно від параметра α12, параметр математичної моделі I12 

може набувати як додатних, так і від’ємних значень, але по модулю не 

перевищують одиницю. Параметр n при двохетапному пластичному 

деформуванні може приймати тільки додатні значення і при цьому не 

дорівнювати нулю. В даній роботі математична модель досліджува-

лась і при значеннях характеристичних параметрів, які виходять за 

межі обмеженої вище зони. При цьому досліджувались особливості 

специфічної поведінки та роботи моделі. Це було зроблено для того, 

щоб наглядно відобразити особливості поведінки математичної моде-

лі, коли значення її параметрів виходять за межі допустимих [94]. 

За допомогою розглядуваної математичної моделі можливо про-

слідкувати найтонші особливості та специфіку проведення двохетап-

ного деформування, повноцінно оцінити при цьому роботу і особли-

вості поведінки матеріалу, а також визначити екстремальні та небез-

печні зони двохетапного деформування. Реалізація даної математич-

ної моделі дозволить лаконічно та чітко оцінювати процеси двохетап-

ного деформування, правильно співставляти матеріал заготовки та вид 

деформування. 

 

3.4 Перевірка адекватності моделі накопичення пошкоджень в ізо-

тропних матеріалах під час холодного двохетапного деформування 

при зіставленні з наявними експериментальними даними  

 

Для перевірки адекватності роботи математичної моделі накопи-

чення пошкоджень при двохетапному деформуванні використаємо 

уже отримані результати експериментів, що представленні в роботах 

вчених у галузі обробки металів тиском. Експеримети проводили для 

таких видів двохетапного деформування, як кручення–розтяг та кру-

чення−стиск, використовуючи при цьому такі метали: жароміцні сталі 

13Х11Н2В2МФ-Ш, EP717 та ХН45МВТЮБР, титанові сплави ОТ4, 

ВТ8, ВТ9, ВТ25. Дані результатів експериментів [11] приведені в 

табл. 3.1, рис. 3.21, 3.22 та рис. 3.23. 

На рис. 3.10 та рис. 3.11 наведено зіставлення результатів експе-

риментів двохетапного деформування кручення−розтягу та кручен-

ня−стиску [11] з даними, розраховані за співвідношенням (2.46) та 

(2.48). Експериментальні дані зображено в координатах ε*u(ψ1) та 

ψ*2(ψ1), що покращує перевірку адекватності моделі, краще ілюструє 
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процес та схожість результатів розрахунків та експериментів. Як вид-

но із рисунків, має місце добра якісна і кількісна відповідність розра-

хункових та експериментальних даних.  

 

Таблиця 3.1 

Результати експериментів кручення-розтяг та кручення-стиск 

 

Кручення−розтяг 

Жароміцні сталі Титанові сплави 

EP717 ВТ8 

Ψ1 0,356 0,765 0,913 0,908 0,956 1 

Ψ*2 0,739 0,447 0,126 0,895 0,865 0,695 

 

Кручення–стиск 

Жароміцні сталі 

ХН45МВТЮБР 13Х11Н2В2МФ-Ш 

Ψ1 0,478 0,695 0,882 0,943 0,908 0,956 1 

Ψ*2 0,947 0,878 0,704 0,708 0,895 0,865 0,695 

Ψ1 1 1 1 1    

Ψ*2 0,582 0,56 0,521 0,482    

 Титанові сплави 

 ВТ9 ВТ25 

Ψ1 0,53 0,569 0,626 0,647 0,133 0,56 0,843 0,878 

Ψ*2 0,8 0,839 0,895 0,834 0,974 0,9 0,843 0,852 

Ψ1 0,665 0,687 0,726 0,774 0,873 0,93 0,843 0,86 

Ψ*2 0,782 0,747 0,774 0,752 0,8 0,8 0,782 0,773 

 ОТ4 

Ψ1 0,417 0,447 0,569 0,665 0,687 0,93 0,956 1 

Ψ*2 0,987 0,969 0,839 0,782 0,752 0,774 0,656 0,608 

 

 

3.5. Розробка рекомендацій для підвищення деформованості та 

якості заготовок за умови окремих випадків холодної обробки тиском 

малопластичних матеріалів 

 

Для розробки рекомендацій для підвищення деформованості та 

якості деталей використовуємо критеріальне співвідношення для 

двохетапного деформування (2.46) та обмеження на вибір параметрів 

моделі (3.18), які виведені в попередніх пунктах.  
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Рисунок 3.21 – Діаграма пластичності із схематичним зображенням  

двохетапного деформування кручення−розтяг для матеріалу EP717  

та кручення−стиск для матеріалу 13Х11Н2В2МФ-Ш відповідно 
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Рисунок 3.22 – Графіки залежностей залишкового ресурсу пластичності  

на другому етапі та сумарної пластичної деформації від використаного ресурсу  

на першому етапі двохетапного деформування кручення−розтягу  

для матеріалу EP717 (α12 = 2,2, n = 1,3, I12 = 0,3) відповідно: 

 ─ − розрахунок за (2.46);  − експеримент 
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Рисунок 3.23 – Графіки залежностей залишкового ресурсу пластичності  

на другому етапі та сумарної пластичної деформації від використаного ресурсу  

на першому етапі двохетапного деформування кручення−стиск для матеріалу 

13Х11Н2В2МФ-Ш (α12 = 0,6, n = 1,2, I12 = -0,45) відповідно: 

 ─ − розрахунок за (2.46);  − експеримент 
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Разом з тим їх величина для конкретних характерів немонотоннос-

ті залишається невизначеною. В даній роботі також здійснюється дос-

лідження двох видів двохетапного деформування: стиск−розтяг та ро-

зтяг−стиск, для матеріалу 13Х11Н2В2МФ-Ш (рис. 3.24). Для цього 

виду двохетапного деформування та матеріалу значення параметра 

І12 = -1 [11], а значення параметра α12 розраховувалось за вище згада-

ною формулою, використовуючи діаграму пластичності.  

Тобто досліджуються залежності зміни залишкового ресурсу на 

другому етапі та сумарної пластичної деформації (рис. 3.25 – 3.27) від 

використаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформування 

при різних значеннях параметра n, які розраховані за тензорно-

нелінійною моделю (криві 1 та 2) та лінійним законом накопичення 

пошкоджень (криві 3, 3', 3''). Навідмінно від лінійного закону підсумо-

вування пошкоджень, тезорно-нелінійна модель враховує послідов-

ність чергування деформацій: стиск-розтяг чи розтяг-стиск (параметр 

моделі α12), самий вид двохетапного деформування (параметр І12), 

властивості матеріалу саме при немонотоному деформуванні (пара-

метр n).  

Крива 1 відображає процес розтягу-стиску (синій колір), крива 2 

відображає процес стиску-розтягу (червоний колір), крива 3 відобра-

жає процес стиску-розтягу та розтягу-стиску, який розрахований за 

лінійним законом підсумування пошкоджень, криві 3' та 3'' відобра-

жають процеси розтягу-стиску та стиску-розтягу відповідно, які роз-

раховані за лінійним законом підсумовування пошкоджень. Усі ці за-

лежності показані на відповідних графіках. Розглянемо їх детальніше. 

При побудові графіків значення параметра n змінювали від 1,1 до 

12. Усі графіки поділено на три групи, в кожну із яких входять графі-

ки при трьох різних значеннях параметра n. Дані графіки показані на 

рисунках (рис. 3.25 – 3.33). 

Графіки залежностей залишкового ресурсу пластичності на дру-

гому етапі деформування та сумарної пластичної деформації від вико-

ристаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформування для 

однакових значень параметра n показані разом. Це полегшує їх порів-

няння. 
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Рисунок 3.24 – Діаграма пластичності із схематичним зображенням  

двохетапного деформування стиску-розтягу та розтягу-стиску  

для матеріалу 13Х11Н2В2МФ-Ш відповідно 
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Рисунок 3.25 – Графіки залежностей залишкового ресурсу пластичності  

на другому етапі та сумарної пластичної деформації відповідно,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3), 

 від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 1.1 
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Рисунок 3.26 – Графіки залежностей залишкового ресурсу пластичності  

на другому етапі та сумарної пластичної деформації відповідно,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3), 

 від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 1.3 
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Рисунок 3.27 – Графіки залежностей залишкового ресурсу пластичності  

на другому етапі та сумарної пластичної деформації відповідно,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3), 

 від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 1.5 
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Рисунок 3.28 – Графіки залежностей залишкового ресурсу  

та сумарної пластичної деформації, відповідно, на другому етапі,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3),  

від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 1,7 

 



91 

 

 

 
Рисунок 3.29 – Графіки залежностей залишкового ресурсу  

та сумарної пластичної деформації, відповідно, на другому етапі,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3),  

від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 2 
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Рисунок 3.30 – Графіки залежностей залишкового ресурсу  

та сумарної пластичної деформації, відповідно, на другому етапі,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3),  

від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 2,5 
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Рисунок 3.31 – Графіки залежностей залишкового ресурсу  

та сумарної пластичної деформації, відповідно, на другому етапі,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3),  

від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 3 
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Рисунок 3.32 – Графіки залежностей залишкового ресурсу  

та сумарної пластичної деформації, відповідно, на другому етапі,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3),  

від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 6 
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Рисунок 3.33 – Графіки залежностей залишкового ресурсу  

та сумарної пластичної деформації, відповідно, на другому етапі,  

розраховані за тензорно-нелінійною моделю (криві 1 та 2)  

та лінійним законом накопичення пошкоджень (крива 3),  

від використаного ресурсу на першому етапі  

двохетапного деформування при n = 12 
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Розглянемо першу групу графіків, коли параметр n приймає зна-

чень: 1.1, 1.3, 1.5. Як видно із перших графіків (рис. 3.25 – 3.27): 

– залишковий ресурс на другому етапі для двохетапного дефор-

мування розтягу-стиску більший ніж для стиску-розтягу; 

– при збільшенні використаного ресурсу на першому етапі, різни-

ця між залишковим ресурсом на другому етапі двохетапного дефор-

мування для розтягу-стиску та стиску-розтягу збільшується; 

– сумарна пластична деформація розтягу-стиску більша ніж стис-

ку-розтягу; 

– при збільшенні використаного ресурсу на першому етапі 

двохетапного деформування різниця між сумарною пластичною де-

формацією для розтягу-стиску та стиску-розтягу зменшується. 

Розглянемо другу групу графіків, коли параметр n приймає зна-

чень: 1.7, 2, 2.5. Як видно із перших графіків (рис. 3.28 – 3.30): 

– при збільшенні використаного ресурсу на першому етапі, зали-

шковий ресурс на другому етапі двохетапного деформування для сти-

ску-розтягу зменшується більш інтинсивніше ніж для розтягу-стиску; 

– інтинсивність зменшення залишкового ресурсу при двохетапно-

му деформувані збільшується при збільшенні значення параметра n; 

– стрімкість зменшення залишкового ресурсу при двохетапному 

деформувані для стиску-розтягу значно збільшується в порівнянні із 

розтягом-стиском при збільшенні значення параметра n; 

– стрімкість збільшення сумарної пластичної деформації при збі-

льшені використаного ресурсу на першому етапі двохетапного дефо-

рмування для стиску-розтягу більша; 

– зменшення значення сумарної пластичної деформації відбува-

ється при збільшені значення параметра n. 

Розглянемо третю групу графіків, коли параметр n приймає зна-

чень: 3, 6, 12. Як видно із перших графіків (рис. 3.31 – 3.33): 

– залишковий ресурс на другому етапі двохетапного деформуван-

ня для розтягу-стиску, розрахованого за тензорно-нелінійною мо-

деллю, більший від розрахованого за лінійним законом підсумування 

пошкоджень; 

– залишковий ресурс на другому етапі двохетапного деформуван-

ня для стиску-розтягу, розрахованого за тензорно-нелінійною мо-

деллю, у порівнянні із розрахованим за лінійним законом підсумуван-

ня пошкоджень, при n = 1,1 більший, але при збільшенні значення па-

раметра n поступово стає меншим; 
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– при n = 12 та використаним ресурсом на першому етапі 0,45, за-

лишковий ресурс на другому етапі двохетапного деформування стис-

ку-розтягу вичерпаний; 

– різниця між сумарною пластичною деформацією розтягу-стиску 

та стиску-розтягу зменшується при збільшенні значення параметра n 

та значення використаного ресурсу на першому етапі двохетапного 

деформування; 

– значення сумарної пластичної деформації, розрахованої за тен-

зорно-нелінійною моделлю, у порівнянні із значенням, розрахованим 

за лінійним законом підсумування пошкоджень, для розтягу-стиску 

більше при будь-якому значенні параметра n і різниця між значеннями 

збільшується при змінні використаного ресурсу на першому етапі 

двохетапного деформування; 

– значення сумарної пластичної деформації стиску-розтягу, роз-

рахованої за тензорно-нелінійною моделлю, у порівнянні із значен-

ням, розрахованим за лінійним законом підсумування пошкоджень, 

при значенні параметра n = 1,1 більше, але при збільшенні значення 

параметра n – стає поступово меншим із змінною використаного ресу-

рсу на першому етапі двохетапного деформування. 

Для більш нагляднішого показу залежностей залишкового ресурсу 

на другому етапі та сумарної пластичної деформації від використано-

го ресурсу на першому етапі двохетапного деформування та парамет-

ра моделі n для розтягу-стиску та стиску-розтягу були побудованні 3-d 

графіки, тобто відповідні поверхні. Ці поверхні зображенні на рисун-

ках із різних сторін (рис. 3.34 – 3.37).  

На першій групі рисунків зображено поверхню, яка відображає за-

лежність залишкового ресурсу пластичності на другому етапі від ви-

користаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформування та 

параметра моделі n для розтягу-стиску та стиску-розтягу. 

На другій групі рисунків зображено поверхню, яка відображає за-

лежність сумарної пластичної деформації від використаного ресурсу 

на першому етапі двохетапного деформування та параметра моделі n 

для розтягу-стиску та стиску-розтягу. 
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Рисунок 3.34 – Графіки залежностей залишкового ресурсу на другому етапі  

від використаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформування  

та параметра n 
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Рисунок 3.35 – Графіки залежностей залишкового ресурсу на другому етапі  

від використаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформування  

та параметра n 
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Рисунок 3.36 – Графіки залежностей залишкового ресурсу на другому етапі  

від використаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформування  

та параметра n 
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Рисунок 3.37 – Графіки залежностей залишкового ресурсу на другому етапі  

від використаного ресурсу на першому етапі двохетапного деформування  

та параметра n 
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Проведене дослідження дозволяє записати такі рекомендації для 

підвищення деформованості та якості заготовок при деформуванні ро-

зтягу-стиску та стиску-розтягу: 

– процес двохетапного деформування розтягу-стиску, у порівнян-

ні із стиском-розтягом, набагато кращий; 

– для зменшення значень залишкового ресурсу на другому етапі 

двохетапного деформування та сумарної пластичної деформації необ-

хідно збільшити значення параметра n; 

– різниця між залишковим ресурсом на другому етапі для розтягу-

стиску та стиску-розтягу збільшується при збільшенні значення пара-

метра n та значення використаного ресурсу на першому етапі 

двохетапного деформування, а різниця між сумарною пластичною де-

формацією – зменшується; 

– зменшення залишкового ресурсу та сумарної пластичної дефор-

мації при холодному двохетапному деформуванні спричинює збіль-

шення значення параметра n; 

– залишковий ресурс та сумарна пластична деформація для розтя-

гу-стиску, розрахованих за тензорно-нелінійною моделлю, більші від 

розрахованих за лінійним законом підсумування пошкоджень, а для 

стиску-розтягу − при n = 1,1 більші, але при збільшенні значення па-

раметра n поступово стають меншими; 

– для опису немонотонного деформування краще застосовувати 

тезорно-нелінійну модель накопичення пошкоджень, ніж лінійний за-

кон підсумовування пошкоджень; 

– дослідження математичної моделі накопичення пошкоджень до-

зволяє нам покращити процес оцінювання придатності подібних мате-

ріалів до відповідних технологічних процесів обробки та властивостей 

виготовлених деталей. 

 

3.6. Висновки 

 

Проведений вище аналіз та дослідження дозволяє зробити наступ-

ні основні висновки: 

– проведено аналітичне дослідження моделі накопичення пошко-

джень в ізотропних матеріалах під час холодного двохетапного дефо-

рмування; 
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– визначено математично допустимі значення параметрів критері-

ального співвідношення тензорно-нелінійної моделі; 

– здійснена комп’ютерна реалізація досліджувальної математич-

ної моделі та розрахунків залишкового ресурсу при двохетапному де-

формуванні в середовищі математичної системи Maple 9; 

– розроблена програма в середовищі математичної системи 

Maple 9 для проведення розрахунків ресурсу пластичності; 

– побудоване графічне зображення залежностей між ресурсами; 

– використовуючи елементи програмування в Maple 9, було роз-

роблено маплет для полегшення роботи із моделлю в Maple 9; 

– здійснено чисельне дослідження закономірності накопичення 

пошкоджень за допомогою математичної моделі при різних значеннях 

параметрів; 

– виконана перевірка адекватності моделі накопичення пошко-

джень в ізотропних матеріалах під час холодного двохетапного дефо-

рмування при зіставленні з наявними експериментальними даними; 

– розроблено рекомендації для підвищення деформованості та 

якості заготовок за умови окремих випадків холодної обробки тиском 

малопластичних матеріалів; 

– процес двохетапного деформування розтягу-стиску, у порівнян-

ні із стиском-розтягом, набагато кращий; 

– для опису немонотонного деформування краще застосовувати 

тезорно-нелінійну модель накопичення пошкоджень, ніж лінійний за-

кон підсумовування пошкоджень; 

– дослідження математичної моделі накопичення пошкоджень до-

зволяє нам покращити процес оцінювання придатності подібних мате-

ріалів до відповідних технологічних процесів обробки та властивостей 

виготовлених деталей. 
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ВИСНОВКИ 

 

Розробка математичних моделей накопичення пошкоджень при 

обробці металів тиском є надзвичайно необхідною для розв’язку важ-

ливих задач сучасного машинобудування. Із уже розроблених матема-

тичних моделей накопичення пошкоджень, тензорні найкраще опису-

ють немонотонне деформування. В результаті проведення досліджен-

ня отримано такі науково−практичні результати:  

1. Здійснено аналітичне дослідження моделі накопичення пошко-

джень в ізотропних матеріалах під час холодного двохетапного дефо-

рмування, досліджено особливості виведення, будови та складу мате-

матичної моделі, визначено математично допустимі значення параме-

трів критеріального співвідношення тензорно-нелінійної моделі, які 

зображенні у вигляді системи нерівностей. 

2. Для проведення розрахунків залишкового ресурсу при 

двохетапному деформуванні в середовищі математичної системи 

Maple 9 здійснена комп’ютерна реалізація математичної моделі, тобто 

розроблена програма для проведення розрахунків ресурсу пластично-

сті, побудовано графічне зображення залежностей між ресурсами, а 

також використовуючи елементи програмування в Maple 9, було роз-

роблено маплет для полегшення роботи із моделлю в середовищі 

Maple 9. 

3. За допомогою розробленої програми та маплета виконано чисе-

льне дослідження закономірностей накопичення пошкоджень при різ-

них значеннях параметрів моделі, результати якого зображенні у ви-

гляді графіків залежностей між ресурсами пластичності на певних 

етапах. Під час дослідження визначено екстремальні і небезпечні зони 

двохетапного деформування та значення параметрів, при яких мате-

матична модель набуває комплексних значень. 

4. Здійснена перевірка адекватності моделі накопичення пошко-

джень в ізотропних матеріалах під час холодного двохетапного дефо-

рмування при зіставленні з наявними експериментальними даними. 

Результати розрахунків та експерементальні дані зобразили в коорди-

натах ε*u(ψ1) та ψ*2(ψ1), що дозволило краще оцінити адекватність. Да-

на перевірка вказала на добру якісну і кількісну відповідність розра-

хункових та експериментальних даних.  
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5. За результатами досліджень холодного двохетапного деформу-

вання стиску-розтягу та розтягу-стиску малопластичних матеріалів 

розроблені рекомендації для підвищення деформованості та якості за-

готовок, отриманих даними видами деформування. 

Робота має безперечне прикладне значення, оскільки цілий ряд те-

хнологічних процесів можна представити у вигляді набору двух-, 

трьохетапного деформування зі зміною монотонності. До таких про-

цесів відносяться: методи комбінованого деформування, в т. ч. зі змі-

ною напряму течії металу і схеми напружено-деформованого стану на 

наступному етапі деформування заготовок, отриманих пластичним 

розділом; деформування заготовок сформованих методами ОМТ і т. п. 

Основна із цінностей досліджувальної моделі полягає в тому, що 

за її допомогою можна значно вдосконалити процес пластичної обро-

бки деталей, збільшити якість і точність виготовлення, надійність і 

довговічність роботи деталей. 
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