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МЕЛЬНИК А. 

Вінницький національний технічний університет 

 

МЕТОДИ ПРИСКОРЕНОЇ НОРМАЛІЗАЦІЇ ВЕКТОРІВ 

 

Анотація. Проаналізованометоди прискореної нормалізації векторів вплив комп’ютерних ігор на 

психічний та фізичний стан людини. 
Ключові слова. геймінг, кіберспорт, комп’ютерні ігри  

 

Нормалізація векторів — це процес перетворення векторів таким чином, щоб їх довжина (або 
норма) дорівнювала одиниці. Це дуже корисна операція, яка застосовується в багатьох галузях. У 

комп'ютерній графіці нормалізація векторів необхідна при обчисленні напрямків світла, нормалей 

поверхонь для коректного відображення світлотінів та реалістичної візуалізації. В алгоритмах 

класифікації та кластеризації Машинного навчання нормалізація допомагає уніфікувати масштаби 
даних, що поліпшує збіжність навчальних процесів та підвищує їх ефективність. У  галузі обробки 

зображень використання нормалізованих векторів дозволяє здійснювати точніші порівняння та аналіз 

характеристик зображень, таких як текстури та контури. У симуляціях динаміки руху, таких як 
моделювання польотів або віртуальні реальності, нормалізація векторів використовується для 

обрахунку напрямків сил та їх взаємодій. У навігації та управлінні рухом роботів нормалізація 

векторів важлива для точного визначення напрямків та відстаней. Нормалізовані вектори часто 
використовуються для обчислення кутів між векторами та інших геометричних параметрів. 

Ці приклади демонструють універсальність нормалізації векторів та її значення у різних 

наукових та технічних застосуваннях. 

Наближена нормалізація векторів може бути корисною в областях, де висока точність не є 
критичною, але важливою є швидкість обчислень, наприклад, у комп'ютерних іграх або в реальному 

часі графічних додатках. Ось декілька методів, які зазвичай використовуються для наближеної 

нормалізації векторів: 
Нормалізація [1-5] вектора  вимагає виконання трьох ділення, трьох множень, двох додавань 

та обчислення квадратного кореня. Це свідчить про те, що векторні операції займають значну частину 

обчислювального процесу. Тому актуальним є питання спрощення процедури нормалізації для її 
апаратної реалізації. 

Апроксимація нормалізації векторів може бути корисною в різних галузях, таких як 

формування комп’ютерних зображень , машинне навчання та цифрова обробка сигналів, де потрібно 

ефективно обробляти великі масиви даних.  

Метод Лоутонера використовується  для обчислення оберненого квадратного кореня 

довжини вектора. Звичайно це включає в себе використання кількох ітерацій методу Ньютона-
Рафсона (або методу дихотомії) для знаходження оберненого квадратного кореня суми квадратів 

компонент вектора. Метод швидких інверсійних квадратних коренів (Fast Inverse Square Root) 

відомий своїм використанням у графічному API Quake III Arena. Він використовує магічне число та 
бітові операції для швидкого наближення оберненого квадратного кореня числа. Хоча метод менш 

точний, він значно швидший за традиційні методи. Можна використовувати ряд Тейлора або інші 

математичні розклади для наближеного обчислення функцій, потрібних для нормалізації, наприклад, 

оберненого квадратного кореня. 
Для додаткового прискорення можна використовувати таблиці пошуку для зберігання 

попередньо обчислених значень обернених квадратних коренів. Це особливо корисно в умовах, де 

обчислювальна потужність обмежена, але доступ до пам'яті є швидким. 
Часто використовують ітеративні методи з передчасною зупинкою, коли досягнута точність 

вважається достатньою для конкретної задачі, що дозволяє економити час. 

Розглянемо більш детально кожний з цих методів. 
Метод Лоутонера — це метод апроксимації, який використовується для швидкого обчислення 

оберненого квадратного кореня числа, що є особливо корисним у комп'ютерній графіці та інших 

обчислювальних застосуваннях. Цей метод часто асоціюється з оптимізованим алгоритмом, відомим 

як "швидкий обернений квадратний корінь" (Fast Inverse Square Root), який був популяризований 

177



 
 

178 

 

завдяки його використанню у відеоіграх, таких як Quake III Arena. Метод Лоутонера дозволяє швидко 

обчислювати обернений квадратний корінь, використовуючи менше операцій, ніж традиційні методи, 

такі як ті, що базуються на ітеративному алгоритмі Ньютона-Рафсона. У випадку з методом 
швидкого оберненого квадратного кореня, алгоритм використовує так зване "магічне число", яке 

допомагає досягти наближення шляхом бітових операцій. Це число було вибране емпірично та 

ефективно використовується для ініціалізації процесу апроксимації. 
Цей метод, незважаючи на свою апроксимативну природу, залишається популярним вибором 

там, де швидкість важливіша за абсолютну точність, особливо в індустрії відеоігор та візуалізації. 

Алгоритм швидкого оберненого квадратного кореня включає ряд етапів. Виконується 

початкова апроксимація. Дляпочаткового наближення використовує бітові операції. Число 
перетворюється з плаваючою комою у ціле число, а потім модифікується за допомогою магічного 

числа

1
.

x  

Для 32-бітного числа з плаваючою комою: i=0x5f3759df−(i>>1). Тут I є бітовим 

представленням вхідного числа x, перетвореного до цілого типу, а магічне число 0x5f3759df 
використовується для створення початкової апроксимації. 

Після отримання початкової апроксимації, застосовується одна або кілька ітерацій методу 

Ньютона (також відомого як метод Ньютона-Рафсона) для покращення точності: 

y=y⋅(1.5−0.5⋅x⋅y2) 

Ця ітерація використовується для покращення початкової апроксимації, звужуючи 

розбіжності та підвищуючи точність. 
Цей алгоритм широко відомий своєю здатністю швидко знаходити обернений квадратний 

корінь, використовуючи мінімальні ресурси. Це особливо корисно у графічних обчисленнях, де 

необхідно нормалізувати вектори для обчислення освітлення та відбивання у 3D сцені.  

Тейлорівський ряд та інші асимптотичні розклади можуть бути корисними для апроксимації 
функцій, які зустрічаються в нормалізації векторів, таких як обчислення оберненого квадратного 

кореня. Ці методи забезпечують аналітичні апроксимації, які можуть бути використані для швидкого 

обчислення в умовах обмежених ресурсів або коли необхідна висока швидкість обчислень. Ось як 
можна використовувати Тейлорівський ряд для апроксимації оберненого квадратного кореня, що є 

ключовим в нормалізації векторів. 

Розглянемо тейлорівський ряд для f(x)= 
1

x
. Функцію

1

x
можна розкласти у 

Тейлорівський ряд навколо точки a, якщо вона диференційована в цій точці і в її околі. Якщо 

розкласти цю функцію в ряд біля точки a=1, отримаємо: 

0

1 21 1
1 1

1 1

n n

n

/
( ) ( )( x ) ,

nx ( x )






   

 


 

де 
1 2/

n

 
 
 

є біноміальним коефіцієнтом, який може бути виражений через факторіали: 

1 2 1 2 3 2 5 2 2 1 2/ ( / )( / )( / )...(( n ) / )

n n!

     
 

 
= 

Це розклад може бути використаний для апроксимації
1

x
 при невеликих значеннях x - 1, що 

є корисним для нормалізації векторів, коли x близьке до 1. 

Для практичних обчислень, зазвичай достатньо взяти перші кілька членів ряду для досягнення 
необхідної точності. Наприклад, перші два члени ряду дадуть наступну апроксимацію: 

1 1
1 1

2
( x )

x
    
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Ця формула може бути використана для нормалізації векторів, якщо довжина вектора x 

досить близька до 1, що зменшує обчислювальне навантаження порівняно з точними методами. 
Таблиці пошуку (lookup tables, LUTs) є ефективним засобом оптимізації обчислень, особливо 

коли потрібно швидко виконувати повторювані або складні математичні операції, як нормалізація 

векторів. У контексті нормалізації векторів, таблиці пошуку можуть бути використані для швидкого 
доступу до попередньо обчислених значень, що знижує обчислювальне навантаження на процесор. 

Ось як це можна реалізувати: 

Спочатку потрібно визначити діапазон значень, які вектор може приймати, та рівень точності, 

який вам потрібен. Наприклад, якщо вектори зазвичай мають довжину від 0 до 1, ви можете вирішити 
створити таблицю для цього діапазону з кроком 0.01. 

Для кожного значення в обраному діапазоні обчислюється обернений квадратний корінь. Ці 

значення зберігаються в таблиці пошуку. Наприклад, для довжини вектора l, обчислюєте 
1

l
 і 

зберігаєте результат. 
Припустимо, необхідно нормалізувати 3D вектори. Необхідно сформувати створити LUT для 

довжин від 0.01 до 1.00 з кроком 0.01. Кожен елемент у таблиці буде відповідати оберненому 

квадратному кореню відповідної довжини. Коли потрібно нормалізувати вектор виконують такі дії : 

Обчислюють  довжину 
2 2 2l x y z   ; визначаєте  найближче значення в LUT; множите кожну 

компоненту вектора на значення з таблиці. 
Обчислення нормалізації векторів стає значно швидшим, оскільки замінюються складні 

математичні операції простим пошуком в таблиці. Зменшується кількість вимогливих до процесора 

обчислень. 
Точність залежить від розміру та кроку таблиці пошуку. Таблиці пошуку можуть вимагати 

значний обсяг пам'яті, особливо якщо ви хочете забезпечити високу точність для великого діапазону 

значень. 
Ітеративні методи з зупинкою раніше — це підходи, які застосовуються для оптимізації 

обчислювальних процесів, де важливий баланс між швидкістю виконання та точністю результату. У 

контексті нормалізації векторів, такі методи можуть допомогти швидко досягти прийнятної точності 

без потреби в повному обчисленні до найточнішого результату. Це особливо корисно в областях, де 
обчислення мають виконуватися в реальному часі, таких як комп'ютерні ігри, реальні фізичні 

симуляції, чи обробка потокових даних. 

Ітеративні методи з зупинкою раніше для нормалізації векторів зазвичай починають з грубої 
апроксимації нормалізаційного множника (наприклад, оберненого квадратного кореня від довжини 

вектора) і потім послідовно покращують цю апроксимацію з кожним ітераційним кроком. Процес 

ітерацій зупиняється, коли досягнуто заданого порога точності. 
Один з найпопулярніших ітеративних методів для обчислення оберненого квадратного кореня 

— метод Ньютона (або Ньютона-Рафсона). Розглянемо основні етапи. 

Задається початкове наближення y0, яке може бути взято з таблиці пошуку або вирахувано за 

допомогою швидкого алгоритму. 

Використовується формула Ньютона для уточнення значення: 
2

1

1
1 5

2
n n ny y ( . xy )   , де 

х— довжина вектора, яка обчислюється як 
2 2 2

x y zx v v v    

Ітерації продовжуються до тих пір, поки не буде досягнуто бажаної точності або поки зміна 

між послідовними ітераціями не стане нижче заданого порогу. 
У реальних системах можна задати поріг зупинки на основі вимог до точності та 

обчислювальної потужності. Наприклад, у відеоіграх може бути прийнятно використовувати менш 

точний, але швидший метод нормалізації, оскільки малі помилки в нормалізації векторів зазвичай не 

впливають критично на візуальну якість. 
Метод дозволяє швидко досягти "достатньої" точності. Зменшення кількості ітерацій знижує 

загальне навантаження на процесор. Ітеративні методи з зупинкою раніше добре підходять для 

застосувань, де важлива швидкість, а не абсолютна точність. 
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Ось декілька нових методів, які можуть бути використані для апроксимації нормалізації 

векторів: використання нейронних мереж для апроксимації нормалізації векторів. моделі можуть 

бути навчені на великих обсягах даних для швидкого отримання нормалізованих векторів; заміна 
точних обчислень на швидкі апроксимації, наприклад, використання розширених бітових операцій 

для швидшого обчислення квадратного кореня; використання адаптивних фільтрів для нормалізації, 

що дозволяє динамічно змінювати алгоритм в залежності від характеристик вектора; використання 
гомоморфних функцій для нормалізації векторів, що дозволяє виконувати обчислення без 

необхідності відновлення вихідних даних; використання просторових структур, таких як kd-дерева 

або octrees, для зменшення кількості необхідних нормалізацій векторів під час рендерингу; вибір 

нормалей на основі локальних характеристик поверхні, що дозволяє зменшити кількість векторів, які 
потребують нормалізації; застосування унітарних матриць для швидкої нормалізації векторів, що 

зменшує кількість обчислень, необхідних для отримання нормалізованого результату. 

Ці методи можуть зменшити обчислювальну складність та підвищити ефективність 
нормалізації векторів у різних застосуваннях, включаючи комп'ютерну графіку та обробку 

зображень. 
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САНДРАЦЬКИЙ Р.В., 

РЕЙДА О. М., 

Вінницький національний технічний університет 

 

МЕТОДИ ТА ЗАСОБИ КОНТРОЛЯ ДАНИХ "РОЗУМНОГО ГОДИННИКА" ДЛЯ 
УПРАВЛІННЯ ФІЗИЧНИМИ НАВАНТАЖЕННЯМИ ПІД ЧАС ТРЕНУВАНЬ 

 

Анотація. Розглянуто сучасні підходи до розробки програмної інтерактивної системи аналізу та 
контролю даних "розумного годинника" для управління фізичними навантаженнями під час 

тренувань. Основна увага приділяється методам адаптації інтерфейсу та алгоритмів обробки 

даних, що реагують на фізичний стан і поведінку користувача під час фізичних навантажень. Вплив 

таких змін на загальний тренувальний досвід розглядається в контексті оптимізації фізичних 
навантажень, персоналізації тренувань і підвищення мотивації користувачів. Дослідження 

базується на аналізі існуючих технологічних рішень та пропонує нові підходи до інтеграції розумних 

годинників для покращення ефективності та безпеки тренувального процесу. 
Ключові слова: аналіз даних, контроль даних, розумний годинник, тренування, оптимізація 

фізичних навантажень, персоналізація тренувань, безпека тренувань. 

Abstract. Modern approaches to the development of a software interactive system for analysis and 

control of "smart watch" data for managing physical loads during training are considered. The main 
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