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Анотація. У статті розглянуто розробку модифікованої косинус-квадратичної моделі відбиття світла для

рендерингу тривимірних зображень. Розглянуто визначення двопроменевої функції відбивної здатності, що
використовується для моделювання відбиття світла від поверхні, та її необхідні властивості, що включають
невід’ємність, відповідність принципу симетричності Гельмгольца та закону збереження енергії.
Проаналізовано фізично-точні моделі Кука-Торренса та Хе, що базуються на фізичній теорії відбиття світла.
Додатково, досліджено особливості застосування моделей відбиття світла на основі даних. Розглянуто
недоліки використання фізично-точних моделей відбиття і моделей на основі даних у високопродуктивних
системах тривимірного рендерингу. Проаналізовано переваги й недоліки основних емпіричних моделей відбиття
світла, а також необхідність апроксимації еталонної емпіричної моделі Блінна-Фонга. Встановлено, що наявні
апроксимаційні моделі Блінна-Фонга, такі як косинус-квадратична модель відбиття світла, не дозволяють
достатньо якісно відтворити відблиски на поверхні тривимірного об’єкта. Обґрунтовано необхідність
розробки нових апроксимаційних виразів моделі Блінна-Фонга для підвищення реалістичності формування
зображень у режимі реального часу. Запропоновано модифіковану косинус-квадратичну модель відбиття
світла, що забезпечує суттєве підвищення точності відтворення відблисків у зонах епіцентру та блюмінгу
порівняно з оригінальною косинус-квадратичною моделлю. Модель розроблено на основі однієї з форм косинус-
квадратичної моделі освітлення, що містить параметр управління формою відблиску. При цьому, вираз
модифікованої моделі не вміщує затратні операції. Побудовано графіки, що відображають відносні та
абсолютні похибки запропонованої моделі від моделі відбиття світла Блінна-Фонга. Для забезпечення
відповідності модифікованої косинус-квадратичної моделі відбиття світла закону збереження енергії, модель
доповнено розрахованим нормуючим коефіцієнтом. Запропонована модель відбиття світла є енергетично-
коректною та забезпечує високопродуктивне формування тривимірних зображень.

Abstract. In the article, it is discussed the development of a modified cosine-quadratic light reflectance model for
three-dimensional images rendering. It is analyzed the definition of bidirectional reflectance distribution function, which
is used for modelling the reflection of light from surface, and its necessary features that include non-negativity,
compliance with Helmholtz reciprocity principle and compliance with energy conservation law. The physically-based
Cook-Torrance and He models, which are based on the physical theory of light reflection, are analyzed. Additionally, the
key aspects of applying the data-driven light reflection models are investigated. The disadvantages of physically-based
and data-driven models usage in highly-productive three-dimensional rendering systems are considered. The advantages
and disadvantages of main empirical light reflection models and the necessity of approximating the reference empirical
Blinn-Phong model are analyzed. It is determined that the existing approximate Blinn-Phong models, such as cosine-
quadratic light reflection model, don’t allow to reproduce with a sufficient quality the glares at the three-dimensional
object’s surface. It is justified the necessity of development of a new approximate Blinn-Phong model expression in order
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to increase the realism of image formation in real-time mode. It is proposed a new modified cosine-quadratic light
reflection model, which provides an essential increase in the accuracy of glares reproduction in the epicenter and
blooming zones in comparison with the original cosine-quadratic model. The model is developed based on one of the
cosine-quadratic reflection model forms, which contains the parameter for managing the form of the glare. At the same
time, the expression of the modified model doesn’t contain the computationally expensive operations. The plots, which
show the relative and absolute errors of the proposed model from the Blinn-Phong reflection models, are built. In order
to provide the compliance of the modified cosine-quadratic light reflection model with the energy conservation law, the
model is augmented with the calculated normalizing coefficient. The proposed light reflection model is energetically-
correct and provides a highly-productive formation of three-dimensional images.

Ключові слова: модель відбиття світла, двопроменева функція відбивної здатності, косинус-квадратична
двопроменева функція відбивної здатності, модель Фонга, закон збереження енергії.

Keywords: light reflection model, bidirectional reflectance distribution function, cosine-quadratic bidirectional
reflectance distribution function, Phong model, energy conservation law.

Вступ. Етап зафарбовування є найбільш обчислювально складним етапом графічного конвеєра. Для
визначення інтенсивності кольору [1] у кожній точці зображення враховуються оптичні та геометричні
властивості поверхні, взаємне положення векторів падіння та відбиття світла, особливості джерела світла.

Вимоги до реалістичності формування тривимірних зображень і складність полігональних моделей об’єктів
постійно зростають, що ускладнює можливість візуалізації сцен у режимі реального часу. Тому актуальним є
використання високопродуктивних моделей відбиття світла від поверхонь.

Наявні високопродуктивні моделі освітлення не завжди дозволяють відтворити з достатньою точністю
візуальні особливості об’єктів 3d-сцен. Отже, необхідною є розробка нових високопродуктивних моделей
відбиття світла, що забезпечать високоточне формування відблисків на поверхнях об’єктів.

Аналіз літературних даних і постановка проблеми. Двопроменева функція відбивної здатності (ДФВЗ,
англ. – bidirectional reflectance distribution function (BRDF)) є радіометричною функцією, що визначає особливості
відбиття світла від точки поверхні у напрямку відносно напрямку .

ДФВЗ ( ) [2-4] визначається як відношення вихідної енергетичної яскравості до вхідної опроміненості

,

де – вихідна енергетична яскравість у напрямку відбиття світла до спостерігача , – вхідна опроміненість
у напрямку падіння світла .

На рис. 1 наведено основні вектори та кути [5], що використовуються при обчисленні ДФВЗ. є нормаллю
до точки поверхні, - серединним вектором між і ( ), - вектором дзеркального

відбиття світла ( ). є кутом між і , - кутом між і , - кутом між і , -
кутом між і .

Рис. 1. Основні вектори та кути для розрахунку ДФВЗ
Fig. 1. Main vectors and angles for BRDF calculation

ДФВЗ характеризується рядом необхідних властивостей [2]:
1. Функція повинна мати невід’ємне [2] значення - .
2. Функція повинна відповідати принципу симетричності Гельмгольца [2], згідно із яким значення функції не
змінюється при взаємозаміні вхідного та вихідних напрямків освітлення – .
3. Функція повинна відповідати закону збереження енергії – розсіяна над поверхнею енергія світла не може
перевищувати кількість вхідної світлової енергії. Умова математично виражається як [6, 7]

де – диференціальний тілесний кут, у межах якого падає світло, – верхня напівсфера.
ДФВЗ, що відповідають усім трьом умовам, називаються фізично-коректними.
ДФВЗ поділяються на три основні групи [2]: емпіричні ДФВЗ, фізично-точні ДФВЗ і ДФВЗ на основі даних.
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Емпіричні ДФВЗ [2] полягають у наближеному поданні виміряних відбивних властивостей матеріалів за
допомогою простих формул. Через простоту обчислення емпіричні ДФВЗ характеризуються значним
поширенням у системах високопродуктивного тривимірного рендерингу.

Серед емпіричних ДФВЗ відомою є ДФВЗ Фонга [8, 9], що обчислюється згідно з виразом
,

де є кутом між і вектором дзеркального відбиття , – коефіцієнт спекулярності поверхні, що визначає
концентрацію відблиску залежно від особливостей поверхні об’єкта.

Для забезпечення дотримання закону збереження енергії ДФВЗ Фонга доповнюється нормуючим
коефіцієнтом [10, 11] .

ДФВЗ Блінна [6, 12] полягає у вдосконаленні ДФВЗ Фонга шляхом заміни кута на кут між нормаллю
та серединним вектором . Це забезпечує більш продуктивне обчислення моделі. Нормуючий коефіцієнт

ДФВЗ Блінна обчислюється згідно із виразом [10] .
Водночас, ДФВЗ Фонга та Блінна потребують піднесення значення кута до степеня , що

призводить до суттєвого підвищення трудомісткості їх обчислення.
Тому використовуються апроксимаційні вирази ДФВЗ Фонга та ДФВЗ Блінна.
Одним із апроксимаційних виразів ДФВЗ Блінна та Фонга другого степеня є косинус-квадратична ДФВЗ (
) [13]. Косинус-квадратична дистрибутивна функція обчислюється згідно з формулою [13]

де – або .
Однак, рівень точності апроксимації еталонної функції у зонах епіцентру та затухання відблиску є

недостатньо високим.
Більш точну апроксимацію ДФВЗ Блінна та Фонга забезпечує інший варіант косинус-квадратичної функції (
) [13], що базується на використанні параметра . відповідає визначеному рівню осі ординат ДФВЗ.

розраховується за формулою [13]

Недоліками даної дистрибутивної функції є наявність у множнику трудомістких операцій ділення,
обчислення квадратного кореня, піднесення до степеня.

Фізично-точні ДФВЗ [2], на відміну від емпіричних, базуються на фізичній теорії взаємодії світла з поверхнею
об’єкта. У фізично-точних ДФВЗ, як правило, враховуються шорсткість поверхні, розподіл дзеркальних
мікроділянок (мікрофасет) поверхні, взаємне маскування й затінення мікрофасет, довжина хвилі світла,
коефіцієнт заломлення матеріалу. У результаті, забезпечується більш точне моделювання відбиття світла від
поверхні.

Значна частина фізично-точних ДФВЗ базується на ДФВЗ Кука-Торренса. В основі ДФВЗ Кука-Торренса
[14–17] лежить використання функції розподілу мікрофасет поверхні , функції ослаблення світла ,
коефіцієнта Френеля . Функція розподілу мікрофасет визначає, яка частка мікрофасет поверхні може
відбивати світло у напрямку до спостерігача. Функція ослаблення світла забезпечує врахування взаємного
маскування та затінення між мікрофасетами. Коефіцієнт Френеля визначає, яка частка світла відбивається
залежно від кута падіння світла та коефіцієнта заломлення матеріалу. ДФВЗ Кука-Торренса обчислюється згідно
з формулою [14-17]

.

Зокрема, на ДФВЗ Кука-Торренса базується одна із набору ДФВЗ Бреді [5], призначена для металічних
поверхонь

,

де - параметри керування формою спекулярної пелюстки.
Більш складною є фізично-точна модель Хе [18], що враховує теорію дифракції Кірхгофа. Модель поєднує

три компоненти: спекулярного відбиття , направлено-дифузного відбиття , одноманітно-дифузного
відбиття . Компоненти моделі обчислюються згідно з формулами [18]
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де - функція ефективної шорсткості поверхні, - функція затінення, - дельта-функція, - функція на
основі коефіцієнтів Френеля, - автокореляційна довжина, - індекс для знаходження суми, - функція
зміни вектора хвилі, - довжина хвилі, - параметр багаторазово відбитого чи міжповерхнево розсіяного
світла.

Отже, фізично-точні ДФВЗ, попри високу точність подання особливостей відбиття світла, є обчислювально
складними. Тому їх застосування у системах рендерингу, що функціонують у реальному часі, є обмеженим.

ДФВЗ на основі даних [2] полягають у формуванні великих таблиць виміряних даних відбивних здатностей
матеріалів і застосуванні до них технік зменшення розмірності. Класичною моделлю відбиття на основі даних є
модель Матусіка [2]. Моделі даного типу є обчислювально складними, потребують значних обсягів пам’яті та
проведення складних вимірювальних процедур. Відповідно, ДФВЗ на основі даних доцільно застосовувати лише
під час офлайн-рендерингу тривимірних зображень (наприклад, під час розробки анімаційних фільмів).

Отже, для формування тривимірних зображень прийнятної якості у режимі реального часу доцільно
використовувати емпіричні ДФВЗ. Однак, існуючі емпіричні моделі характеризуються рядом недоліків:
наявністю трудомістких операцій, що ускладнюють апаратну реалізацію, невідповідністю закону збереження
енергії, недостатньою точністю відтворення відблисків поверхонь об’єктів.

Тому актуальною є розробка нових і модифікація існуючих емпіричних двопроменевих функцій відбивної
здатності.

Мета і завдання дослідження. Метою роботи є модифікація косинус-квадратичної двопроменевої функції
відбивної здатності для підвищення точності відтворення відблисків при збереженні високої продуктивності
формування зображень.

Методи і матеріали досліджень. Під час дослідження було використано методи диференціального й
інтегрального числення, комп’ютерного моделювання та машинного навчання. Для обчислення й побудови
графіків відносних і абсолютних похибок ДФВЗ було використано програмний засіб Mathcad 2001. Для
застосування алгоритмів символічної регресії під час підбору нормуючого коефіцієнта розробленої ДФВЗ було
використано програмний засіб TuringBot.

Результати досліджень. Спростимо апроксимаційний вираз ( ) ДФВЗ Блінна-Фонга ( )

Визначимо рівень , що забезпечить найбільш точну апроксимацію еталонної ДФВЗ Блінна-Фонга у зоні
епіцентру відблиску при прийнятній точності апроксимації у зоні блюмінгу.

Рис. 2. Максимальні , від у зоні епіцентру відблиску залежно від значення
Fig. 2. Maximum of , from in glare’s epicenter zone relative to value

На рис. 2 наведено графіки максимальних відносних похибок , від у зоні епіцентру відблиску
залежно від значень , .
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На рис. 3 зображено графіки максимальних абсолютних похибок , від залежно від значень ,
.

Рис. 3. Максимальні , від залежно від значення
Fig. 3. Maximum , from relative to value

Як показано на рис. 2, найбільш точна апроксимація у зоні епіцентру відблиску досягається при .
Шляхом подальшої підстановки у вираз значень , наближених до , підібрано більш точне значення

( ).
Максимальна абсолютна похибка ( ) від відповідає зоні блюмінгу відблиску. На рис. 3

показано, що максимальна ( ) від є меншою, ніж максимальна від та є прийнятною.
Отже, оптимальним значенням є 0.64.

Для підвищення продуктивності обчислення апроксимуємо множник лінійним
виразом за допомогою лінійної регресії.

У результаті, спрощений вираз (позначимо ) обчислюється згідно з виразом
.

Відносна похибка апроксимації оригінального коефіцієнта виразу не перевищує 0.5% (рис. 4).

Рис. 4. Графік відносної похибки апроксимації оригінального коефіцієнта виразу
Fig. 4. Plot of realtive error of ’s original coefficient approximation

На рис. 5 наведено графіки , , при .
Отже, забезпечує більш точну апроксимацію у зонах епіцентру відблиску та затухання порівняно з
.
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Рис. 5. Графіки , ,
Fig. 5. Plots of , ,

На рис. 6(а) показано, що максимальна від у зоні епіцентру відблиску відносно
становить 1.256%, максимальна від - 0.128 (рис. 6(б)). Отже, спрощення множника суттєво не
вплинуло на точність апроксимації .

Рис. 6. Максимальні відносні похибки у зоні епіцентру відблиску (а)
та максимальні абсолютні (б) похибки між і

Fig. 6. Maximum relative errors in glare’s epicenter zone (a)
and maximum absolute errors (b) between and

Даний вираз не є енергетично-коректним, оскільки не відповідає закону збереження енергії. Тому, обчислимо
нормуючий коефіцієнт для , де – кут між і .

Враховуючи умову максимізації відбитої енергії, , запишемо умову дотримання закону
збереження енергії у вигляді рівняння [8, 10]

Переходимо до сферичної системи координат й інтегруємо підінтегральний вираз по змінній

де - координата перетину з віссю абсцис, що обчислюється за формулою .

Позначимо підінтегральний вираз як . Рівняння набуває виду
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Знайдемо формулу .
Відносно усіх значень обчислюємо значення виразу Вибірку з 50 пар значень

і збережемо у текстовому файлі (рис. 7).

Рис. 7. Збережена у текстовому файлі вибірка ідеальних значень
Fig. 7. Saved in text file sample of ideal values

За допомогою програми TuringBot, що реалізує алгоритми символічної регресії, підберемо формулу відносно
створеного набору даних.

У якості метрики похибки апроксимації набору даних встановлюємо Root Mean Square (рис. 8). Обираємо
можливі операції формули: додавання, множення, ділення.

Рис. 8. Налаштування підбору формули у TuringBot
Fig. 8. Setting the selection of formula in TuringBot

У результаті, отримуємо набір можливих виразів обчислення різної складності (рис. 9)

Рис. 9. Можливі вирази обчислення , отримані у TuringBot
Fig. 9. Possible calculation expressions of , obtained in TuringBot

Враховуючи низьку похибку RMS (0.0067) і відносно незначну складність, для обчислення обрано
формулу
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.
На рис. 10 наведено графік апроксимації виразом значень сформованого набору даних

Рис. 10. Графік апроксимації виразом сформованого набору даних
Fig. 10. Plot of approximation of the formed dataset by the expression

На рис. 11 наведено графік абсолютних відхилень напівсферичної інтегральної відбивної здатності поверхні
( ) від 1 відносно

Рис. 11. Графік абсолютних відхилень напівсферичної інтегральної відбивної здатності від 1
Fig. 11. Plot of absolute deviations between hemispherical integral reflectivity and 1

Максимальне абсолютне відхилення напівсферичної інтегральної відбивної здатності поверхні від 1 відносно
становить .

Обговорення результатів. Модифіковану косинус-квадратичну ДФВЗ було отримано шляхом підбору
оптимального значення параметра для і подальшого спрощення виразу. Отриманий вираз , на відміну
від , не містить трудомісткі операції ділення та обчислення квадратного кореня.

Запропонована функція характеризується зменшенням максимальної апроксимації еталонної функції
у зоні епіцентру відблиску із 7.924% до 1.256% порівняно з .
Також, зменшено максимальну апроксимації з 0.162 до 0.128 порівняно з . При цьому, максимальна
апроксимації відповідає зоні затухання відблиску.
Шляхом обчислення нормуючого коефіцієнта забезпечено відповідність функції закону збереження енергії.

Отже, є енергетично-коректною ДФВЗ.
Висновки.
У статті запропоновано модифіковану косинус-квадратичну двопроменеву функцію відбивної здатності.

Модифікована функція забезпечує підвищення точності відтворення епіцентру відблиску у 6.3 рази порівняно з
оригінальною косинус-квадратичною функцією. Окрім того, забезпечується підвищення точності відтворення
зони затухання відблиску.

Запропонована функція є високопродуктивною та відповідає закону збереження енергії. Функція призначена
для формування високореалістичних графічних зображень у високопродуктивних системах тривимірного
рендерингу.
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